XXXVI. DREI VORTRAGE UBER DIFFUSION, BROWN-

SCHE MOLEKULARBEWEGUNG UND KOAGULATION
VON KOLLOIDTEILCHEN.

Physikalische Zeitschrift, XVIL. Jahrgang, pp. 557—5H71 und 587—599. 1916.

1. Diffusion im unbegrenzien Raum.
1. Einleitung.

In den nachstehenden drei Vortrigen ') soll eine Ubersicht tther
einige meuere theoretische Untersuchungen gegeben werden, in
welchen ich versucht habe, den inneren Mechanismus der Diffusion
und einiger damit zusammenhingender Molekularphinomene klar-
zustellen, indem ich einige Gedanken niher ausgefiihrt habe, welche
in einem vor drei Jahren hier in Gottingen gehaltenen Vortrag ?)
kurz angedeutet waren. Einerseits besitat -dieses Thema eine beson-
dere Bedeutung infolge seiner Anwendung auf die Physik der
Kolloide, in welcher diese Erscheinungen eine grundlegende Rolle
spielen — einen charakteristischen, hierher gehtrigen Fall, den
KoagulationsprozeB, werden wir spiter noch eingebender zu. be-
trachten haben — andererseits sollte es meiner Ansicht nach in der
theoretischen Physik die Stellung eines Schulbeispiels einnehmen,
an welchem man die relative Berechtigung und Tragweite der ther-
modynamisch-makroskopischen Betrachtungsweise und der mikro-
skopisch-molekularen Analyse in allen Einzelheiten und in relativ
einfacher Weise vergleichen kann, wobei sich tberdies fast jeder
Schritt durch direkte experimentelle Erfahrung illustrieren und
kontrollieren 1aBt. Es liegt das daran, daB uns ein und dieselbe

1) Veranstaltet durch die Wolfskehlstiftung zu Gottingen, 20 - 22, Juni 1916.
% Vgl. Vortrige fib. kinetische Theorie d. Materie u. Elektrizitit, Leipzig
1914, p. 89 [p. 361 du présent Volume. Ed.].
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Erscheinung, je nach dem von uns eingenommenen Standpunkt, in
dreifach verschiedener Weise entgegentritt: makroskopisch betraciatet
heit sie ,Diffusion”, mikroskopisch entweder »Brown'sche Mo-
lekularbewegung®, falls man nimlich die Lebensgeschichte eines
individuellen materiellen Teilehens verfolgt, oder aher . Konzentra-
tionsschwankung®, falls man ein bestimmtes Volumelemgnt im Auge
behalt und- die zeitliche Anderung der Anzahl der jeweilig darinn:n
befindlichen Teilchen notiert. Natiirlich mub zwisehen diesen ver.
schiedenen Erscheinungsformen ein innerer Zusammenhang bestehen,
und die theoretische Untersuchung dieses Zusammenhangs sowie
die néhere Bestimmung der Giltigkeitsgrenzen. der iiblic.hen: Diffu-
sionstheorie soll unsere erste Aufgabe bilden, wihrend wir spiiter
zu einigen daranf beruhenden Anwendungen tibergehen wollen,
welche einen mehr konkreten, dem experimentellen Gebiet niher-
stehenden Charakter besitzen.

2. Brown’sche Molekularbewegung.

Auf die Gefahr hin, gentigend Bekanntes zu wiederholen, muf
ich vorerst einige Worte iber Bro w n’sche Molekularbewegung %)
vorausschicken. Der eigentliche innere Mechanismus derselben ist
zweifellos duBerst kompliziert, viel komplizierter als unsere mathe-
matische Formelsprache ‘es ansdricken kann, aber einem eigen-
tumlichen und fiir diese Untersuchungen sehr vorteilhaften Umstand
haben wir es zu verdanken, dal diese Komplikationen und ther-
baupt die Rinzelheiten der Teilchenbewegung auf die Gestalt der
praktisch wichtigen Endformel ohne irgendwelchen EinfluB sind.
Diese Formel, welche die Wahrscheinlichkeit angibt, daB ein von
der Abszisse x, anfinglich ausgehendes Teilchen zur Zeit ¢ in den
Abszissenbereich z ...z - dx gelangt sei:

) W) de —— e s i 4
2/=D¢

!) Zusammenfassende Bearbeitungen und Literatar betrefis dieser und ver-
wandter Erscheinungen: G, L. de Haas-Lorentz, Die Brownsche Bewe-
gung, Braunschweig 1913; The Svedberg, Die Existenz d. Molekiile, Leipzig
1912; Jahrb. d. Radioakt. u. Elektr. 10, 467, 1918; J. Perrins Bericht in den
Rapports Solvay (La théorie du rayonnement etc., Paris 1912; Die Theorie d.
Strahlung u. d. Quanten, herzusgeg. v. A. Encken, Leipzig, 1914); J. Per
rin, Die Atome, Leipzig 1914; Smoluehowski, Phys. Zeitschr, 13, 1069,
1912 [voir ci-dessus, p. 228. Ed.]. ’
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gilt dabei nicht pur fiir Kolloid-Teilchen, welche in einer Flissig-
keit enthalten’ sind, sondern ebenso aueh fir irgendein Molekal
eines gasformigen oder flissigen Mediums, vorausgesetst, dal} sie
fur Zeiten oberhalb einer gewissen unteren Grenze der Grdfen-
ordnung angewendet wird (ndmlich solche, die erheblich linger sind,
als die durchschnittliche Zeitdauer der annshernd geradlinigen Be-
wegnng des Molekils, bzw. Teilchens). Man kann diese Formel
beispielsweise aus der Annahme ableiten, daf die Bewegung des
Teilechens fortwahrend mit konstanter Geschwindigkeit C vor sich
gehe, aber jedesmal nach Zuriicklegung einer geradlinigen Weg-
strecke 4 eine plotzliche Richtungsanderung erleide, so dab das
Teilchen in einem jeden solchen Punkte, unabhingig von der vor-
hergehenden Richtung, mit gleicher Wahrscheinlichkeit irgend eine
Richtung des Raumes einschlage. Wie sich nimlich nachweisen
146t 1), betragt in diesem Falle die Wahrscheinlichkeit fir Errei-
chung einer Abszisse @...z - dw nach Zurticklegung der n-ten
Wegstrecke :

o0

W, (x)dr= d_;f(squx_gl)" cos g(x — a)dg
0

was fur groBe Zahlen n tbergeht in:

. 3 —%u««ﬁ
Wn(x‘)da‘= l/é-;;m et
Berticksichtigt man, daB

n= o
. 2 B
ist, so gibt dies die Formel (1), wenn der Koeffizient 4 C4 mit D
bezeichnet - wird. :

In der Gastheorie sind wir seit Clausius gewohnt, auch die
Verschiedenheiten in der Linge der geradlinigen Wegstiicke in
Rechnung za ziehen, indem wir fir die Wahrscheinlichkeit einer
geradlinigen freien Wegstrecke » das Verteilungsgesetz annehmen:

1) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 10, 78, 1880; Smoluchowski, Bull. Int.
Acad. & Se. de Cracovie 1908, p. 202 [Vol. L p. 479. Ed]. In #hnlicher Weise
18t sich das einst {Nature 1905) von K. Pearson aufgeworfene zweidimen-
sionale Problem des Irrwanderns (,random walk®) behandeln.

icm

XXXVI, DRE! VORTRAGE 538
gk
W(r)dr= 7 dn

wo A die sog. mittlere freie Weglinge ist. Auch unter dieser Au-
nahme berechnen wir fiir den Fall, daB die aus Zuricklegung sehr
vieler freier Wegstticke resultierende Verschiebung des Molekiils
betrachtet wird, dasselbe Wahrscheinlichkeitsgesetz (1), nur mit dem
Unuterschiede, daf nun der Koeffizient 4 C4 =D =z setzen ist. Aber
dieselbe Formel (1) 148t sich auch unter der Annahme ableiten, daf
fiur die Verteilung der Linge der freien Wegstiicke nicht obige
Formel, sondern irgendeine andere, durch eine stetige Funktion
von » ausdriickbare, gilt. Und zweifellos wird sie auch unter der
weit allgemeineren Annahme giiltig bleiben, dal} eine gewisse ,Wahr-
scheinlichkeits-Koppelung” in hezug auf Richtung und GroBe der
aufeinanderfolgenden Wegstticke besteht 1).

Nachdem nun alle diese speziellen Voraussetzungen zu demsel-
ben Resultate filhren — abgesehen natiirlich von dem Zusammen-
hang zwischen dem Wert des Koeffizienten D und den betreffen-
den molekularen Bestimmungsstiicken — ist es fir diesheziigliche
Rechnungen, wo nur die resultierende Bewegung, ohne Riicksicht
auf die Details des Mechanismus, in Frage kommt, am praktisch-
sten, weon man hierfir das einfachst mogliche Modell beniitzt.
Dieses besteht darin, daB man sich fir jede .der drei Bewegungs-
komponenten vorstellt, das Teilchen erleide in gleichen Zeitinter-
vallen 7 gleich grofie Verschiebungen d, welehe jedesmal ebenso
wahrscheinlich positives wie negatives Zeichen haben konnen. Die
Wahrscheinlichkeiten dafir, dal das Teilechen nach m Zeitintervallen
eine -resultierende Verschiebung von n Wegstticken, im positiven
oder negativen Sinne, erlangt habe, lassen sich dann sukzessive
ermitteln und in das nachfolgende Schema einordnen:

1) Es hat namentlich Jeans darauf hingewiesen, da8 bei Zusammenstofen
2wischen Gasmolekiilen eine Tendenz zur Beibehaltung der urspriinglichen Be-
wegungsrichtung besteht. Diese ,Persistenz® der Bewegungsrichtung, welcher
ich in meiner ersten Arbeit fiber Brown’sche Bewegung (Ann. d. Phys. 21,
756, 1906) [Vol. I. p. 515, Fd.] durch eine einfache geometrische Konstraktion
niherungsweise Rechnung getragen habe, tritt bei der Bewegung eines Kolloid-
teilchens wegen dessen groBer Masse in weit erhohtem Grade auf.
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Es zeigt sich also, daB die Zihler mit den Binomialkoeffizienten
die Nenner mit den wm-ten Potenzen von 2 identiseh sind. Somi;
betrigt die Wahrscheinlichkeit eines positiven oder negativen Uber-
schusses vom m Einheiten:

1\ "
@) ) W (m) o (5) (% (m — n))
woraus -sich mit Benutzung der Stirling’schen Naherungsformel
fur grobe Zahlen n,m und fir einen kleinen Wert des Verhilt-
nisses n/m wiederum die Formel (1) ergibt, wenn die 'Beziehungen
m =1/t und n= z/J eingefuhrt und der Wert 62/2t = D gesetat
wird.

Auf dieses einfache mathematische Modell der Brow n’sehen
Bewegung werden wir uns noch spiter, anlifilich einer etwas schwie-
rigeren Frage berufen. Nur das eine mochte ich bei dieser Gele-
genheit bemerken, daB man auch ein dementsprechendes, iberans
einfaches mechanisches Modell der Brow n’schen Bewegung kon-
sttuieren kann, nimlich das sogen. Galton’sche Brett, welches
seinerzeit. von Galton zur Veranschaulichung des G au B'schen
Fehlergesetzes verwendet wurde. Hs besteht einfach aus einem ge-
niigend * grofien, schwach geneigten Breit, in welches eine grofie
Ar}zahl regelmiBiger horizontaler Nigelreihen in Weéhselatellung
eingeschlagen -ist: :

v e e s

Wird nun vou einem Punkte. des oberen Randes eine Kugel
tber ‘das Brett rollen gelassen (und zwar am besten von solcher
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Grolle, daB sie zwischen den Nigeln eben noch durchsehlipfen
kann), so stifit sie auf die Nigel, erleidet infolgedessen beim Durch-
tritt durch die Reihen derselben unregelmiifig zufallige Ablenkun-
gen nach rechts oder links und fithrt in bezug auf die Falllinie
eine Bewegung aus, welche genau mit der soeben besprochenen
Brown'schen Bewegung (der X-Komponente) itbereinstimmt.

3. Diffusion.

Wirde man nun im Galton’schen Apparat eine Schar von
Kugeln von demselben Punkte ausgehen lassen, so wiirden sie sich
in passenden Behiltern am unteren Rande des Brettes in Quantiti-
ten ansammeln, welche gerade der Liaplace’schen Glockenkurve

(1) entsprechen. Was geschieht aber, wenn man die Kugeln (even-

tuell von verschiedener Farbe), nach einem gewissen Dichtigkeits-
gesetz n = p(z) verteilt, von verschiedenen Punkten des oberen
Randes ausgehen 1aft? Das gibt genau jene Erscheinung, die man
kurz Diffusion nennt, und zwar illustriert uns das die Diffasion in
einer Flussigkeitssiule, deren Konzentration zu Anfang der Zeit
gemifl jenem Gesetze verteilt war. Nehmen wir.namlich an, die
Anfangsverteilung der in Betracht kommenden Substanzteilchen sei
durch jene Verteilungsfunktion: Anzahl pro Volumeinheit n = @(z),
gegeben, so resultiert aus (1) — selbstverstindlich unter Voraus-
setzung der Unabhingigkeit der Teilchen voneinander — fiir die

Verteilung zur Zeit #:
+oo

3) n= A [ ag,
2)n Dt

indem sich die von den verschiedenen Ausgangspunkten stammen-
den Teilwirkungen einfach tberlagern. Dies ist bekanntlich die
allgemeine Losung der Diffusionsgleichung

Ju PPu
@) EAEE
fir den Tall, daB die Anfangsverteilung @(%) in der ganzen' Aus-
dehnung von — oo bis oo gegeben ist, was man auch ohne
weiteres durch Ausfihrung der Differentiation a posteriori verifi-
zieren kann, und der Koeffizient D der’ Formel (1) erweist sich
als identisch mit dem Diffusionskoeffizienten der Formel (3). Also
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geht die Diffusion einfach als Resultat der ungestérten Bro wn-
schen Bewegungen der einzelnen Teilchen hervor 1), und es ist ganz
falsch, wenn manche Forscher 2) meinen, daB dabei noch ein spe-
zieller, der Brown'schen Bewegung eine Richtung gebender Ein-
flup — etwa das osmotische Druckgefille — titig sei. Der fiktive,
der makroskopischen Auffassungsweise der Diffusion e[11;sp1'el‘,hen‘de7
Begriff des osmotischen Druckes vertritt die Betrachtung der yVer-
borgenen“  Molekularbewegungen und ist mit derselben — soweit
die klassischen Diffusionserscheinungen in Betracht kommen —-
vollkommen Hquivalent, darf aber mit ihr nicht verquickt werden.
Entweder denke man sich die Substanzteilehen als passiv durch
den osmotischen Druck getrieben, ohne die Brown'schen Bewe
gungen zu beviicksichtigen, oder aber man ziehe die letzteren in
Rechnung, chne den fiktiven osmotischen Druck einzufiihren.

Bemerken wir ibrigens noch, daf die charakteristische Eigen-
timlichkeit der Brown’schen Bewegung, welche aus (1) durch
einfache Rechnung folgt, — dal nicht die Elongation aus der An-
fangslage, sondern- das Quadrat derselben proportional mit der Zeit
wichst

® :

— in dem allgemeinen Ahnlichkeitsgesetz der Diffusion zum Vor-
schein kommt, wonach Diffusionsprozesse sich bei n-maliger Ver-
groferung der riumlichen Lineardimensionen so abspielen, daB die
Zeiten im Verhaltnis n? vergrofiert erscheinen. :

) Gegen unsere ganze Argumentation ist nun aber ein gewichtiger
Einwand zu erheben. Mathematisch stimmt die Formel (1) allerdings
wit der sog. Hauptlssung der Diffusionsgleichung (4) tberein, wel-
(3].18 angibt, in welcher Weise sich eine Substanz zar Zeit ¢ v;rteilt
die zur Zeit Null im Punkte z, angesammelt war, und wenn sie;
wirklich diese Bedeutung hitte, wire die vollstandige Aquivalenz
der tblichen Diffusionstheorie mit dem Resultat der -Bro w n'schen
Bewegungen der einzelnen Teilchen erwiesen. In Wirklichkeit ist
aber das von x, ausgehende Teilchen unteilbar und (1) stellt
nur ein Wahrscheiulichkeitsgesetz filr seine spitere Lage dar. In-

‘ F—_- 20)* =2 Dt

“} In Einsteins Arbeiten griindete sich eh i i f
on darauf die A
Gesetzes fiir die Br o w n’sche Bewegung. " Ablaitung dor

2 . .
. ‘74‘1 Vgl L. Cassuto, Der kolloide Zustand der Mate;ie. Leipzig 1913,
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folgedessen entspricht das Résultat der mathematischen Diffusions-
theorie nicht dem Zustand, weleher tatsichlich zur Zeit ¢ herrschen
wird, sondern es stellt den Durchschuittswert?) der Zustinde dar,
welche verschiedene, von scheinbar identischen Anfangszustinden
ausgehende Systeme in der Zeit ¢ aufweisen wirden. Mit anderen
Worten : ein jedes individuelle molekulare System wird im Ver-
gleich mit der theoretischen Diffusionsformel gewisse, entweder
positive oder negative Divergenzen aufweisen, und die Haufigkeit
derselben wird durch Wahrseheinlichkeitsgesetze geregelt sein.

4. Konzentrations - Schwankungen, Grdfe derselben in verdinn-
ten Losungen.

Niheren Aufschluf tber die Art und Grofe dieser zufilligen
Abweichungen gibt die Theorie .der molekularen Konzentrations-
schwankungen, welche man auch als ,mikrostatistische Analyse®
des Diffusionsvorganges in festgelegten Volumelementen definieren
konnte. In voller Allgemeinheit ist diese Art der Analyse noch
picht durchgefiihrt worden, aber ich glaube, auch das, was man
heute daritber aussagen kann, beleuchtet den Mechanismus der
Diffusion in sehr charakteristischer Weise, so dab es von Interesse
gein diirfte, diese theoretischen Untersuchungen etwas eingehender
zu behandeln. .

Tn der Theorie der Konzentrationsschwankungen handelt es sich
um zweierlei Probleme, einerseits um die wahrscheinliche GroBe
der momentanen Abweichung der Konzentration in einem gewissen
Volumelement vom durchschuittlichen Zustand, andererseits um die
geitliche Veranderlichkeit jener Abweichungen oder, wie man kurz
sagen kann, um die Schwankungsgrofe und die Schwan-
kungsgeschwindigkeit.

Was die GriBe der - Konzentrations- Schwankungen anbelangt,
so lassen sich die betreffenden Formeln in sehr einfacher Weise
mittels direkter Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen fir den Fall
entwickeln, wo es sich um den normalen, im Laufe langer Zeit
sich einstellenden Gleichgewichtszustand eines idealen Gases oder
einer verdiinnten Losung handelt, deren Teilehen aufeinander keine

1) Welcher anch mit dem wabrscheinlichsten Zustand identisch sein durfte.
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merklichen Krifte ausiben !). Meine diesbesiigliche, recht Ik
gefa&?te Ableitung ist spiiter von Lorenz und Eitel’in sehr e
fihrlicher und verstindlicher Form wiedergegeben worden: ders:ﬁ)s‘
Gedankengang hat anlilich der Entdeckung der raéioakt'v ;
Schwankungen (Sechweidler, Bateman, Rutherford u éef‘
ger, Marsden u Barratt u. a) aufs neue Anwendung -ef::l-
flen, analoge Entwickelungen lassen sich aber schon weit ‘fr"hn-
in w:ahrsqheinlichkeits theoretischen Untersuchungen aufﬁndenll .
dafl :ch heute auf Einzelheiten dieser bersits geniigend bekanr’ltjo
Erwigungen nicht einzugehen brauche, und mich darauf besch g
ken kann, die Endresultate anzufihren. e
.Ne‘hmen wir an, das in Betracht gezogene Volum v bilde einen
Tel_l eines weit grofieren Volums, in welchem sich das Diffusi
glelcl‘ngewmht hergestellt hat, und bezeichnen wir mit » die Anou}:
der Substanzteilchen, welche bei gleichmyfBiger Verteilung auf Zg
'betracht‘ete Volum v entfallen wirde Wird nun die Afzahl das
augenblicklich in v befindlichen Teilchen systematisch — beispielzf

weise i . e .
eise in gleichen Zeitintervallen — notiert, so muB sich zeigen
.

daB die relative Haufigkeit j Z i
gkeit jeder Zahl n h i
7 gegeben ist durch die Formel: erhaltlanger Zaiwtume

6) Wimy=2"2"
nl

go iﬁh}rlte beispielsweise Svedberg?) mittels ultramikroskopischer
eo ;c témg der Teilehen einer -kolloiden Goldlssung eine Reihe -
E;:uéfte ah'lung;n,h ;md zwar in Intervallen vou 1/,, Minute aus, deren
eine Zahlenreihe angibt, auf i iterhi
noch werden berufen miissen :g " ke vz s weteri

120002001324 1231021111 81125 111023313

usw. In dem betrachteten, optisch abgegrenzten Voluomteil der Lg
;‘u{xltghbefanden sich also, unregelmifiig abwechselnd, 1 =0, 1, 2 i
den;1 e;-, und zwar ist die empirische Hauﬁgkeit’ dieser’ Z’a}:’ll'en
urch die Werte % der’ nebenstehenden Tabelle gégeben, wihrend

1 i E
N Sc‘) ‘?emc (;al:; ‘;:i: <i g:r) 75 ki, Bo}tzmaun-Festschrift 1904, p. 626; Bull. Int. Acad.
570 3 589, Hos & L, p- 1057; Ann. d. Phys. 25, 205, 1908 [Vol. I. pp. 421
95, 424 1-914 V, 1 L ];)ren? u ) W. Eitel, Zeitschr. f. phys. Chem. 87’
) T’h, . ) d,g; . 01:tklew1cz, Die radioaktive Strahlung, Berlin 1913:
. vedberg, Zeitschr, f. phys. Chem, 77, 147, 1911,
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die Formel (6) die Werte ke erfordern wirde — was jedenfalls
als eine fir ein Wahrscheinlichkeitsgesetz ausreichende Bestitigung
angesehen werden darf:

[ " o | 1 2 3 | & | b 6 | 1 |
1 : v
i | | ! [
| k.| 212 : 168 | 130 | 63 | 32 5 1 1
| boer | 1090 | 1704 | 1320 | 682 | 264 82 21 05 ;
L ! i : i : i

Analoge Messungsreihen ¥) mit demselben Resultate sind tibri-
gens auch von B. Iljin, R. Costantin, R. Lorenz u W.
Eitel und neuerdings von A. Westgren erhalten worden.

Treten Abweichungen von dem Wahrscheinlichkeitsgesetz (6)
auf, so beweisen sie die Existenz von Anziehungs- oder Abstofungs-
kriiften zwischen den Teileben, und eine dementsprechend modi-
fisierte Theorie ermoglicht es, auf dieser Grundlage die entspre-
chenden Anderungen der Gesetze des osmotischen Druckes zu be-
stimmen, welche bei derartigen Losungen natiirlieh keinerlei direkter
Messung zuginglich sind. Tatsuchlich haben sich solche Abweichun-
gen bei sufBerst konzentrierten Gummigutt-Losungen herausgestellt,
in denen die Volumkonzentration mehr als 0-01 betrigt, aber auller
in solechen Ausnahmsfillen ist heute Gleichung (6) fir Kolloid-
teilchen als genau giltig anzuseben, und sind jetzt auch gewisse,
friher von Svedberg und Westgren vermutete Divergenzen,
insbesondere durch eine von Westgren unlangst hier hei Pro-
fessor Zsigmondy ausgefihrte Arbeit, vollstandig aufgeklirt wor-
den. Auf diesen, fir die Kolloidforschung #uberst wichtigen Gegen-
stand werden wir spiter noch zurtiekkommen, einstweilen wollen wir
voraussetzen, daB wir uns auf solehe Falle der Diffusion beschrin-
ken, wo die gegenseitige Einwirkung der Teilehen infolge wechsel-

seitiger Krafte iberhaupt zn vernachlassigen ist, mit anderen Worten:
wir nehmen an, es handle sich um relativ verdiinnte Lisungen.

Als MaB der GroBe der Konzentrationsschwankungen hatte ich
anfangs den durchschuittlichen Absolutwert der Schwankungen
verwendet. Bezeichnen wir mit 0 die Verdichtung

9 B. [1jin, Zeitschr. f phys. Chem. 83, 592, 1913; R. Loren zgu.'W.
Eitel, Zeitschr. £ anorgan. Chem. 87, 357, 1914; R. Costantin, C. R. 138,
1341, 1914; A, Westgren, Arkivf Mat Svensk, Vet. Akad, 11, Nr. 8, 1916,


GUEST


540 XXXVI. DREI VORTRAGE

n—v

6=
v

so1 erhdlt man aus (6) fiir den durchschoittlichen Absolutwert der-
selben:

— 2ty
1 _ 2vte”
M o= k!

wo k die grofite ganze Zabl bedeutet, welehe gleich oder kleiner

als die Normalzahl o ist. Rechnerisch einfacher ist es, anstatt dessen
den Betrag der ,mittleren* Schwankung zu nehmen, fir welche
man aus Formel (6) findet:

®) -[/ﬁzvl&.

So resultiert im obigen Beispiele aus der Beobachtungsreihe:

VE‘:O"’(QS, wihrend andererseits 1/)/» = 0-808 ist. Der algebrai-
sche Durchschuittsbetrag der Schwankung ist dagegen selbstver-
standlich gleich Null. )

Von Wichtigkeit ist nun folgender Umstand: die Grofe der
S-chwankungen hangt laut (6) ausschlieBlich von der durchschnitt-
lichen Teilechenzahl » ab; die Gestalt und Grofe des betref-
fenden Volums, die Art der in Betracht kommenden Teilchen, die
N.atur des flussigen Mediums, welches als Suspensionsmittel c{ient
die Temperatur usw. — all dies ist fur die Grofe der Sehwankun-,
gen, natitrlich unter Voraussetzung genigend langer Becbachtungs-
zeit, vAoHst'aanig gleichgiiltig, und zwar hingt dies damit zusammen
daf die in Rede stehende Erscheinung sich als spezieller Fall derz
allgemeinen Molekularschwankungen auffassen libt, fiir welche ge-
mib deF statistischen Mechanik ein ganz allgemeine’s, vom speziel]gen
Mechanismus des Systems unabhiingiges Verteilungsgesetz existiert.

5. Geschwindigkeit der Konzentrationsschwankungen.

pagegen sind alle oben erwihnten Umstinde ganz wesentlich
bestimmend fiir die zeitliche Veranderlichkeit der Schwan-
‘ kungqen. ;('Die Berechnung dieser GroBe oder, wie man auch sagen
kanm, der‘ Schwankungsgesehwindigkeit, ist bei jeder Art Schwan-
kingen ein wesentlich schwierigeres Problem als jene der Schwan-
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kungsgroe, und bis jetst war tberhaupt nur ein einziger Fall
bekannt, welcher — allerdings als Fall ,astatischen® Gleichgewichts
in denkbar vereinfachter Form — sich hier einreihen lifit: die
schon besprochene Brown’sche Bewegungsformel (1), nebst einer
gewissen Verallgemeinerung derselben, von welcher spater !) die
Rede sein wird; die Konzentrationsschwankungen sind das zweite
Beispiel, wo sich die Berechnung ausfihren ke 2).

Wenn wir uns den Mechanismus dieser Erscheinung vor Augen
halten, so ist klar, daB die eigentliche Ursache der Veranderlichkeit
der Konzentrationssechwankungen auf der Brown’schen Bewegung
beruht, und dab alle Umstinde, welche dieselbe verlangsamen, wie
Zshigkeitszunahme, Temperaturabnahme, auch jene Schwankungs-
geschwindigkeit herabsetzen miussen, wie dies tatssichlich von Sved-
berg bemerkt wurde.

Um nun zo quantitativen Berechnungen zu gelangen, wollen
wir uns folgende Aufgabe stellen: das betrachtete Volum v bilde
cinen Teil des relativ dnBerst grofen Volums ¥, so daB bei gleich-
tormiger Verteilung der in Betracht kommenden Substanzteilchen
(Molektle oder Kolloidteilehen) die Anzahl » auf v entfallen wiirde.
Falls sich nun tatsichlich n Teilchen zur Zeit i =0 in v aufhalten,
wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit W,(--%), daB eine Zu-
nahme um % stattinde, daB also im Zeitpunkte ¢ die Teilchenzahl
{(n 4 k) betrage? Die Beantwortung dieser Frage stiitzt sich auf
zwei Tatsachen: 1. daB die Bewegungen der einzelnen Teilchen
voneinander unabhingig erfolgen 2. daB fur jedes derselben alle
Lagen im Raume » gleich wahrseheinlich sind. Man hat dann zuerst
dic Wahrscheinlichkeit P zu bestimgen, daB ein einziges, ur-
spriinglich irgendwo in ¢ befindliches Teilchen nach Ablauf der
Zeit ¢ sich auBerhalb jenes Raumes befinde. Ist diese bekannt, so
gehen wir weiter: Wenn sich nicht nur ein einziges, sondern n Teil-
chen anfangs in v befinden, so betréigt die Wahrscheinlichkeit, da8
irgendwelche i darunter ausgetreten, die ubrigen (n — %) aber
in » verblieben seien:

©) a=(j)pa—p-
1) Vgl II. Vortrag. 5. Abschn.

% 8Smoluchowski, Wien. Ber. 123, 2381, 1915; Phys. Zeitschr. 16,
318, 1915 [pp. 399 et 477 de ce Volume. Ed).
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Falls man aber die anfingliche Zahl n unbestimmt it und die
Wahrscheinlichkeit W (n) der verschiedenen Zahlen # gemifi der
Formel (6) berticksichtigt, erhilt man als allgemeine Wahrschem-
hchkelt des Austrittes von m Teilchen:

(10) 4, = “: W) 4, = e“”’(—ﬂ%

n=m

=£K,.

Dieselbe Grofie muf ndmlich auch die allgemeine Wahrscheinlich-
keit A, des Eintrittes von m Teilchen bestimmen, da im stationéren
Zustand der Austritt und Eintritt gleichberechtigte Ereignisse sind.
Damit sind die Faktoren gegeben, aus denen sich die gesuchte
GroBe W,(--%) zusammensetzt. Dénn eine Vermehrung der ur-
spriinglichen Teilchenzahl n auf (n -I-%) kann entweder dadurch
zustandekommen, daB gar kein Teilchen austritt und gleichzeitig k&
neu eintreten, odel daB 1 Teilchen austritt und gleichzeitig % - 1
neu eintreten, oder daf 2 Teilchen austreten und gleichzeitig k& 4 2
neu eintreten usw. Somit ist mit Beriicksichtignng aller Kombina-
tionen :

i=n

an  W,(+k :EA(E,J,,‘ =
- v [ e pm (P E)H
- ‘S' (m)(l_P) P (m 4+ k!

ne={)

und in analoger Weise ist die Wahrscheinlichkeit fir eine Ver-

minderung der urspriinglichen Anzahl # um % Einheiten:

&
m=n

@ ow h=cr Y ¥ ( )(1 (v Pyt

(m — K’
Aus diesen komplizierten Formeln lassen sich mittels verwickelter
Summationen merkwiirdigerweise recht einfache Resultate fur die

durchschnittliche Anderung der Teilchenzahl ableiten, welche in der
Zeit ¢ eintritt, wenn die Anfangszahl » betrigt:

(13 A ?_——k =@ —n)P

)n« L Pn

sowie fur das allgemeine Anderungsquadrat bei unbestimmter An-
fangszahl:

(14) 2= =2yP,
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Um “die Bedentung dieser Formeln zu wirdigen, milssen wir
noch zur Berechnung des Ausdruckes P zuriickkehren, welcher dem
vorher Gesagten zufolge die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daf ein
anfangs irgendwo innerhalb des Volums » befindliches Teilehen
sich nach Ablauf des Intervalles ¢ auBlerhalb v befinde. Man erhilt
somit P durch einfache Anwendung der Formel (1) fir die von-
einander unabhingigen Verschlebunwen in X, Y, Z, welche infolge
der Brown'schen Bewegung eintreten:

_ 1 o Tle SPou-TEca-zp
(15)  P=——ee— [dv [ ¢ EZE ¥
v|2n D) .
1 _z
= - e dpdl
v[zyn/)tja//

worin . den Abstand eines Punktes innerhalb » von einem Punkte
des suBeren Raumes (¥—4) bedeutet, und die erste Integration
tber den inneren, die zweite iber den &uBeren Raum (¥ —uv) zu
erstrecken ist.

Ich babe die Rechnung fiir zwei Spezialfille ‘aunsgefihrt, nim-
lich den von Svedberg verwirklichten Fall, wo es sich um eine
von kriftigem Licht durchstrahlte, dunne, planparallele Schicht
innerhalb eines groBeren Flissigkeitsvolums handelte 1), sowie eine
spiter von Westgren verwendete Anordnung, wo die Verhilt
nisse in einer zylindrischen Scheibe innerhalb zweier fester Deck-
glaser beobachtet wurden. Im ersteren Fall gilt die Formel:

; 2 [
(16) P=—_/ dy -+ _[L—e“r"’],
| Vs il
wo f ein mit der Dicke der Schicht & zmsammenhingender Aus-
druck ist: §=h/2)/Di. Fir den Fall eines zylindrischen Volums

-

_ 188t sich P durch die Zylinderfunktionen mit imagindrem Argument

L) =i J.(i1)
ansdriicken, und zwar gilt:

') Dieselbe Formel gilt fiir eine experimentell geeignetere Anordnung, wel~
che Westgren (Arkiv f Mat. Svensk. Vet. Ak. 11, Nr. 14, 1916) beniitat bat,
wo ein Streifen eines zwischen Deckglisern eingeschlossenen Priiparates beob-
achtet wird. Eine Reihenentwickelung der betreffenden Formeln: Koll-Zeitschr.
18, 48, 1916 [p. 506 de ce Volume, Ed.].
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an P= e[l (2e) + L, (20)],

wenn o eine vom Zylinderradius « abhingige Grofle a = a?/4 Dt
bedeutet. i

Mehr als die Ausrechnung von P interessiert uns aber jetst
dessen eigentliche Bedeutung. Wenn man sich nimlich die Defini-
tionsformel (15) vergegenwirtigt, sieht man, daf sich P auffassen
186t") als derjenige Bruchteil einer anfiinglich den Raum » gleich-
miBig erfullenden Substanz, welcher in der Zeit ¢ uber dessen
Grenzflichen hinausdiffundieren wirde, falls der sufere Raum an-
fangs von jener Substanz vollig leer wire.

Nun zur Formel (18) zurtickkehrend, lberzeugen wir uns, daf
somit die durchschpittliche Anderung der Teilchenzah]l im Raume v
in vollstandiger Ubereinstimmung mit der tiblichen makroskopischen
Diffusionstheorie erfolgt, welche eben-jene Formeln (13), (15) hier-
fiir ergeben miifte. Das ist ein Resultat, auf welches wir uns spi-
ter noch berufen werden.

Dagegen stellt die in gewissem Sinne zur Formel (5) analoge
Formel (14) gerade die Divergenz zwischen dem wirklichen mo-
lekularen Verhalten und der makroskopischen, mit Durchschnitts-
werten operierenden Betrachtungsweise in klares Licht. Ihr zufolge
hiingt also das durchschnittliche Quadrat der im Zeitraume ¢ ein-
tretenden Anderung der Teilchenzahl, welches man als allgemei-
nes MaB der Verdnderlichkeit derselben betrachten kann,
von zwei Faktoren ab, der normalmafig auf das betreffende Volum
entfallenden Teilchenzahl » und dem Diffusionsfaktor P, welcher
aufler von der Gestalt und GriBe des Raumes » vom Diffusions-
koeffizienten D und insbesondere auch von der Linge des Zeitin-
tervalles 7 zwischen zwei sukzessiven Beobachtungen abhéngt. Im
Grenzfall &ulerst langer Zeitintervalle wird P gleich Rins, also

' Lim 42 =2»
was auch von vornherein zu erwarten ist, da die Zustinde inner-
halb langer Zeitriume voneinander unabhingig werden, also einzeln
nach Malligabe des Zufallsgesetzes (6) berechnet werden konnen;
fir die Differenz je zweier aufeinanderfolgender Zahlen n,, n, gilt

') Vgl z. B. Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen, II
§ 50 (10).
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némlich infolgedessen :

(g —ma = (g — 22 + (my — P2 —2(n;, — 1)in,—w)

und durch Mittelbildung ergibt sich gemil (8) jenes Resultat:

Im allgemeinen besteht jedoch eine gewisse Wahrschein-
lichkeitsnachwirkung des vorhergegangenen Zustandes, d. h.
es ist wahrscheinlich, daf die nachfolgende Zahl von der vorher-
gehenden weniger verschieden sein wird als der Mittelwert ». und
zwar wird der Unterschied desto geringer, je kiirzer das betreffende
Zeitintervall ist. Im Grenzfall unendlich kurzer Zeitintervalle 7 wird
nattirlich auch das VerdnderliehkeitsmaB 42 gleich Null.

Um nun unsere Gleichungen (13}, {i4) an der von Svedberg
angegebenen Zahlenreihe zu priifen, kann man aus derselben den
durchsehnittlichen Quadratwert A2 der Differenzen je zweier auf-
einanderfolgender Zableu ermitteln: A? = 225, was laut Gleichung
(14) mit Rucksicht auf die Normalzahl » = 1-35 einen Wert
P =0126 ergibt. Untersucht man nun, von was fiir Zahlen m je-
desmal eine gewisse Zahl 1 gefolgt wird. so kann man die durch-
schnittliche Anderung

m—n=14,

welche nach einer vorgegebenen Zahl 2 eintritt, empirisch ermitteln.
Verglichen mit den theoretischen Werten der Formel (13}, welche
sich mit Hilfe jenes P-Wertes berechnen lassen, gibt dies folgen-
des Bild:

‘ n L R I A
| . - . |

. | I |
| Egef | 4108 4045  —026 118 | —169 | —280 |
| 4, ber 12 4040 | —083 . 106 —178 | —250 |

Wir sehen also, wie die scheinbar ganz regellose Svedberg’sche
Zahlenreihe doch bei entsprechender Mittelbildung das ausgleichende
Walten der Diffusion klar zum Ausdrucke bringt und zeigt, daB
die durchschnittlichen Konzentrationsinderungen ganz in Uberein-
stimmung mit der klassischen Diffusionstheorie vor sich gehen,
selbst wenn sich die unregelmifigen smolekularen Schwankungen
dariiber in weit tberragender Weise superponieren.

M. Smoluchowski. . 35
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Auch 188t sich der experimentelle P-Wert mit dem theoretischen
(16) vergleichen, wenn die Dimensionen des heobachteten Raumes
und der Teilchen genau bekannt sind, da sich dann D mit Hilfe
der spiter zu besprechenden Formel:

D=HT 1

N Grua
berechnen 1a6t. Im obigen Falle ergab dies den theoretischen Wert
P= (86, doch ist die weniger gute Ubereinstimmung zweifellos
auf die Ungenauigkeit jener Bestimmungsstiicke (insbesondere der
Schichtdicke k) zuriickzufiibren, deren Messung in jenen Versuchen
keine spezielle Anfmerksamkeit gewidmet wurde. Dagegen hat
Westgren unlingst mittels einer ganzen Reihe sehr priziser,
speziell ad hoc ausgefithrter Messungen !) eine weitgehende Bestd-
tigang der Formeln (14, 16) erbracht (und zwar unter Variation
von k, » und 7). Die bhetreffenden F-Werte stimmten in 3U Mes-
sungsrethen mit den theoretischen durchschnittlich bis auf 44 Pro-
zent iiberein.

Ubrigens habe ich die-experimentelle Kontrolle dieser ganzen
Theorie noeh in weiteren Einzelheiten durchgefiihrt, indem ich eine
Statistik der Gruppen (nm) je zweier aufeinanderfolgenden Zahlen
entwarf, in welche sich die Svedberg'sche Zahlenreihe zerlegen
libt, und dieselbe mit den theoretischen Huufigkeitswerten H (n,m)
verglich, welche sich mit Hilfe des oben bestimmten P aus (6)
und (11, 12) berechnen lassen:

(18) Hin, m)= W(n) W,im —n).

Es ergab dies eine recht befriedigende Ubereinstimmung; dasselbe
gilt von einer analogen, aus Westgrens Messungen stammen-
den Statistik, welche die betreffenden GesetzmiBigkeiten viel-
leicht noch besser zum Ausdruck bringt und daher angefuhrt wer-
den mbge; dabei gibt die Tabelle I die gefundenen, Tabelle II die
berechneten Hiufigkeitszahlen an. '

) A. Westgren, Arkiv{ Mat: Sv. Vet. Akad. 11, Nr. 14 (1916). Diese Be-
merkung sowie die nachstehendep zwei Tabellen sind bei der Niederschrift des
Vortrages eingeschaltet worden, wihrend in letzterem dié von mir aus Sved-
berg’s Messungen berechneten Tabellen vorgefiihrt wurden.
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Tahelle 1.
mo 0 1 2 3 5 6 7 |
n=0 | 210 | 128 | 3 7 0 1 |
1 13% 0 281 | 117 | % 1 1 5
2 27 | 138 108 63 16 3
3 10 20 76 | 38 | 2% 6 0 i
i 2 2| 1] 2 13 9u 3 ! i
5 o' 210 10 1 2 | g |
8 i 11 3 ?
i
7 2
|
- Tabelle II.
m 0 1 “ 2 3 | 4 5 3 " 7
n=0 | 221 | 119 32 6 | 1 |
o1 o119 | 262 | 122 | a3t 5 1 !
2 32 | 122 | 149 63 15 3 !
3 6 . 31 | 68 56 22 5 1 ]
, 4 11 5| 15| 2 | 15 | 6 2 | |
| 5 1 3 5| 6 s 11 ! o0 [
| 6 1 2 | 1 f
: 7 , '
T f ]
! . i

Die Bedeutung dieser Rechnungen liegt nun einerseits darin,
daf sie den Zusammenhang zwischen Browu'scher Bewegung,
Diffusion und den Konzentrationsschwankungen klarlegen. Man
kann demzufolge aus einer nach der Svedberg’schen Methode
gewonnenen Statistik der Teilchenzahlen den Diffusionsfaktor P
und daraus den Diffusionskoeffizienten D bestimmen, welcher gleich-
zeitig fir die Brown’sche Bewegung mabgebend ist, und das ist
wohl eine weit einfachere Methode als die unmittelbare Beobach-
tung der Brown’schen Bewegung der einzelnen Teilehen.

Wichtiger scheint mir aber der Umstand, daB dies das erste
Beispiel einer Erscheinung ist, an welcher sich der Ubergang zwi-
schen dem makroskopisch irreversibeln Stadium und den mikro-
skopischen Schwankungserscheinungen sowohl theoretisch wie ex-

35%
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perimentell in allen Details verfolgen laBt. Ieh hatte zwar vor drei
Jabren ein anderes Beispiel dieser Art angegeben, namlich die
Brown’sche Bewegung eines Teilchens, das von einer elastischen
Kraft beeinfluBt wird, aber jenes hatte einstweilen nur eine ideelle
Bedeutung, da diesheziigliche Versuche noch nicht vorliegen, wih-
rend es sich hier gerade um die als Typus eines irreversibeln
Vorgangs geltende Diffusion und um direkt ansfithrbare und aus-
gefithrte Beobachtungen handelt.

6. Umkehrbarkeit der Diffusion, intermittierende Beobachtung,

Unsere Untersuchung gibt uns somit auch die Mittel an die
Hand, die Frage nach der Umkehrbarkeit ,irreversibler® Prozesse
oder, was dasselhe ist, nach den Giltigkeitsgrenzen des II. Haupt-
satzes, welehe damals in allgemeinerer Form behandelt wurde, we-
nigstens in diesem Spezialfalle ganz exakt zu losen und teilweise
auch experimentell zu kontrollieren. )

Das Boltzmann’sche Grundprinzip der Erklirung der Irrever-
sibilitat, welches seinerzeit so heftig bekampft, von Zermelo u.a.
geradezu als widersinnig verworfen wurde, wird uus schon durch
die Tabelle I. oder noch besser II, klar demonstriert. Wir sehen,
dafl im Laufe gentigend langer Zeiten jeder Zahlenwechsel (nm)
ebenso hitufig vorkommt, wie der umgekehrte Zahlenwechsel (mn) —
was auch aus den betreffenden Formeln nachzuweisen ist — in
Ubereinstimmung mit der seinerzeit von Loschmidt erhobenen
Forderung der prinzipiellen Umlkehrbarkeit aller molekularen Vor-
génge. Andererseits ist aber auch ersichtlich, daf nach einer rela-
tiv groflen Anfangszahl, z. B. b, 6 oder 7, im nichsten Zeitintervall
#uBerst wahrscheinlich eine erheblich. kleinere Zahl auftritt, daB
also bei hoher Anfangskonzentration zuversichtlich ein Ausgleich
durch Diffusion zu erwarten ist. Es entspricht das ganz der Boltz-
manun’schen Behauptung, daB die negative Entropiekurve von je-
dem hoheren Wert fast immer sofort nach abwirts gehel). Aller-

-+ 1) Wogegen Zermelo, scheinbar {iberzeugend, antwortete, daf eine Kurve
nicht in jedem ihrer Punkte ein Maximum haben konne, auBer sie ist eine
Konstante. Wir kommen auf diesen Gegenstand noch anliBlich eines anderen
Beispiels zuriick (II. Vorirag, 6. Absehn.). Literatur: Siehe P. u. T. Ehren-
fest, Enzyklop. d. math. W. IV, 32,
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dings wird der abnormale Anfangszustand im Laufe der Zeit in-
folge der zufslligen Schwankungen wieder einmal erreicht werden,
aher bei groflerer Abnormalitat des Anfangszustandes mag die Wie-
derkelrzeit so lang sein, dab die Wiederkehr praktiseh nieht zu beob-
achten sein diirfte. so daf der Vorgang irreversibel zu sein scheint.

Um die Sache quantitativ nsher zu untersuchen, wollen wir den
Begriff der durchschnittlichen Wiederkehrzeit 1} niher prazisieren.
Fassen wir n#mlich einen bestimmten Wert n der Teilchenzahl
ins Aunge, so kann es vorkommen, daB dieser Wert einmal auftritt
und sofort von einem anderen Wert m gefolgt wird, oder die Zahl »
kann zweimal, dreimal hintereinander auftreten, dann einem s Platz
machen usw., wie dies die gebrochene Kurve ia) der Fig. )
fir 2 =2 verdeutlicht.

n-3

Fig. 1.

Bezeichnen wir mit N, die Anzahl der Fille des Auftretens der
Zahl n, wo dieselbe gerade k mal hintereinander erscheint und an-
dererseits mit M, die Anzahl der Fille, welche dureh Nichterschei-
nen der Zahl n in % hintereinander folgenden Intervallen ¢ cha-
rakterisiert sind. Dann lassen sich die Wahrscheinlichkeitswerte

Yy Smoluchowski, Wien. Ber. 124, 839, 19156 [p. 485 du présent Vo-
lume. Ed.}
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Win), W,(0) [vgl. Gleichung (11, 12)], zufolge 1hrer Bedeutung als
relative Hiufigkeitswerte, ausdriicken als:

kN,
-(19) UCES ey
N+ 2N, 3N, +. 3N,
@9) M=y oy sn . = T I

Nun wollen wir als durchschnittliche Dauer 7 des #-Zustan-
des den Durchschnittswert der Zeiten bezeichnen, wihrend welcher
der n-Zustand andauert:

SEN,

(21) T==z 3N,

und als durchschnittliche Wiederkehrzeit die Zeitdauer,
welehe durchschnittlich vom Aufhoren des n-Zustandes bis zu des-
sen ndchstem Wiedereintritt verﬂieﬁt :

SkM,

M,

wobei ¢ die Daner eines Intervalles bedeutet. Da nun in langen
Zeitriumen, welche hier vorausgesetzt werden, jede Zahl ebenso
haufig erscheinen wie verschwinden muB, gilt offenbar: SN, = SM,,
und hiermit erhilt man ans (20) fur die durchschnittliche Dauer des
n-Zustandes :

(22) 0, = 1%~

) . 7
28) =1

und mit Hilfe von (19) fiur die durchschnittliche Wiederkehrzeit:
©4) 0 — T 1—W(n)

1-W,(0) W
Eine Prifung dieser Bezichungen an der Svedberg'schen

Zahlenreihe gibt folgende Resultate (Zeitdauern als Bruchteile von
Intervall-Lingen ¢ aunsgedriickt):

n | Togef | Tuben | gt 6, ber.
0 | 167 147 . 608 554
1 I 150 1'55 313 316
2 t 1:37 138 411 405
3 I 195 © 193 785 807
T 112 . | 186 209

b
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Die Ubereinstimmung ist im allgemeinen befriedigend, inshesondere
da zufillige Fehler hier hei den grofieren Zahlen einen erhsblichen
Einfluf austiben, und da auch die Tatsache, daB nur eine begrenzte
Zahlenreihe zur Verfiigung steht, eine sv»temansche die gefunde-
nen @ vermindernde Fehlerquelle bildet.

An die Formel (24) lassen sich nun weitere interessante Fol-
gerungen kntpfen. Handelt es sich um groBere Zablen n, so ist
sowohl W{z) wie anch 7,(0) sehr klein, uud es gilt angenshert:

T ¢ n!
T T
Ein Zahlenbeispiel moge zeigen, wie auBerordentlich raseh diese
GroBe anwichst, falls # zunimmt Fir die grofite von Svedberg
einmal beobachtete Zahl 7 wirde eine Wiederkehrzeit von 1105
Intervall-Lingen = 27 Minuten folgen, wihrend beispielsweise fir
die Zabl n = 17 die Zeit ® = 10'* ¢ = 500000 Jahre betriigt.
Wire also Svedberg von einem solehen — auf irgendeine Weise
kinstlich hergestellten . — Konzentrationsverhiltnis 2ls Anfangszu-
stand ausgegangen, so hitte er gewiB nie die automatische Wieder-
kehr desselben beobachten kénnen.

25) @,

7. Umkehr der Diffusion bei kontinuierlicher Beobachtung.

Nun erfordert ein Umstand noch eine weitere Untersuchung.
Unsere Formeln gelten nidmlich nur unter Voraussetzung einer in-
termittierenden Beobachtung in gleich langen Zeitintervallen. Wie
wire die ganze Schlufiweise abzuindern, wenn es sich uns um eine
kontinuierliche Beobachtung handeln wiirde? :

Der nahe liegende Gedanke, in unseren Formeln (23, 24) zur
Grenze Limz =0 iberzugehen, scheint auf den ersten Blick so-
wohl fiir die Dauer wie fiir die Wiederkehrzeit den Wert

Lim@=LimT=0
zu geben, da fir gentigend kurze Zeiten
(26) LimW,0)=1—{n-+t+»P
gilt, und P gemél (16) die Form annimmt:

@7 Lim P= g~ V_ VD 4
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Offenbar hangt dies damit zusammen, daf die Brown'sche Bewe-
© gung, im Sinne unserer Formel (5), in einer solchen Weise erfolgt,
als ob ein unendlich verwickelter Zickzackweg mit unendlich grofler
Geschwindigkeit zuriickgelegt wirde. Der Grenzwert der mittleren
Verschiebungsgeschwindigkeit

V("Z’ — &)* ZU
T TVt

konvergiert ja offenbar fiir £==0 gegen co. Also wiirde jedesmal,
wenn ein Teilchen die Grenzflichen des beobachteten Raumes durch-
stolf, eigentlich ein unendlich hiufiges Hin- und Herschwanken der
Teilchenzahl erfolgen, und die Kurve (a) Fig. (1) wire eigentlich
zu ersetzen durch eine Zickzacklinie von der Art, wie dies die
Kurve (b) andeutet. Da die Anzahl der Zahlenwechsel unendlich
groB wire, dagegen die Zeitstrecke endlich, wiirde natirlich fir @
ein Durchschnittswert Null resultieren. Hiermit stoien wir aber
gerade auf eine Liicke aller unserer bisherigen Betrachtungen. Die
Brown’sche Bewegungsformel (1) ist néimlich, jhrer Ableitung ge-
mifl, nur fir Zeiten giltig, welche erheblich linger sind als die
- mittlere Dauer der annihernd geradlinigen Bewegung der Teilchen.
Diese Bedingung 1aBt sich dadurch prizisieren, daB der soeben be-
rechnete Wert der Verschisbungsgeschwindigkeit endlich bleiben,
und zwar der Grofe der Molekulargeschwindigkeit C des Teilchens
entsprechen muB?), also sind Zeiten vorausgesetzts

(28) t>> %1;

Ebenso. verliert nattirlich die ubliche Diffusionstheorie ihre Gel-
tung, falls es sich um Vorgiinge bandelt, welche in Zeitrsumen
von jemer GroBenordnung merklich variabel sind. Fiir wesentlich
kiirzere Zeiten sind im Gegenteil alle Teilchenbewegungen als un-
gefabr geradlinig und mit der Geschwindigkeit C erfolgend zu hbe-

trachten, welche sich ans der Masse des Teilchens M mittels der
bekannten Relation berechnen 148t:

SHT
(29) czl/ﬁ. 7

¥

1) Der Faktor V§ in der nachstehenden Formel- riihrt von der Zusammen-
setzung der drei Komponenten in X, ¥, Z her,
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Dementsprechend ist die Griofe P fiur sehr kurze Zeiten za he-
stimmen, indem man den bekannten Ausdruck der Gastheorie her-
anzieht, welcher die Anzahl von StiBen angibt, die in der Zeit ¢
von einem Gase, welches N Molektile pro Volumeinheit enthilt,
gegen die FlaehEnemhelc einer Wand ausgeiibt werden:

Vox
Da nun P die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB ein anfangs ir-
gendwo in v befindliches Teilchen in der Zeit 7 nber die Grenz—
fliche trete, ist es offenbar zahlenmiflig gleich der Anzahl Stole,
welche jenes durchschnittlich in der sehr kurzen Zeit ¢ ausiiben

wiirde, aiso gilt, da N = 1/v ist, mit Riicksicht auf die GroBe der
Grenzfliche F:

Wird nun dieser Ausdruck in unsere Formel (24, 26) eingesetzt,
so erhdlt man sowohl fur die durchsehnittliche Dauer, wie auch
fur die Wiederkehrzeit, auch bei kontinuierlicher Beobachtung end-
liche Grenzwerte :

m_ v)fém ol =W

¢ "=mwutn =T ww
Darnach berechnet man die Wiederkehrzeit der Zahl 17 bei kon-
tinuierlicher Beobachtung zu @ = 161 Tagen; dabei wire aher die
durchschnittliche Dauer einer solchen Wiederkehr nur 7'=9-10~7ek.,
also hitte ein experimentierender Physiker gewif keine Gelegen-
heit, sich von der Reversibilitst solcher Zustinde zu tiberzeugen.
Noch viel auffilliger tritt die Grenze, welche die molekularen
Schwankungserscheinungen von dem Bereich der scheinbaren Irre-
versibilitdt trennt, in dem Falle hervor, wenn die Teilchenzahlen
n, v gentigend groB sind. Dann 148t sich die GraBe n! im Aus
drucke fiir W(n) in der bekannten Weise approximieren, und man
erhilifur die Wiederkehrzeit einer gewissen Verdichtung 6=(n - »)/»

. N
(;1) | 8= W?l/ )

Auf Grund dieser Formeln habe ich eine exakte Lisung eines schon
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ofters, u. a. auch von Boltzmann' aufgeworfenen Problems zu
geben versucht, welches ich bereits frither in etwas anderer, mehr
approximativer Weise hbehandelt hatte, betreffend die Msglichkeit
einer automatischen Entmischung der Luft in ihre Bestandteile.
Wenn man die in einer Kugelfliche vom Radius a ®unthaltene Luft-
menge in Betracht zieht und die Zeit @ berechnet, wann der Sauer-
stoff derselben eine um ! Proz. hohere Konzentration annimmt, als
die normale, so erhilt man folgendes Bild:

5.10- | 8.10-° | 25.10~% |1.10-5Sek. |

= 1

10ee 108 1

|
{
10— Sek. i

= | 1010‘4

Fir Volumina, welehe mit blofem Auge beobachtbar sind, re-
sultieren also fir eine Konzentrations-Schwankung 6 ==1/,,, derart
kolossale Wiederkehrzeiten, dal man die Diffusion fiir" praktisch
irreversibel halten muB, wahrend andererseits in den an der Grenze
mikroskopischer Sichtbarkeit stehenden Riumen die Konzentrations-
schwankungen so grol sind und so rasch erfolgen, daB da von einer
Irreversibilitdt keine Rede sein kann. Der Begriff der Diffusion in
der iiblichen Bedeutung des Wortes verliert da seine Anwendbar-
keit, da doch niemand in der Svedberg’schen Zahlenreihe
eine Illustration der Diffusion erkennen wiirde, obwohl auch hier
der durchschniitliche Betrag der Konzentrationsinderung von einem
gegebenen Zustand aus vollstindig in Ubereinstimmung mit den
Regeln derselben erfolgt.

Hiermit sind wir, wenigstens im Bereich dieser Erscheinungen,
zu einer vollstindigen Aufklirung der ehemals fur untberbrickbar
angesehenen Widerspriiche zwischen der auf den Irreversibilitits-
begriff gestiitzten Thermodynamik und der Molekularkinetik gelangt.
Wir sehen, in welechen Punkten die klassische Diffusionstheorie
durch die Theorie der Brown'schen Bewegungen und der Kon-
zentrations-Schwankungen zu ergfinzen ist, und wie durch letatere
die in der mikroskopischen Physik so auffallend hervortretenden
Divergenzen zwischen dem —- teilweise indeterministischen — Ver-
balten eines individuellen Systems und dem durchschnittlichen
Verhalten einer Schar gleichartiger Systeme ins rechte Licht gesetst
werden.
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o
P
=0

8. Verallgemeinerungen.

Es wire recht verloekend, diese Betrachtungen auch auf an-
dere, als irreversibel geltende Erscheinuugen zu verallgemeinern.
Beispielsweise 1Bt sich die Formel fir das Verinderlichkeitsqua-
drat (14) auch in der Form schreiben:

(82) =23gp

wenn man bericksichtigt, daB » =¢2 laut (8) gleich dem durch-
sehnittlichen Sehwankungsquadrate der Grofe (7 — v)ist. Nun aber
liegt es nahe, diese Uberlegung auf die Wirmeleitung zu ihertra-
gen. Aus einem allgemeinen Theorem der statistischen Mechanik
kann man (nach Gibbs, Einstein, De Haas-Lorentz u a.)
schliefien, dafl ein Korper von der Wirmekapazitit ¢, der sich im
Warmegleichgewicht mit seiner Umgebung befindet, Energieschwan-
kungen im durchschnittlichen Betrage von

Q—CHZE
TN

erfahrt. Fur die Schwankungsgeschwindigkeit derselben diirfte so-
mit obige Gleichung (32) gelten, wenn man einfach letzteren Aus-
druck einfihrt und in (15) den Diffusionskoeffizienten D dureh
den Wirmeleitungskoeffizienten x ersetzt 1). Ebenso konnte man
ganz allgemein den Begriff der Wiederkehrzeit zur Definition der
Gultigkeitsgrenzen des thermodynamischen Irreversibilititsbegriffs

') Jene Beziehung (32) gilt auch in dem spiiter zu besprechenden Spezial-
falle eines Systems, welches Molekularschwankungen unter EinfluB einer elasti-
schen Kraft ausfithrt {daher vermutlich auch in andern dissipativen Systemen,
soweit Zustinde in der Nihe des Gleichgewichtszustandes betrachtet werden|,
falls P sinngemi mit Hilfe der zu (13) analogen Gleichung definiert wird.
Bezeichnen wir mit # den in Betracht kommenden Parameter, von der (leich-
gewichtslage aus gerechnet, mit Az den Bruchteil, um welechen er sich infolge
der dissipativen Krilfte (unter Vernachlissigung der Sehwankungen) im Zeit-
raum ? gegen die Gleichgewichtslage hinngihern wiirde, so driickt somit die Formel

L _yds
2 z

o

_ einen sehr allgemeinen Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Gréfe

der Schwankungen und thermodynamischen Girifien aus.
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. Irreversibel s
benutzen, indem man sagt: X erscheint ein Vorgang, wenn
’ Reversibel

kurze
Wiederkehrzeit besitzt. Fir praktische Rechnungen bringt dies na-
tiirlich keinen besonderen Nutzen, da man die Wiederke}arzeit nicht
allgemein und einfach zu berechnen versteht, aber vielleicht ist
auch die rein begriffliche Klarstellung dieser Verh#ltnisse von ge-
wissem Wert.

. : lange
der Anfangszustand eine im Vergleich zur Beobachtungsdauer { 18 }

11. Einfluf fester Wiinde, iulerer oder innerer Kriifte auf die
Diffusion. -

1. Langsamkeit der Diffusion in Kolloiden.

Nun wollen wir zur Besprechung ganz konkreter Probleme
tbergehen, ndmlich der von verschiedenen Seiten unternommenen
Versuche zur experimentellen Erforschiung der Diffusion in kolloi-
den Losungen, was uns auch Gelegenheit bieten wird, unsere Ans-
fihrungen iber Aquivalenz der Browun’schen Bewegungen und
der Diffusionstheorie in einem wichtigen Punkte zu ergiinZen, d. h.
beztiglich der Grenzbedingungen an festen Wiinden, sowie betreffs
des Einflusses eines sufleren Kraftfeldes, nach Art des Schwerefel-
des, oder innerer Molekularkrifte.

Von unserem Standpunkt aus sehen wir es als selbstverstind-
lich an, daff Kolloide diffundieren, da ja ihre Teilechen Brown’sche
Bewegungen ausfithren, aber wenn von Diffusion derselben geredet
wird, meint man solche Erscheinungen, bei welchen nicht die ein-
zelnen Teilehen verfolgt werden, sondern wo sich die diffusiven
Konzentrationsinderungen im groflen beobachten lassen.. Nun wurde
bekanntlich der Mangel einer ausgesprochenen Diffusionstendens
oder vielmehr die auBerordentliche Langsamkeit der betreffenden
Erscheinungen seit jeher als charakteristisches Merkmal der Kol
loide angesehen, und es ist tatsiehlich nicht leicht,.an denselben
diesbeztiglich exalcte Messungen: auszuftihren. Die ersten Messungen
an lyophoben Kolloiden sind wohl jene, welche Svedberg an
sehr kleinkdrnigen Goldlssungen ausgefuhrt hat?). Dabei wurde

) Th. Svedberg, Die Existenz der Molekiile. Leipzig 1912, pp. 78- 83.
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eine durch einen (1 Proz.) Zusatz von Harnstoff beschwerte Schicht
der Goldlssung mit reinem Wasser iherschichtet; dann wurde die
allmihliche Ausgleichung der Konzentration mittels Messune des
optischen Extinktiouskoeffizienten in verschiedenen Schichte;, ver-
folgt; es ergab sich fir einen Kornradius ¢ =—1-83.10~% em ein
Diffusionskoeffizient D == 1-35. 1075, was mit der theoretischen For-
mel, welehe D = 1-31 . 107¢ erfordert, ganz tberraschend gut stimmt.
Die Pruzision derartiger Messungen dirfte aber nicht groB sein,
da die Versuche gegen 5 Tage dauerten und unterdessen die Gold-
lssung bereits infolge Koagulation gewisse Verinderungen erlitt.
Bei den 100 -1000 mal langsamer diffandierenden submikroskopi-
schen oder mikroskopischen Kolloidteilchen dirfte diese Methode
kaum anwendbar sein; da miissen spezielle Methoden erdacht wer-
den, und zwar gelingt dies dank dem Verhalten fester Wande
gegentiber der Diffusion.

2. Versuche iiber adsorbierende Winde. Berechnung auf Grund
der Brown'schen Bewegung.

Die ersten Versuche, an grobkérnigen Kolloiden derartige: Diffu:
sion nachzuweisen, sind von L. Brillouin (1912) anf Anregung
Perrins unternommen worden?), und dieselben scheinen mir,
obwohl das Schlufiresultat problematisch ist, umso interessanter, als
sie eine gewisse Verwandtschaft mit unserer spiiter darzulegenden
Koagulationstheorie . aufweisen. Der Grundgedanke ist sehr einfach
und sinoreich. In rein wasseriger Gummiguttlssung haben die
Gummigutt-Teilchen die Eigenschaft, von glisernen Gefibwinden
beim AnstoBlen abzuprallen, wogegen Perrin bemerkte, dab sie in
angesiuerter oder stark (iber 95 Proz.) glyzerinhaltiger Losung an
den Winden kleben bleiben, sobald sie mit denselben in Berithrung
kommen ). Wenn somit in glyzerinhiltiger Losung eine Glasplatte

) J. Perrin, La théorie du rayounement ete. p- 212; L. Brillouin,
Ann. Chim. Phys. 27, 412, 1912,

%) Solche Erscheinungen kommen bei Kolloiden wohl hiunfig vor; vermnt-
lich werden Rauchteilchen (R. Lorenz u W. Eitel, loc. ¢it.) immer nur
adsorbiert. was die Instabilitiit gasformiger Kolloide erkliren wiirde. Derartige
Adsorptionsvorgiinge, ebenso wie die im dritten Vortrag zu behandelnde Koa-
gulation, tragen natiirlich einen (scheinbar) irreversibeln Charakter zur Schau,
in dem Sinne, wie dies vorher erdrtert wurde.
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eingetaucht wird, so muf sich dieselbe im Laufe der Zeit mit einer
wachsenden Anzahl Gummigutt-Kornchen bedecken, wihrend die
Verarmung der angrenzenden Flussigkeitsschichten durch Diffusion
ausgeglichen wird Die Anzahl der in gewisser Zeit angeklebten
Teilchen, welche sich dann dureh Abgzihlen der mikrophotographi-
schen Anfnahme unter dem Mikroskop bestimmen 148t ermdglicht
somit eine Ermittelung des Diffusionskoeffizienten, und zwar meint
Brillouin, daB sich hierzu die Formel fiir das durchschnittliche
Verschiebungaquadrat (5) beniitzen lasse, indem die eine Hilfte der
Teilchen eine positive, die andere Hilfte eine negative Verschiebung
erleide, somit in der Zeit ¢ die Anzahl
(38) ‘ U= )i Di
Teilchen an der GefiBwand kleben bleiben miifite (wenn #» die
Anzahl der Teilchen pro em3 bedeutet). Auf diese Weise erhielt
Brillouin durch Auszéhlen von M und » den Wert des Diffu-
sionskoeffizienten X

24

T oerg?

was ihm durch Vergleich mit der Sutherland-Einstein’schen
Formel

(34 p_HI 1

"N 6mpa

die Bestimmung der Avogadro-Loschmidt’schen Zahl zu
N==691022 ermoglichte.
Nun ist aber jene Berechnungsmethode offenbar mangelhaft 1),

Man hitte nicht W, sondern den Durchschnittswert der absoluten
Verschiebung |Az| zu bentitzen, und tiherdies, was das Wichtigste
ist, kommt es ja gar picht auf die GroBe der im Zeitpunkt ¢
erreichten Verschiebung an, sondern aunch aunf alle Verschiebungen
in der Zwischenzeit. Es kommen auch solche Teilchen vor, welche
zwar zu der Zeit ¢ sich in der Anfangslage befinden, aber in der
Zwischenzeit eine so grofle Elongation durchgemacht haben, daf
sie mit der Wand in Berithrung gekommen sind. Befinden sich

Y Vgl. Smoluchowski, Wien. Ber. 124, 263, 1915 [p. 422 de ce Vo-
lume. Ed.].
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also anfinglich »dx Teilchen in der Entfer
der Wand, so werden hiery
ben haften bleiben,
irgend einmal eine

. nung x...x -+ dz von
on im Zeitraum ¢ diejenigen an dersel-
Welcéxe im freien Medium in Jjenem Zeitraum
grollere maximale Elongati i

hatten. Oder anders ausgedriickt: Bezeichnenb;isnm?tls I;’:('m?;ie 13?:
Wahrscheinlichkeit, daB ein anfangs im Nullpunkt beﬁndiiehe
Teilchen die positive Verschiehung  zum ersten Male‘in:
Zeitraum ¢...f 4 dt erleide, so wird die durchsehnittliche Gesamt-
zahl der Teilchen, welche aus einer in X unendlich ausgedehnten
anfinglich gleichmaBig konzentrierten Flussigkeitssiule in jenen::

Zeitraum an die Flicheneinheit der Wand =10 stoBen, betragen:
, bet :
(35) Ndt=vdi | W(x)dr.
L]
Es handelt sich also darum, die Wahrscheinlichkeit Wi(z) zu er-

mitteln, daf ein Teilchen bis zu der Zeit immer nur kleinere
Elongationen als z aufweise und erst im darauffolgenden Intervalle
dt die Verschiebung » (oder eine groflere) erleide. Um den mi-
kroskopischen Vorgingen Rechnung zu tragen, ktnnen wir gemiB
dem, was frither tber die Entstehung der Brow nschen Bewegung
gesagt war, uns jedes Teilchen in. Zeitintervallen ¢ mit gleicher
Wahrscheinlichkeit eine positive oder negative Verschiebung ¢ aus- .
fihrend denken. So lassen sich nun die Wahrscheinlichkei:en a
dab die positive Verschichung um » Eioheiten zum ersten M;lﬁ;
beim m-ten , Wurf* auftrete, durch sukzessive Berechnung ermitteln
indem man z. B. fiir n=2 das leicht verstindliche Schema ansetzt?

—5%_4!_3!—2;~11 O 142 .

1‘ m==0 1

\
! TR
2 1 2 !

roE -
3 1 3 2 |
k3 k) g

+ % T & 2
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Berechuet man nun die fettgedruckten Briiche fur sukzessive m-
und » Werte, so erhilt man fir die in Rede stehenden Wahrschein-

lichkeiten a,, das Schema:

n 1 2 t 3 1 4 5 I 6 | 7
;‘ 5
m=11 3 ] 5 i
2 o |
5| 3 N
4 & i _i% ’
5 3 [ Ei3 3T |
6 | oo ’ v
H i 8 1
7 5 i ) i Evry
3% | T 2% ’

Das allgemeine 'Bildungsgesetz dieser Koeffizienten a,,, ergibt
sich leicht, wenn man bemerkt, dal sie zu den betreffenden Bino-
mialkoeffizienten in einfacher Beziehung stehen. Es gilt namlich:

N _m ( m )
(36) G ™ Gy 1(m—mn)

“und dieser Ausdruck laBt sich fur groBe n,m in derselben Art
approximieren, wie das bei Ableitung der Brown’schen -Beyvegung
geschah; es ist a,, gleich Null, falls (m — n) ungeradzahlig ist, und
leich
. 2 0 -
Lima,,=]/— —e¢

T M ’

falls (m — n) gerade ist; wird also

z t o2
nE=g, m=_, D= 5
gesefzt, so erhilt man durch den Grenzibergang fiir die gesuchte

‘Wahrscheinfichkeit:
dt me_im_
TR [y T

37 W (2)dt = Lim q

Nach dieser Formel hitte man also die Wahrscheinlichkeit zu be-
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rechnen, daB ein vom Nullpunkt ausgehendes Teilchen infolge seiner
Molekularbewegung zum erstenmal im Zeitraum t...t+dt die
Abszisse = tberschreite, und eine dhnliche, nur dureh Beriicksich-
tigung der superponierten Schwerkraftbewegung verallgemeinerte
Formel ist bei der exakten Berechnung der bekannten Ehrenhaft
Millikan’schen Versuche iiber Elektronenladung anzuwenden 1,
Zu unserer Aufgabe zuriickkehrend, sehen wir also, daB die
Anzahl der im Zeitraum t...t+dt an der Wand anklebenden
Teilchen gegeben ist durch: .

o

di 2 D
38 Ndt=_" re 4D g — 7
(38) 2Vn[)t35/“ dr=1v g-Tt‘”

und die Gesamtzahl der bis zum Zeitpunkt ¢ daran haften geblie-
benen ist;

(39) M:wfl/ﬂd,;:?”@
7t V’?
[

was also ein im Verhslinis 2V2/yz groferes Resultat gibt als Bril-
louins Berechnung (33). Aus den Versuchen dieses Forschers
witrde also fir D ein im Verhiltnis %7 zu kleiner Wert von D
folgen und dementsprechend ein vollstindig falscher Wert fur die
Loschmidtsche Zahl (N=176. 10®2). Das zeigt, dab jene Me-
thede noch- an einem prinzipiellen Fehler leiden mugB.

Die Aufklsrung dieses Widerspruchs scheint mir recht einfach.
Es zeigt sich eben, daf die Voraussetzung, daB ein jedes an die
Wand stoBende Teilchen an derselben sofort haften bleibe, bei- jenen
Versuchen nicht “zutreffend war, Experimentell 148t sie sich ja di-
rekt nicht -beweisen, da es nicht moglich ist zu Ekonstatieren, ob
die Teilchen wirklich schon hbeim ersten Anstof an der Wand
haften bleiben, oder ob sie durchschnittlich mehrere Male anstofien
missen, bevor ein Festhaften erfolgt. Falls letsteres der Fall ist,
erklart sich die Verminderung der beobachteten Zahl der auhaften.
den Teilehen ohne weiteres, Der physikalische Grund des Haften-
bleibens dtirfte, ans elektroosmotischen Erscheinungen zu schlieBen,
darin liegen, da die elektrische Doppelschicht, an der Oberfiiche

‘) H. Fletcher, Phys. Rev. 33, 81, 1911; E. Schrodinger, Phys.
Zeitschr. 16, 289, 1915; Smoluchowski, ihidem, p- 818, 1915 [v. ci-dessus,
p- 477. Ed.).

M. Smoluchowski, II. 36
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der Wand und der Teilchen, welche sonst sozusagen wie ein ela-
stisches Polster wirkt, infolge des Glyzerin- oder Elekirolytzusatzes
verschwindet, so daf die kapillaren Anziehungskrifte zur Wirkung
kommen (oder vielleicht sogar spezielle Anziehungskrifte entstehen).
Es wire also wohl zu erwarten, dad ein sofortiges Haftenbleiben
erfolgt, falls die Wand vollstindig entladen ist, wie dies bei star-
kem Elektrolytzusatz stattfindet; ob dies aber bei jenen Versuchen
der Fall war, ist ganz unbekannti). So sinnreich also auch jene
Methode ist, scheint sie praktisch zur Gewinnung zuverldssiger
Resultate nicht geeignet zu sein.

3. Berechnung mit Hilfe der Diffusionstheorie.

Jetzt wollen wir aber noch der mathematischen Seite der Un-
tersuchung unser Augenmerk zuwenden. Kann man nicht aueh hier
in irgendeiner Form die makroskopische Diffusionstheorie anwen-
den, anstatt auf den miikroskopischen Mechanismus der Browu”
schen Verschiebungen zuriickzugehen? Offenbar erfordert dies nur,
daf man die Eigenschaft der die Teilchen adsorbierenden Wand
mathematisch ansdritcke, und zwar geniigt hierzu die Grenzbedin-
gung, dab die Teilehenkouzentration an der Wand fortwihrend
gleich Null erhalten werde?),

Tatsichlich lassen sich unsere fritheren Formeln in einfacher
Weise wiederfinden, wenn man die Losung der Aufgabe kennt, die
Verteilung einer Substanz zu bestimmen, welche zur Zeit ¢ =0
von z =0 bis x = oo die gleichformige Konzentration » = » besaf
und welche, aufer der Differentialgleichung fiir Diffusion:

H
40) u_ pou
o dx?

1) Auch kann unsere Reehnung nur dann Gitltigkeit beanspruchen, falls
die Anzahl der anklebenden Teilchen so gering ist, daB sie sich gegenseitig
nicht behindern. Ubrigens wire, genau genommen, auch die' scheinbare Ver-
mehrung des Zihigkeitswiderstandes in unmittelbarer Nhe der Wand als Kor-
rekiur bei der Rechnung einzufithren.

) Da die ,Geschwindigkeit® der Brownr'schen Bewegung fiir unendlich
kleine Distanzen unendlich groB ist, muB jene Eigenschaft der Wand eine voll-
stindige Entfernung aller Teilchen aus einer unendlich diinnen - Schicht he-
wirken.
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die Grenzbedingung u =0 fir z==0 zu allen Zeiten > 0 erfillt.
Diese Losung lautet bekanntlich:
o &
41 d
) u V edy
und daraus folgt fiir die im Ze1tranm i..
ausgeschiedene Substanzmenge:

Ndi= D %dt_zvl/ at

.t4-df an der Wand r =10

also dieselbe Formel (38), wie nach der fruheren Rechnungsme-
thode.

In analoger Weise liefle sich aueh unsere Formel (87) wieder-
finden, wenn man beriicksichtigt, daf

(42 U= ——1 [e o P—— e (%}
2=t

die _sogen. Hanptlssung der Diffusionsgleichung unter der Neben-
bedmgung w=0 fir =20 ist, welche das allmahliche Diffundie-
ren einer anfangs im Punkte x, angehiinfien Substanz vorstellt,
vorausgesetzt, dab die Wand z =0 die Eigenschaft habe jene
Substanz vollkommen zu adsorbieren. ‘Die an der Wand ausgeschie-
dene Substanzmenge

u
D |

x|

=0

ergibt sich dann ganz in Ubereinstimmung mit {37). Also laBt sich

_auch hier die durchschnittliche Wirkung, welche ans den Brown'-

schen Bewegungen der einzelnen Teilchen, vereint mit der adsor-
bierenden Wirkung der festen Wand, resultiert, nach der Diffu-
sionstheorie berechnen, und zwar indem man die Grenzbedingung
einfiihrt, daB die Teilchenkonzentration an der festen Wand fort-
wihrend  Null sei.. Das scheint ja sehr plausibel zu sein, wenn
man sich den Mechanismus der Diffusion vor Angen hilt, und wir
werden wohl berechtigt sein, dieselbe Berechnungsmethode bei be-

liehiger Grestalt der Wandfliche anzuwenden.
Daran wollen wir gleich eine gewisse Anwendung dieser Uber-
legungen kniipfen, welche uns spater, bei Entwickelung der Koa-
36
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gulationstheorie nittzlich sein wird. Stellen wir uns nimlich die
Aufgabe, in ganz analoger Weise die Anzahl Teilchen zu herech-
nen, welche bis zur Zeit ¢ an einer vollkommen = adsorbierenden
Kugelfliche vom Radius B haften bleiben wiirden. Da handelt es
sich offenbar nur darum, die Lisung der Diffusionsgleichung mit
den Nebenbedingungen:

1. uw=c¢ fir: t=0 und r >R
92 u=0 fir: r=R und £ >0

zu finden. Da die Konzentration u offenbar nur vom Radius und
von der Zeit abhiingt, kann die Losung mittels bekannter Metho-
den bewerkstelligt werden, indem die Differentialgleichung die
Form annimmt:

Aru) __ 5, ¥ru)
(43) e D dre

somit auf Grund der Analogie mit der linearen Wirmeleitung in

der Form
r—R

Vo
(44) nw=c [1 _E — |- r2VIj1: / e flz]

gelost werden kann; es 14Bt sich ganz einfach a posteriori die Tat-
sache verifizieren, da hierdurch  die Differentialgleichung (43), wie
auch die Grenzbedingungen erfillt werden. Daraus folgt fiir die
Meunge der sich in der Zeit ¢...# - d¢ durch Diffusion an der Ku-
gelfliche R ausscheidenden Substanz:

(45) Jdt_4n1)1?x9" dt—4nDRe[1 + Vg Jdt
.'IE
r-R

und fir die Menge, welche von Anfang bis zur Zeit ¢ abgeschie-
den wurde:

s M=/Jdt=4n1)1{c[t+2_——ylgg}_

Diese Formeln sind einerseits fir die Fille gewthnlicher, sa-
gen wir klassischer® Diffusion verwendbar, wie beispielsweise
Ausscheidung von -ibersattigtem Wasserdampf an kugelformigen
Kondensationskernen,, andererseits fiir Beispiele, wo es sich um das
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Absetzen von Kolloidteilehen aus einer anfangs homogenen Losung
an einer adsorbierenden Kugelfitiche handelt, uod zwar geben sie
im letateren Falle die durchschpittliche Anzahl der betreffenden
Teilchen an, um welehe die wirkliche Anzahl in zufilliger Weise
herumschwanken wird.

4. Reflektierende Wand,

Rehren wir nun wieder zur Frage nach der experimentellen
MeBbarkeit der Diffusion an grob dispersen Kolloiden zuriick. Da
ist nup auBer Brillouins Arbeit eine sehr sechéne Untersuchung
Westgrens!) zu nennen, in welcher wiederum von festen Win-
den, sber nicht von adsorbierenden, sondern von reflektierenden
Gebrauch gemacht wird. Dies entspricht dem normalen Verhalten
einer kolloiden Lisung, deren Teilchen im allgemeinen, solange die
elektrische Doppelschicht wirksam ist, keine Tendenz haben, an
den Winden zu kleben. Die mathematische Theorie derartiger Fille
ist ganz analog dem vorhergehenden Falle; wir k&nnen wiederum
die Diffusionstheorie zur Berechnung der Verteilung bentizen, nur
miissen wir die Grenzbedingung einfithren, daB die reflektierende
Wand keine Substanz durchlifit; also muB fir dieselbe gelten:

ou

b—l—\-,=0.

Nehmen wir beispielsweise an, die Ebene z =0 wirke als reflek-

‘tierende Wand, so l4ft sich die Verteilung zur Zeit ¢ auf Grund

des hekannten Reflexionsprinzips durch Superposition von symme-
trisch zur Wand gelegenen Quellen konstruieren; war die Anfangs-
verteilung durch eine Funktion u = () gegeben, so resultiert dar-

‘aus nach Analogie mit (3):

@7 w= f 0 (0) [ @, 8) - W(— o, 7)] At

Westgrens Anordnung erfordert aber keine derartigen Rech-
nungen. Er konzentrierte die Teilchen simtlich an der Ebene =0
(und zwar dadurch, daf die betreffende mikroskopische Kammer
in passender Weise auf einer Zentrifuge befestigt und eine Zeitlang

) A. Westgren, Zeitschr. £. phys. Chem. 89, 63, 1914.
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der Wirkung der Zentrifugalkraft ausgesetzt wurde) und beobach-
tete dann das allmithliche Wegdiffundieren derselben. Da fiir die
Teilehen in diesem Falle offenbar die verdoppelte gewthnliche
Brown'sche Bewegungsformel gelten mufl:

1 -2

Wkide = ==e "dz,
V= D3

so_laft sich der Diffusionskoeffizient D aus den zur Zeit ¢ in zwei
Abstinden x;, z, gemessenen Teilchenzahlen »;, v, berechnen:

- #=d
" 4t(log v, — logw,)”

D

So ergaben sich fur verschiedene Gold- und Selensole Werte des
Diffusionskoeffizienten von 36 bis 58.107% und durch gleichzei-
tige Bestimmung der Teilchendurchmesser (65 =133 pp) mittels der
Stokes’schen Formel oder mit Hilfe der Beobachtung des Sedi-
mentations-Gleichgewichts wurde nachgewiesen. daf die Formel (34)
sich mit diesen Werten in bester Ubereinstimmung befand.

Vom theoretischen Standpunkt aus erscheint diese Methode ganz
einwandfrei und sie bietet auch den Vorteil, daB sie im Prinzip
auf jede Art von Systemen mit sedimentierenden Teilchen anwend-
bar ist, welchem nur der Nachteil einer etwas griferen experi-
mentellen Komplikation — im  Vergleich mit Brillouin’s Me-
thode — gegeniibersteht.

5. Modifikation der- Brown’schen Bev&egung durch dulere Krafte,
insbesondere die Schwerkraft,

AuBer dem Verhalten der adsorbierenden oder reflektierenden

Winde ist noch ein weiterer Faktor fir die Praxis von grofler.

Wichtigkeit: der Einflu der Schwerkraft, und diesen wollen wir
nun niher betrachten. Die Sache ist sehr einfach, wenn es sich
nur um die Aufgabe haundelt. die -stationtire Gleichgewichtsvertei-
lung eines Kolloids tiber dem (reflektierenden) GefiBboden zu fin-
den. Wie seinerzeit Einstein und ich bemerkt haben, muf das
sog. Sedimentations-Gleichgewicht dem Exponeptialgesetz der Aero-
statik ') Geniige leisten, was spiter durch die schénen Versuche

%) Dabei ist aber der Auftrieh seitens des umgebenden Mediums (von der
Dichte @) zu beriicksichtigen, -welcher im-Falle der Aerostatik nur ¢ine unbe-
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Perrin’s und dessen Mitarbeiter bestitigt und zur Ausarbeitung
einer sehr prizisen Bestimmungsmethode der Lioschmidt'schen
Zahl benutzt wurde; es muB niimlich gelien:

— 5 5 Svig—eus
(48} P=9,¢ E’3

(wo a den Teilchenradius, (9 — g,) den Dichteunterschied der Teil-
chensubstanz gegentiber der Flussigkeit bedeutet).

Will man aber die ganze Erscheinung griindlich verstehen, so
mufl man die mikroskopische Analyse des Vorgangs ausfiihren, d. h.
man muf untersuchen, in welcher Weise die Bewegungen der ein-
zelnen Teilchen infolge der Sehwerkraft und der Gegenwart des
Gefibbodens modifiziert werden, was eine wesentlich schwierigere
Aufgabe ) ist. B .

Wiirde nur die konstante Schwerkraft ins Spiel kommen, ohne
daB eine Begrenzung des Raumes zn beriicksichtigen wiire, so wiirde
die Losung einfach darans folgen, daf die Schwerkraft eine kon-
stante, fortschreitende Bewegung (mit der Geschwindigkeit ¢) her-
vorruft, welehe sich itber die Brow n’sche Bewegung (1) superponiert:

(49) Wiz, zy, t) do = e g,

1
2 I/n Dt
so daB an Stelle der Ausgangsabszisse xz, die GroBe z, — cf auftritt.
Das mittlere Verschiebungsquadrat ist in diesem Falle:

(z—xy)2=2Dt -+ (ct)®

und man sieht, daB fir gentgend kurze Zeiten das zweite Glied
im Verhaltnis zum ersten verschwindet. Da die Verschiebungs-Ge-
sehwindigkeit der Brow n’schen Bewegung anfangs unendlich grofl
ist, versteht man auch unmittelbar, ohne Rechnung, daf die Bewe-
gung anfangs rein ,Browniseh? erfolgt, und daB sich erstim Lanfe
der Zeit die allmahliche Verschiebung infolge der- Schwerkraft be-

deutende — der Beniitzung des van der Waals'schen (p —b) anstatt v ent-
sprechende — Korrektur liefern wiirde. A. Einstein, Ann. d. Phys. 19, 376,
1906; Smoluchowski, Ann. d. Phys. 21, 756, 1906 [Vol. I. p. 515. Ed.];
J. Perrin, loc. cit., p. 557; auBerdem C. R. 158, 1168, 1914; B. I1jin, Zeitschr.
£ phys. Chem. 87,366, 1914; A. Westgren, Arkiv f Mat. Svensk. Akad. 9,
Nr. 5 {1913); R. Costantin, C. R. 158, 1171, 1341, 1914,

1) Vgl. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 48, 1108, 1915 [p. 492 de ce
Volume Ed.}.
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merkbar macht. Infolgedessen kommen wir zu der physikaliseh
evidenten SchluBfolgerung, daB auch im Falle variabler Krifte fiir
geniigend kurze Zeiten das Superpositions-Prinzip gelten muf, und
dies ermoglicht uns die Verallgemeinerung der Theorie der Dif-
fusion fir den Fall, daB die betreffenden Teilchen von irgendwel-
chen Kriften beeinfluft werden.

Haben wir es mit Teilchen zu tun, welche unter Einfluf einer
Kraft f(z) die durchschoittliche Geschwindigkeit §f(x) erlangen,
so resultiert die Teilchenmenge, welche durch die Flicheneinheit
eines Querschnittes  hindurchstrémt, aus Superposition jener kon-
stanten Wanderung und der Diffusionsstrémung; sie betrigt also:

du
— D3+ pur (o)
und daraus erhilt man die Diff’erentialgleichung fur u:
: du ”2u
(50) S p g2 ).

Dieselbe defiriert die Verteilung einer  diffundierenden Substanz,
welche unter Einfluf einer duferen Kraft f(z) steht. Andererseits
kénpen wir sie im Sinne des Aquivalenzprinzipes aof ein einzelnes
Kolloidteilchen beziehen und dadurch die relative Huufigkeit « der
verschiedenen Lagen desselben bestimmen, d. h. wir erhalten die
betreffende Verallgemeinerung der Brown’schen Bewegungsformel.
Eine. Probe ktnnen wir sofort ausfithren, da ich fir einen Spezial-
fall, d.i. unter Annahme einer das Teilchen in die Ruhelage zuriick-
treibenden elastischen Kraft die betreffende Wahrscheinlichkeits-
funktion auf direktem synthetischen Wege ermittelt habe ). Es ist
dies jenes Beispiel, welches ich in dem Gottinger Vortrag vor drei
Jahren besprochen hatte:

. B ” _
T/ -

Tatsichlich verifiziert man mittels direkter Rechnung leicht, dal
diese’ Funktion die Differentialgleichung (50) unter der Annahme:

Bfl@)=—y=

1) Smoluchowski, Bull. Int. Acad. d. Sc. de Cxlacqvie 1918, p. 418;
Vortriige iib. kinet. Theorie usw. p. 106 [pp. 252 et 361 du présent Volume. Fd].

ylr—me?H)?
ap (- -
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o

erfiillt. Ebenso wirde auch fiir andere Kraftgesetze f{x) jene Dif-
ferentialgleichung das beste Mittel zur Auffindang der betreffenden
molekularen Bewegungsformel darstellen, jedenfalls ein weit ein-
facheres, als der fruher von mir angewendete synthetische Weg,
welcher in komplizierteren Fillen offenbar ungangbar ist.

6. Ubergang zur Sedimentationsverteilung, Widerspruch mit dem
iiblichen Entropiebegriff.

Kehren wir nun zu unserer speziellen Aunfgahe zuriick. so haben
wir das Glied — (s} durch die konstante, der Schwerkraft ent-
sprechende Fallgeschwindigkeit ¢ zu ersetzen:

. oW 2w, oW
62 T U
wibrend die Wirkung des GefiBbodens x =0 offenbar darin be-
steht, die Substanzstromung in.jenem Querschnitt gleich Null zu

machen:
e W

+cW 0 fur z == 0.

Man kann nun diese Aufgabe mittels einer einfachen Transfor-
mation auf eine mathematisch einfachere reduzieren, wenn man
bemerkt, da8 die Annahme:

z g
®3) W=U¢ =0

die obige Gleichung (5'2) erfullt, falls die Funktion U so gewihlt
wird, daf i

2U oy

DT

ist. Den Grenzbedingungen fiir £ =10:

a) =0 b) ‘Zﬂr 0 ¢) %-W——}-hW 0

entsprechen hierbei die Bedingungen:

n 200 o (i—gp) U5 =0

) U=0 ¢ O
Auf diese Weise wird also die Aufgabe auf die anderwsitig be-
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kannten Losungen der Wirmeleitungsgleichung reduziert, and man
erhilt so die unserem Falle angepaBte Hauptlosung:

1 e G r(l—@__gi{_{_
H4 Nid X, D)= 4Dt e - 4nt ] 2n 4n
N |
+TG D/@”’d?.
zd-rg—et .
Ve

Bs stellt dieses W(w, &,,#)d somit die Wahrscheinlichkeit dar,
daB ein Teilchen, welches zu Anfang der Zeit sich im Punkte x,
befand, zur Zeit t sich im Gehiete z...2+ da aufhalte. Die For-
mel ist weit komplizierter, als die gewshnliche Formel der Brown-
schen Bewegung, aber man kann ihre Bedeutung an der Hand der
graphischen Darstellung (Fig 2) erkennen, welche die Kurven W

Fig. 2.

fir ein gegebenes z, (und zwar relativ grofle Entfernung vom Ge-
fillboden) und fir verschiedene -Werte versinnlicht.

Stellen wir uns vor, dal eine groBere Anzahl Teilchen zur Zeit
Null vom Punkte x, ausgeht, so ist deren Bewegung im ersten
Moment (1, 2) identisch mit der gewthnlichen Brown’schen Be-
wegung. Mit der Zeit (3, 4, b) macht sich die Wirkung der Schwer-
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kraft in der mit konstanter Geschwindigkeit ¢ fortschreitenden Ver-
schiebung des Punktes der maximalen Dichte fithlbar, indem
sich der Teilchen-Schwarm gleichzeitig infolge der diffusiven Be-
wegungen seitlich immer mehr ausbreitet. Gelaugt er in geniigende
Nihe des festen Gefialbodens; so macht sich eine Rickstauung
(5, 6) an demselben bemerkbar, welche immer zunimmt, bis sehlief-
lich im Laufe langer Zeiten die dem- Sedimentations-Gleichgewicht
entsprechende exponentielle Verteilung:

(v5) Wi, g, ) = %g—s

erreicht wird Das scheint mir eben das Interessanteste an diesem
Beispiel, daBl es diese drei verschiedenen Stadien der Bewegung
als Grenzfalle einer Formel (54) umfafit.

Die Sedimentations-Verteilung (95) muB natiirlich mit der schon
erwihnten aerostatischen Verteilungsformel (48) identiseh sein, und
da die Fallgeschwindigkeit

_2(e— aly
9 Iz

betriigt, so resultiert aus der Vergleichung der Exponenten die be-
kannte, schon mehrmals erwihnte Formel (34) fiir den Koeffizien-
ten der Brown’schen Bewegung:

HT 1

D =N 6rua’

Diese Methode der Ableitung bietet gegenitber mancher anderen
den Vorteil, daf man nicht die Gultigkeit der Stokes'schen Wi-
derstandsformel fur die Brow n’schen Zickzackbewegungen voraus-

zusetzen braucht, sondern sich auf die, z. B. von Perrin experi-

mentell nachgewieseue Tatsache stitzen kann, daf dieselbe fir die
Fallbewegung gtltig ist. Am einfachsten folgt jene Berechnung
schon daraus, daB die Formel (48), unter Eiufihrung jenes c-Wer-
tes, der Gleichung ’ :

v !
055-{— pe=10

gentigen mub. (Vgl. Einsteins Ahleltung)
Im tbrigen illustriert dieses Beispiel besonders klar die Unzu-
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lingliehkeit des iblichen Entropiebegriffes bei Anwendung auf der-
artige Erscheinungen. Fiir ein schweres Teilchen ist nattirlich der
Gefifboden die Lage, welche sich durch maximale Entropie des
ans dem Teilchen und dem umgebenden Medium bestehenden Sy-
stems auszeichnet, und der Thermodynamiker wiirde erwarten, daf
diese Lage von dem durch dissipative Reibungskrifte beeinflufiten
Teilchen schlieBlich anfgesucht wirde. In Wirklichkeit zeichnet
sich zwar die niedrigste Lage fir lange Zeitrsiume tatsichlich |[ge-
mif (55)] durch maximale Wahrscheinlichkeit aus; wegen der ein-
seitigen Begrenzung entspricht dieselbe jedoch durchaus nicht dem
durchschnitilichen Aufenthaltsort des Teilehens. Als durchschnittli-
cher Wert der innerhalb langer Zeiten von dem Teilchen einge-

Fig. 8.

nommenen Abstinde vom Gefilboden resultiert aus jener Gleichung

die Grofe:

56 s= g foe e =2

(66) . = foe dx = >
.

welche man vielleicht kurz: ,Dicke der Sedimentationsschicht* nen-
nen konnte. Selbst wenn ein Teilehen auf irgendeine Weise zum
Gefabboden gebracht und dort losgelassen wird, steigt es im allge-
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meingn, entgegen der Schwere, eine Strecke von selbst empor, und
zwar gemil der aus (54) fur x, = 0 folgenden Formel:

! e_hfrc:)’_}, ¢ % § =g
8 =8 [ 74
D L-’m:
B
deren Werte fir wachsende Zeiten ¢ durch die Kurven 1,2, 3,4
der Fig. 8 versinnlicht werden.

Der durchschnittliche Arbeitshetrag, welchen ein solehes Teil-
chen von selbst, also im Widerspruch mit dem II. Hauptsatze, auf
Kosten der Umgebungswirme leistet, betrigt also )

= - HT
d=gan(e— e)gr =5

P

®7) Wiz, 0,1) =

Vo Dt

Somit nimmt die Entropie durchschnittlich um den Wert g, im

Vergleich mit der Maximalentropie, ab:
(68) §=8,—

Es erscheint mir tbrigens ganz selbstverstindlich, daf der durch-
schnittliche Entropiewert im stationiren Gleichgewichtszustand ge-
ringer sein muB als der Maximalwert, und zwar eben darum, weil
der Durchschnitt auch weniger wahrscheinliche Zustinde umfaft,
welche eine geringere Entropie als der Maximalwert besitzen.

In jedem Punkte, mit Ausnahme der untersten Lage am Boden,
ist ein momentanes Fallen des Teilchens wabrscheinlicher als ein
Steigen; aber fur lingere Zeitraume wird in der untersten Schicht
(unter Dfc) infolge der Reflexionen am Boden eine Steigung wahr-
scheinlicher gemacht, wihrend bei grofieren Anfangsabstinden um-
gekehrt ,fast immer® eine Senkung eintritt. Die Tendenz zur
Abnahme der Entropie itn Bereich der Sedimentationsschicht z
kompensiert sich mit der Tendenz zum Wachsen in groferem
Abstande, so dab im Laufe langer Zeiten durchschnittliche Statio-
niritit resultiert. Natirlich wird es im Laufe der Zeit auch vor-

1) Trotzdem ist ein (automatisches) Perpetuum mobile nnmiglich. Vgl
Smoluchowski, Phys. Zeitschr. 13, 1069; 1912; Vortriige iib. kinet. Theo-
rie usw. p. 117 .; Bull. Int. Acad. d. Se. de Cracovie 1915, p. 164 [pp. 226,
361 et 462 du présent Volume. Ed.}.
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kommen, dafl das Teilchen von selbst beliebig hoch emporsteigt,
also die Entropie beliebig abnimmt {). Wir kénnten auch leicht die
Wiederkehrzeit fir irgendeine Anfangslage in dem frither einge-
fihrten Sinne berechnen, wenn wir, mit Riicksicht darauf, daB wir
es hier mit einem kontinuierlich variabeln Parameter x zu tun ha-
ben, gewisse naheliegende Modifikationen einfihren. Doeh wollen

wir von der Ausfihrung der Rechnungen-absehen, da wir die Art’

der Resultate, die enormen GroBenunterschiede der Wiederkehrzei-
ten, nach Analogie mit dem friher Gesagten vorhersehen kounen,
und diesheziigliche quantitative Experimente nicht vorliegen.

7. Vorschlige betreffs experimenteller Anwendung.

Nebenbei bemerkt; wiren messende Versuche tber die den tra-
ditionellen thermodynamischen Anschauungen so widerstrebende
Erscheinung der Fig. 3 ganz leicht anzustellen: man braucht nur
die- Kolloidteilchen nach Westgrens Methode mittels Zenirifugie-
rens gegen die eine Wand einer Kiivette zu treiben und dann die
Verbreitung der Teilchen zu studieren, sobald die Kiivette so auf-
gestellt ist, daB jene Wand zu unterst liegt. ’

In anderer Weise sind derartige Erscheinungen hiufig verwirk-
licht worden: bei Versuchen iiber reversible Kolloide, nach Art
des kolloiden Schwefels, bei welchen geringe Elektrolytzusitze oder
Temperaturinderungen eine Koagulation bewirken, wihrend die
entgegengesetzte Operation das Koagulum in Einzelteilchen auflsst,
welche der Schwere entgegen aufsteigen, d. h. ,in L&sung“ gehen.

Bekanntlich hat Perrin auf die Untersuchung des Sedimenta-
tionsgleichgewichts (48) seine genaueste Methode zur Bestimmung
der Zahl N gegriindet, welche nur die Ausfihrung zweier relativ
einfacher Messungen erfordert: 1. Ermittelung der Hshe z, in wel-

%

%} 8o steht die Sache, falls man an der iiblichen (Boltzmann'schen) Auf-
fassung der Entropie als einer fiir den augenblicklichen Zustand des indivi-
duellen Systems charakteristischen GroBe fosthiilt. Auch der Durchschnittswert
fiir eine Schar analoger Systeme, welehe von makroskopiseh Hquivalenten Axn-
fangezustinden' %, ausgehen, wiirde eine Zu- oder Abnahme, entsprechend den
beiden Fillen der Fig. 2 und 3, aufweisen. Dagegen wiren Durchschnittswerte
fiir kanonische Scharen (entsprechend der Gibbs'schen’ Auffassung der Entro-
pie) iiberhaupt zeitlich nnverinderlich.
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cher eiue Abnahme der Zahl der Kolloidteilehen aufi erfolgt.

2. Ermittelung des Teilchenradius. Merkwiirdig bleibt bei diesen,
mit groBemn experimentellen Geschick ausgefihrten Untersuchungen
jmmerhin eine gewisse Divergenz des SehluBresultats, N == 6821022,
gegentiber dem aus den Millikaun’schen Messungen folgenden
Werte N = 606.102, welch letaterer anch durch andere Erschei-
nungen (Strahlung, Radioaktivitit) gestiitat wird. Wie dieser Wider-
spruch zu losen ist, wage ich nicht zu entscheiden, doch méchte
ich auf eine Hauptsehwierigkeit der Perrin’schen Methode hin-
weisen, die Herstellung einer vollkommen gleichkdrnigen Suspen-
sion. Auf inhomogene Lsungen ist die Verteilungsformel (48) nicht
ohne weiteres anwendbar, und obwohl Perrin auf die Fraktionie-
rung seiner Gummigutt-Lissungen groBte Sorgfalt verwendet hat,
ist es doch schwer, diesbeziigliche Einwinde vollstindig zu ent-
kriften. ' : .

Darum moehte ich eine Modifikation dieser Versuche vorschla-
gen, welche diese Schwierigkeiten vollstindig vermeidet, d. 1 die
systematische Beobachtung eines einzeluen Teilchens. Wiirde man
die sukzessiven HEntfernungen desselben vom GefilBboden in dqui-
distanten Zeitintervallen (wihrend langer Zeitstrecken) bestimmen,
so wirde dieses statistische Material genau der Verteilung einer
sedimentierten und zwar gleichksrnigen Suspension entsprechen;
andererseits lieBe sich an demselben Teilchen, mit Hilfe von (54)
oder auch mit Hilfe eigener Versuche mit groferen x,, die Fall-
geschwindigkeit ¢ ermitteln, so daf mau von jeder Unsicherheit. in
bezug auf Homogenitit der Losung frel wire. Gleichzeitig wiire
anch eine weitere, unumganglich ndtige Bedingung erfills, falls nur
ein einziges Teilchen vorhanden ist; man hatte es sicher mit einer
verdinnten Lisung zu tun. Eine solche Messungsmethode wirde
in gewissem Sinne einen analogen Fortschritt bedeuten, wie die

_Ehrenhaft-Millikan'schen Versuche iber Elektronenladung
gegeniiber den J. J. Thomsoun’schen.

8. EinfluB innerer Krifte in konzentriertén Ldsungen.

Der soeben erwibnte Umstand erfordert noch aifne nihere Er-
. wigung mit Rucksieht anf die vorher besprochene Aquivalenz der
uns interessierenden Gruppe von Phinomenen. Wie frither betont
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wurde, gelten alle unsere Uberlegungen nur fir verdinnte Lisun-
gen, d. i. falls die Teilchen durchschnittlich so weit voneinander
entfernt sind, daf} sie gegenseitiz keine merklichen Krifte aufeinan-
der ausiiben und sich unabhiingig voneinander bewegen oder, wie
wir auch sagen konuen, falls ihr osmotischer Druck dem Boyle-
van’t-Hoff'schen Gesetz Geniige leistet. In konzentrierten Losun-
gen mitissen aber Abweichungen von diesem Verhalten auftreten,
und zwar schon wegen des Eigenvolums der Teilchen, aber auBer-
dem auch falls dieselben gewisse Anziehungs- .oder Abstofungs-
Sphiiren besitzen. Und zwar miissen derartige Abweichungen hei
allen jeunen, ursichlich miteinander verbundenen Vorgingen in
gleicher Art auoftreten. Kommen nur Abstolungskrifte oder das
Figenvolum der Teilchen zur Geltung, so wird die osmotische
Kompressibilitit der konzentrierten Losung im Vergleich mit dem
Boyle’schen Gesetz verringert sein, wie das ja der bekannte Vi-
rialsatz der Gastheorie niher nachweist. Gleichzeitig mufl, wie ich
seinerzeit nachgewiesen habe 1), damit eine Verringerung der Kon-
zentrationsschwankungen parallel gehen, im Sinne der Gleichung:

5 [n—w\? 18
69 ==
wo f die wirkliche, 8, die Boylesche Kompressibilitit bedeutet.
Endlich miissen Abweichungen vom Exponentialgesetz bei dem
Sedimentations-Gleichgewicht auftreten, welche sich ganz leicht aus
der hydrostatischen Grundformel berechnen lassen, und zwar wer-
den dieselben offenbar daranf hinwirken, diese Verteilung gleich-
mifiger zu machen, als es sonst der Fall wire.

1) Auf optischem Gaebiete geber sich diese Schwankungen als Tyn dall-
sches Phiinomen (kritische Opaleszenz von Gasen und biniiren Flissigkeits-
gemischen, sowie blaue Farbe des Himmels) zu erkennen: Smoluchowski,
Bull. Int. Acad. d. 8e. de Cracovie 1907, p, 1037; Ann. d. Phys. 23, 205, 1908;
Phil. Mag. 28, 165, 1912; Bull. Int. Acad. d. Sc. de Cracovie 1911, p. 493

(beziiglich der anhangsweise mitgeteilten Uberlegungen habe ich meine Meinung "

getindert) [Vol. L. p. 589; p. 215 de ce Volume. Ed] A. Einstein, Amn. d.
Phys. 88, 1275, 1910; H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Comm.
Leyden 104, 15, 1908; W: H. Keesom, Ann..d. Phys. 35, 591, 1911; Wo.
Ostwald, Ann. d Phys. 86, 848, 1911; L. Ornstein u. F. Zernike, Am-
sterd. Proc.. 17, 793, 1914; F. Zernike, Dissertation Groningen 1914; R.
- Fiirth, Wien. Ber. 124, 677, 1915; H. A. Lorentz, Les théories statistiques

en Thermodynamique, Leipzig 1916 p. 42; C. W. O se en, Phys. Zeitschr. 17,
258, 341. 1916.
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Die Gesetze des osmotischen Druckes lassen sich daher in kol-
loiden Losungen ebensowohl nach zwei Methoden erforschen, wel-
che beide statistischer Natur sind: mittels Beobachtung der Grobe
der Konzentrationsschwankungen oder auf Grund der Sedimenta-
tionsverteilung im Schwerefeld. Erstere bietet jedoch -den erhebli-
chen Vorteil, daB sie auf jede kolloide Losung mit sichtbaren Teil-
chen anwendbar ist, wihrend letztere nur fiir gleichkrnige Hydrosole
gute Resultate ‘geben kann.

Anfangs schien es, als ob die Erfahrung dem widersprechen
wiirde, indem Svedberg u Inouye sowie Westgren mittels
der Schwankungsmethode an einer ganzen Menge verschiedener
kolloider Losungen sehr bedeutende Abweichungen vom Boyle-
schen Gresetz konstatierten, wihrend Westgren das exponentielle
Gesetz bei der Sedimentation ganz gut bestitigt fand. So betrug
2. B.in einem Goldsol (Radius a==91 pg) bereits bei einer Volum-
Konzentration von nur 51078 der Wert B/, = 0677, in einer
Gummiguttlssung (@ = 200 ppu) war 818, = 0405 fiir eine Volum-
Konzentration 3-8.10™% Andererseits hat aber Costantin in
Perrins Laboratorium bei Gummiguttlésungen (@ = 30pu) nach
beiden Methoden bis zu weit groBeren Konzentrationen vollstindige
Ubereinstimmung mit der idealen Kompressibilitit konstatiert und
hat erst bei Volum-Konzenirationen von iber 1/, eine merkliche
Verminderung des § erhalten, welche die Existenz einer Abstos-
sungssphéire um die Gummiguttteilehen erweist, und zwar miifite
letztere eine solche Wirkung austiben, als ob der Teilehenradius
17 mal groBer wire als in Wirklichkeit. )

Durch die von Westgren unlingst hier in Gottingen ausge-

fiihrte Arbeit ist dieser Widerspruch endgiltig aufgeklirt worden,

indem derselbe nachwies, daB die nach Svedberg’scher Methode
mit Hilfe des Spaltultramikroskops ausgefithrten Teilehenzihlungen
bei Lell leuchtenden Teilchen eine subjektive Fehlerquelle enthal-
ten 1), welche bei groBerer Konzentration sehr stark ins G"r&Wicht
fullt und jene Abweichungen vorgetiuscht hatte, wihrend die Zix:.h-
lungen, welche Wesigren an einem zwischen Deckglisern ein-

1) Undeutliche Definition des beleuchteten Volums infolge seitlicher Zer-
strouung des Lichtes. Ob dies auch fiir die von Lorenz u. Eitel an Tabak-
rauch gefundenen Abweichungen gilt, ist wohl erst durch weitere Untersuch\m-’
gen zu entscheiden. Betr. Literaturnachweise siehe die Zusammenstellung bei
Th. Svedberg, Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 10, 467, 1913. o
M. Smoluchowski. II.
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geschlossenen Préiparat ausfihrte, noch fir eine Goldsuspension
(6=110pp) von einer Kounz. =23.107¢ vollkommen normale
Kompressibilitit ergaben. Nach Analogie mit Costantins Resul-
taten zu schlisBen, wiren Anomalien tatstichlich erst bei etwa 50 mal
groferen Konzentrationen zu erwarten, weleche sich in reinen Gold-
hydrosolen iiberhaupt kaum herstellen lassen durften.

Das bisher Besprochene bezog sich auf die Abweichungen vom
Boyle’schen Gesetz, welche natiirlicherweise vor allem die damit
zusammenhingenden Erscheinungen der Schwankungsgréfie beein-
flussen miissen. Wie steht es aber nun um die Erscheinungen der
Schwankungsgeschwindigkeit, der Bro wn’schen Bewegung und der
" Diffusion, in welchen der zeitliche Verlauf in Frage kommt? Selbst-
verstindlich mtissen sich jene Abweichungen auch hier fithlbar
machen, aber anBerdem muB in konzentrierten Lisungen noch ein
zweiter Faktor eine Rolle spielen: eine Vermehrung des Reibungs-
koeffizienten. '

Am leichtesten lassen sich diese Verhaltnisse bei der Diffusion
ibersehen und lieBe sich die Abhingigkeit des Koeffizienten D) von
der Konzentration voraus berechnen, falls jene Abweichungen quan-
titativ bekannt wiren. Falls ndmlich in erster Niherung gesetzt
wird :

p=Adp(l+ag) und u=pu,(1+ 89),

wo p den osmotischen Druck und ¢ die Volumkonzentration be-
deutet, so muf fir den Diffusionsstrom gelten:

‘ ple lép
(60) ot~

somit im Vergleich mit dem Wert D, bei unendlicher Verdiinnung:

14 2ap

D=D0T+W=FD0[1+ Za—p)g].
Parallel damit miissen natiirlich auch Abénderungen in den For-
meln fiir Brown’sche Bewegung und fir die Konzentrationssechwan-
kungs-Geschwindigkeit Platz greifen, nachdem dies die mit der

Diffusion #quivalenten mikroskopischen Vorgiinge sind
Es ist das noch ein weites Forschungsgebiet, von dessen Bear-
beitung man fir die Kolloidlehre die wichtigsten Resultate erhoffen
kann, da die Theorie hier einen -relativ einfachen und direkten
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Weg zur Erkenntnis der Art und GriBe der zwischen den Kol-
loidteilechen wirkenden Krufte eriffnet hat. Von der niheren Er-
forschung des Mechanismus dieser Krifte, sowie der verschiedenen
Umstéinde, welehe deren Auftreten beeinflussen, hiingt ja unter
anderem auch ein vollstindiges Verstindnis der Koagulationser-
scheinungen ab, mit denen wir uns im folgenden Teil beschiftigen
werden.

IIT. Theorie der Koagulation.

[Vor diesem Vortrag hielt Prof. R. Zsigmondy einen Expe-
rimentalvortrag tiher Koagulation von Kolloiden, mit besonderer
Berticksichtigung des kolloiden Goldes. Dabei wurden an schinen
hochroten Goldlssungen unter anderem folgende Erscheinungen
demonstriert: die Farbanderung rot-violett, welche als makroskopi-
sches Kennzeichen der Koagulation dient, die koagulierende Wir-
kung von Elekirolytzusitzen, deren Konzentration einen gewissen
Schwellenwert tiberschreitet, die Wirkungslosigkeit geringerer Zu-
sitze desselben Stoffes, die Wirkungslosigkeit von Nichtelektrolyten,
die Verlangsamung des Koagulationsvorganges hei Verdiinnung der
Goldlssung, Hierauf folgte der folgende Vortrag].

1. Allgemeine Grundlagen der Theorie.

Angeregt durch Herrn Prof R. Zsigmondy, weleher mir von
seinen schonen Experimentaluntersuchungen iiber Koagulation von
Goldlssungen und den dabei auftretenden theoretischen Problemen
brieflich Mitteilung gemacht hatte, habe ich eine mathematische
Theorie der Koagulationskinetik ausgearbeitet, welche eine spezielle
Anwendung der im Vorhergehenden entwickelten Theorie der
Browm’schen Bewegung bildet, und diese mochte ich Thoen heute
in einem ganz kurzen AbriB vorlegen. Von vornherein seien jedoch
zwei einschriinkende Bemerkungen vorausgeschickt:

1. Meine Theorie beansprucht nicht, als vollstindige Aufklirung
der inneren Ursachen der Koagulation, d. h. der hierbei in Wir-
kung tretenden elektrischen oder kapillaren Krifte, der Natur der
elektrischen Doppelschicht auf der Oberfliche der Kolloidteilechen
usw., zu gelten. Es ist eine sozusagen formale Theorie, aufgebaut
auf einer mir von Prof Zsigmondy vorgeschlagenen Annahme
betreffs des Mechanismus der Koagulation, wonach sich jene Krifte

37¢
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durch eine Wirkungssphire vom Radius R ersetzen lassen, derart,

-daB die Brown'sche Bewegung der Teilchen ungehindert vor sich
geht, solange die Entfernung ihrer Mittelpunkte groBer ist als R,
daf jedoch zwei Teilchen sofort aneinander haften bleiben miissen,
sobald ihre Mittelpunktsentfernung auf R herabsinkt.

2. Eben infolge dieser Annahme bezieht sich diese Theorie ei-
gentlich direkt nur auf einen Grenzfall der Koagulations-Kinetik,
d. 1. die rasche irreversible Koagulation, wie sie bei groBeren Elek-
trolytkonzentrationen zustandekommt. Ich glaube, daB man sie mit-
tels gewisser Modifikationen teilweise auch auf die langsame Koa-
gulation ausdehnen kann, welche durch geringen, die elektrolytische
Doppelschicht nicht vollstindig entladenden Elektrolytzusatz her-
vorgerufen wird, Aber die Erscheinungen des reversibeln Koagu-
lationsgleichgewichts, welche z. B. Sven Odén an Schwefelhydro-
solen studiert hat, gehen tber den Geltungshereich dieser Theorie
voridufig noch hinaus. Sie bildet also selbstverstindlich nicht eine
allseitige Aufklirung des ganzen Problems, sondern nur einen
ersten - Schritt auf diesem seitens theoretlscher Begrundung noch
vollstéindig unbebauten Gebiete. :

Vor allem lassen sich schon darsus gewisse Schliisse ziehen,
daB die Koagulation in unserer Theorie auf die Brown’sche Mo-
lekularbewegung und auf die Existenz einer Wirkungssphire R
zurlickgefiibrt wird: denn als Variable, von welchen der Koagula-
tionsverlauf abhingt, kommen somit nur folgende drei in Betracht:
der Radius R, die Teilcheuzahl pro Volumeinheit #, und -die Dif-
fusionskonstante D, deren Dimensionen gegeben werden durch das
Schema:

2 1

DN?; USdTE

B~
Da also die Dimension der:Zeit nur in D vorkommt, der Koagu-
lationsverlauf aber von dem MabBstab der Zeit unabhéngig sein muB,
so folgt, daB derselbe notwendigerweise von dem Produkt D¢ ab-
hingen muf, d. h. die Zeit, welche zur Erreichung eines gewissen
Koagulationsgrades verstreichen muBl, wird ,caeteris paribus* um-
gekehrt proportional sein mit D.

Da nuo weiter wohl anzunehmen ist, daB der Radius R bel
kolloidem Gold und ghnlichen Hydrosolen nur wenig mit der Tem-
peratur veriinderlich sein diirfte, wird der EinfluB einer Tempera-
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turiinderung nur in D zum Vorschein kommen. also wird die
Koagulationsgeschwindigkeit proportional mit I) wachsen, d. h. in-
folge der bekannten Formel (34) fur D, annihernd umgekehrt pro-
portional der Viskositdt u. Dies scheint auch, einer freundlichen
Mitteilung von Prof. Zsigmondy zufolge. tatsichlich der Fall

zu sein

- 2, Berechnung der Wirkung eines Adsorptionskerns.

Gehen wir nun zur detaillierten Berechnung iiber. Es fragt sich:
Sind n, Teilchen zur Zeit {=0 in der Volumeinheit vorhanden,
wie groff wird zur Zeit ¢ die durchschnittliche Anzahl n, derjeni-
gen. Teilchen sein, welche bis dahin mit keiner Wirkungssphire B
in Bertthrung gekommen sind? Diese werden nimlich die noch
zur Zeit ¢ unkoagulierten Einzelteilehen sein. Greifen wir, an-
statt den Teilchenschwarm zu hetrachten, ein einzelnes Teilchen
heraus, so wird die Wahrscheinlichkeit W, (¢), dab dasselbe bis zur
Zeit ¢ von keinem zweiten berihrt worden sei, dem gesuchten Pro-
zentsatz der dann noch frei gebliebenen Emzeltellchen entsprechen:

= W, (). )

Die  Berechnung von. W, () wire verhilinismiBig einfach, wenn
das hervorgehobene Teilchen einen unbeweglichen Adsorptionskern
bilden wiirde, so daB nur die Zusammensttfe der iibrigen mit dem
gerade hervorgehobenen in Betracht kiimen, ohne dafl aber bei einem
Zusammenstof zweier der nicht hervorgehobenen untereinander
eine Verbindung eintrite. Dann konnten wir uns nimlich auf den
in der vorigen Vorlesung besprochenen Aquivalenzsatz berufes,

- demzufolge die durchschnittliche Anzahl der innerhalb eines Zeit-

raums £...t - df zum ersten Male an eine gewisse Fliche stofen-
den Teilchen sich nach der gewthnlichen makroskopischen Diffu-
sionstheorie berechnen 1ift, indem man die Verteilung innerhalb
eines unendlich ausgedehnten Mediums berechnet, welches urspriin-
glich wberall gleiche Konzentration besitzt, in welchem aber, vom
Zeitpunkt t= 0 angefangen, anf der betreffenden Fluche die Kon-
zentration Null aufrécht erhalten wird. Fir den hier in Frage kom-
menden Fall, wo es sich um eine adsorbierende Kugelfliche (vom
Radius R) handelt, haben wir daselbst (p. 564) die Rechnung durch-
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gefithrt und haben fir die im Zeitraum d# ausgeschiedene Substanz-
menge erhalten:

(61) Jdt= 4nDRc[1 —+ V,__] dt
und fiir die von Anfang an abgeschiedens Menge:

2R)/¥

62 M=4nDRe [t }
(62) + VoD
Behufs Vereinfachung der Rechnungen wollen wir schon an
dieser Stelle eine Annsherung einfithren, indem wir das zweite

Glied der rechten Seite, welches dic }/7 enthilt, als unwesentlich
weglassen. Das heifit, da# wir den Koagulationsverlauf in einem
solchen Stadium studierén, wo die Zeit ¢ grofi ist gegentiber dem
Werte R?/D. Das Anfangsstadium, welches durch diese Bedingung
ausgeschlossen wird, belduft sich beispielsweise in Zsigmondy's
Versuchen: auf nur 10~ bis 10~® Sekunden. Im tbrigen konnte
man die Rechnung auch ohne jene Vernachlissigung weiterfiithren,
und wiirde kompliziertere, aber praktisch gleichwertige Formeln
erhalten. '

Ersetzt man die Konzentration ¢ durch die pro Volumeinheit
entfallende Teilchenzahl »,, so ergibt,sich die Anzahl der pro Zeit-
einheit an dem hervorgehohenen Adsorptionskern anklebenden Teil-
chen: 4w R Dw,, und die Zeit

1 1
. 3) = BD», B

welche wir weiterhin ,Koagulationszeit nennen wollen, wiirde dem
Zeitpunkt entsprechen, wo durchschuittlich gerade ein Teilchen an
dem hervorgehobenen haften bleibt.

3. Vervollstdndigte Berechnung der Koagulation.

Nun ist aber unsere Rechnung in zweifacher Hinsicht zu ver-
bessern:

1. Das. hervorgehobene Tellchen fiuhrt an und fir sich eine
gholiche Brown'sche Bewegung aus wie die ibrigen, es kommg
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also fir die Koagulation die relative Bewegung in Betracht.
Diesheziiglich lafit sich nun leicht nachweisen daf die Relativver-
schiebung zweier sich unabhiingig voneinander bewegender Teilehen
ebenso erfolgt, wie die gewdhnliche Brown'sche Bewegungsfor-
mel (1) angibt, nur mit dem Unterschied, daB der Diffusionskoeffi-
zient D gleich der Summe der Koeffizienten der beiden Teilchen
zu setzen ist. Allgemein gilt also fir die Relativhewegung:

(64) Du=D.+ D,

2, Unsere Formeln (61), (62) entsprechen dem Falle, wo die
Zahl v, der Teilchen in gréferer Entfernung unverdndert bleibt.
In Wirklichkeit kleben sie aber nicht nur an dem hervorgehobe-
nen, sondern auch untereinander an, Von der Anzahl 4z D) Ry, sind
also jene wegzustreichen, welche schon vor der Zeit ¢ koaguliert
sind, somit ist die Zahl #, durch die Zahl », der zur Zeit ¢ noch
existierenden Einzelteilchen zu ersetzen. Ebenso kommen als Ad-
sorptionskerne, wenn es sich um die Vereinigung von einfachen
zu Doppel-Teilchen handelt, nicht simtliche »,, -sondern nur die
noch freien Teilchen », in Betracht.

Somit erfolgt die Abnahme der Gesamtzahl der Einzelteilehen
nach der Formel: .

(6D) - %L—tl = — 4R D, 1},
welche genau der Kinetik einer bimolekularen chemischen Reak-
tion entspricht und durch Integration lefern wiirde:

Vo Vo

(86) "= T dnkDymt - 1 8nDEut

Dazu ist aber eine wichtige Ergéinzung hinzuzufigen. Es wir-
ken ja auch die bereits gebildeten Doppelteilchen, dreifachen Teil-
chen usw. als Koagulationskerne und als Koagulationsmaterial wei-
ter, allerdings .in einer Weise, welche sich nicht so leicht genau
berechnen laft, da die Gestalt der mehrfachen Teilchen nicht ku-
gelformig ist. Bezeichnen wir die augenblickliche Anzahl der m-fa-
chen Teilechen mit #,, so gelten offenbar Gleichungen von der
Gestalt:
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1 dv, N o
Zﬁ-ditl =— Dy By #i— Dy By, vy — Dy Bigvyvg—...
1 dv.
E?&Tﬂ =4 Dy By 9i— Dis By 9
(67) Dy Byy v — Dyg Byy vy 05 —..
1 d,
Ed_;= Dyy Rigy 93— Dyg Biy vy 9y
— Dyy Ryg vy wg — Dy Ryy 95 —..
usw.

Wiren nun die Teilchen kugelfsrmig, so wire deren Diffusions-
koeffizient umgekehrt proportional ihrem Radius, also, wie wir mit
Riicksicht anf die spiter zu besprechenden Versuchsresultate an-
nehmen wollen, auch umgekehrt proportional dem Wirkungsradius R,
und man hitte allgemein:

R+ R
DuBa = (Di4- Dy Bt e

" DR (11 DR (R, B.)
=3 ®tR(5+ ) =% “an

Fur gleiche Radien R, = R, folgt also:
(68) DyRs = 2DR

und zur Vereinfachung der Rechoungen wollen wir diesen Wert
allgemein einftihren, da er in dem Anfangsstadium der Koagula-
tion, wo nur Einzelteilchen in Betracht kommen, genau gilt und
in den spiteren Stadien immerhin eine ziemliche Anniherung dar-
stellen durfte. Machen wir diese Annahme, so laBt sich das Glei-
chungssystem in ganz ftiberraschend einfacher Weise integrieren.
Man erhslt namlich fir die Gesamtzahl der. Teilchen

i = ="
©) Zw—w1+wg+v,+...—1+ﬂtr‘
wo zur Abkirzung 47D Ry, = gesetst ist; ferner werden die
Anzahlen der einfachen, doppelten, dreifachen usw. Teilchen:

¥ § o (1)

__—% ‘3_— = il USW
Q0 “=pxge "“frap "Titer
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Offenbar héngt also der zeitliche -Verlauf der Koagulation nur
von dem Werte der frither definierten ,Koagulationszeit®

| 1
8~ 4aDRw, -
ab, welche gemiB unserer jetzigen, verbesserten Formel dem Mo-
ment entspricht, wo die Gesamtzahl aller Teilchen auf die Halfte,
die Anzahl der Einzelteilchen auf { der urspringlichen herabge-
supken ist, wihrend die Anzahl der m-fachen Teilchen w,/2"H
betragt.

" Ein anschauliches Bild des Koagulationsverlaufes gibt die gra-
phische Darstellung (Fig. 4), aus der man sieht, wie die Kurven

T

“lw

[T

el

Fig. 4.

¥y, Vg,... ¥,, von Null ansteigend, in immer spiteren Momenten,
némlich zur Zeit
R m—1
bnae == —5— T,
Maximalwerte erreichen; wie von vornherein zu erwarten war,
nimmt das Verhiltnis der mehrfachen zu den einfachen Teilchen
mit- wachsender Zeit fortwihrend zu, indem hierfir gilt:

'fl:_[—— '+"'=,Bt.

P,

Yy
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4. Vergleich mit Versuchen von Prof. R. Zsigmondy.

Das einzige experimentelle Material, dessen Bedeutung keinerlei
Zweifel unterliegt und das als direkte Kontrolle der obigen Theorie
dienen kann, sind bisher die von Prof. R. Zsigmondy ausge-
fithrten Zahlungen!), welche an sehr gleichktrnigen Groldlosungen
angestellt waren und sich nur auf die Einzelteilehen bezogen, wel-
che durch ihre Firbung und ihren geringeren Glanz von mehr-
fachen Teilchen deutlich zu unterscheiden waren. Zum Vergleich
seien einige von Zsigmoudy angegebene Versuchsreihen ange-
fithrt, nebst den aus der Formel (70,) berechneten §-Werten und
den aus dem Mittelwert zurtickerrechneten Teilchenzahlen », (in
relativem Mal} ausgedriickt).

Kurve D: 2,=080.10%;  a=134.10""

| ¢ (Sek.) { " v, gef. 8 v, ber.

1.

! 0 193 193
2 142 (0:083) 7
10 117 00286 114
20 075 00302 076

’ 30 052 00309 053

Mittel § = 0:0299; % =140,

Versuch E: 2, ==0552.10%; gq=242, 10"

; t (Sek.) v, gef. g 2, her.

|

| 0 1-97 1-97

i 2 1-35 (0-108) 165

| 5 119 (0:058) 131

! 10 i 0-89 0-0490 093
20 052 0-0475 054
40 029 0-0403 0-26

Mittel f = 0-0456; %— =3512.

%) Dieselben. werden ‘von Prof. Zsigmondy als vorliufige Resultate an-
gesehen; einen eingshenderen Bericht tber diese Untersuchung wird derselbe
an anderem Orte verdffentlichen.
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—_—

Versuch F: 2, =027.1010; q= 242,10~

E' t (Sek.) ! . v, mef. 1 B8 », ber.
] 0 197 [ l 197
| 3 156 | {0:040) 176
| 20 102 ; 00195 104
. 066 | 00183 ! 064

40 076 ! ©0183) 064 |
| 60 044 | 00187 | 371 !
| 80 049 (7 } (oizey ! 031 [

R

Mittel: = 00188; — =263,

DaB die Werte fiir 2—5 Sekunden stirker abweichen 1), kann wohl
nicht wundernehmen. Die Vernachldssigang des | Gliedesim An-
fangsstadium ist dafiir nicht verantwortlieh, wie eine genauere Be-
rechnung zeigt, auch kommt die betreffs der Wirkung mehrfacher
Teilchen angedeutete Unsicherheit nieht in Betracht, da in diesem
Gebiet heide Formeln (66), (70,) nahe iibereinstimmende Werte ge-
ben, aber zweifellos miissen die unvermeidlichen Versuchsfehler
gerade bei so kurzen Zeiten sehr ins Gewicht fallen. Die Anwen-
dung der langwierigen Zihlmethode zur Kontrolle so rasch ver-
laufender Prozesse hat Zsigmondy iberhaupt nur durch einen
Kunstgriff ermdglicht, indem er in den angegebenen Momenten die
Losung mit einem die weitere Koagulation verhindernden Schutz-
kolloid versetzte, doch diirfte dasselbe wohl nicht momentan in Wir-
kung treten.

Im allgemeinen kann man die Ubereinstimmung in Anbetracht
der experimentellen Schwierigkeiten gewil) als gentigend betrachten.
Eine weitere Kontrolle der Berechtigung unserer theoretischen An-
nahmen bildet die Berechnung des Verhiltnisses des Wirkungsra-
dius B zum Teilchenradius a, auf Grund der aus (34) und (63)
folgenden Formel:

(1)

R 3gu N
@ 29, HT"

1) Die eingeklammerten Zshlen, von denen man annehmen darf, daf sie
durch Versuchsfehler beeinflut sind, wurden bei der Mittelbildung ausge-
schlossen. :
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Das aligemeine Ergebnis, daf die Wirkungssphire von der GroBen-.

ordnung des Teilchendurchmessers ist, erscheint durchaus plausibel
und rechtfertigh a posteriori die von uns angewendete Rechnungs:
methode. Wirden die Teilehen erst bei unmittelbarer Bertthrung
aneinander haften bleiben, so miubte E=2a sein, somit wirde sich
die Wechselwirkung zweier Teilchen gemd E und F erst bei
grofler Anndherung bemerklich machen. DaB R <(2a sei, wie, die
Reihe D folgern laBt, ist allerdings theoretisch nicht zulissig Doch
wirde, wie wir spater noch niher ansfihren werden, ein solches
Resultat bei einer unvollstindigen Entladung der elektrlschen Dop-
pelschicht infolge zu geringen Elektrolytzusatzes zum Vorschein
kommen, und es ist vielleicht nicht ausgeschlossen, dafl in jener
Versuchsreihe eine die Koagulation in #hnlicher Weise verlangsa-
mende zufillige Verunreinigung im Spiel war.

Jedenfalls scheint die SchluBfolgerung sicher zu sein, dafl sich
Zsigmondy’s Messungen mit-der hier eptwickelten Diffusions-
theorie der Koagulation in angensherte Ubereinstimmung bringen
lassen, wenn man die Existenz von Anziehungssphiren von der
GroBenordnung des Teilehendurchmessers annimmt, und das scheint
mir in Anbetracht der vollstindigen Unwissenheit, in der wir uns
bisher betreffs des Mechanismus der Koagulation befanden, immer-
hin ein recht bemerkenswertes Resultat zu sein.

5. Vergleich mit chemischer Kinetik.

Es liegt die Frage nahe, ob der Mechanismus der Koagulation
nicht mit jenem der chemischen Kinetik verwandt ist, und ob un-
sere Theorie nicht vielleicht einen Weg zu einem kinetischen Ver-
stindnis chemischer Reaktionsprozesse eroffnet. Dartiber wird uns
ein charakteristisches Zahlenbeispiel am besten orientieren: Nehmen
wir ‘den kleinsten theoretisch moglichen: Wert des Wirkungsra-
dius B ==2q, so ergibt die Formel (71) die von der Art der Teil-
‘chen unabhingige Beziehung

l

N
HT,

I-Fnlm
Q|'g

und es zeigt sich, dab

vp=%.107N,
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also dafl die Konzentration nur § 10 Norm. betragen kann, wenn die
Koagulationszeit eine Sekunde sein soll. Konzentrationen, wie sie
bei chemischen Reaktionsversuchen meist angewendet werden, wiir-
den also einen sozusagen momentalen Reaktionsverlauf bedingen;
die Groflenordnung der chemischen Reaktionszeit ist eine millionen-
bis billionenmal grsfere.

Das ist leicht zu verstehen: bei chemischen Prozessen genfigt
es eben nicht, dall zwei Molekille zusammentreffen, um die Reak-
tion zu bewirken, sondern sie miissen in bestimmter Weise zusam-
menstofen. Von allen Zusammensttfien ist im allgemeinen nur ein
verschwindend geringer Bruehteil wirklich wirksam ~ und darin
scheint mir ein wesentlicher Unterschied gegeniiber der ,raschent
Koagulation zu liegen, welehe im obigen behandelt wurde. Bei letz-
terer rithrt die Hemmung nur von der Langsamkeit der Diffusion
her; bei der chemischen Kinetik kommt dagegen in erster Linie
die Hemmung in Betracht, welche die Reaktion beim Zusammen-
stof der geeigneten Molekiile aus bisher unbekannten Grinden er-
fihrt. Auch der enorme Temperatureinflufl bei der chemischen Ki-
netik weist auf einen wesentlichen Unterschied hin. Allerdings wird
es gewiB auch Ubergangsstadien geben, im Sinne dex spéter noch
zu besprechenden Erscheinungen der ,langsamen® Koagulation, doch
tritt jedenfalls bei der chemischen Kinetik ein hier nicht bertick-
sichtigter Faktor wesentlich bestimmend hinzu. Damit hingt wohl
auch ein charakteristisches Unterscheidungsmerkmal zusammen, daf
nimlich chemische Reaktionen von. den Gesetzen der Wertighkeit
beherrscht werden, wihrend bei Koagulation eine unbegreuate Agglo-
meration stattfindet. Letztere 148t sich, wie wir sahen, durch ku-
gelige Anziehungsbereiche erklaren, wihrend schon Boltzmann
sich seinerzeit bei seiner Theorie des Dissoziationsgleichgewichts
gendtigh sah, die Moglichkeit sphiirischer Wirlungsgebiete zu ver-
lassen und die Existenz gewisser ,empfindlicher Bezirke* auf der

" Oberfliche der Atome anzunehmen, da sonst die Tatsache uner-

larlich wire, daB z. B. Oy, Hy, N,-Molekile als Doppelatome be-
stehen, ohne daB dreifache, vierfache Atome auftreten ?).

) Vgl. z. B. L. Boltzmann, Gastheorie IL. p. 213.- Sonst hat Boltz
mann’s Theorie, welche sich nur auf den Zustand statistischen Gleichgewichts
bezieht, nichts gemeinsam mit den hier behandelten Erscheinungen der irrever-
sibeln Koagulation.
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6. Verallgemeinerung fiir langsame Koagulation, Ahnlichkeitsge-
setze.

SchlieBlich mschte ich noch kurz bemerken, daf unsere Theorie
geeignet erscheint, auch die Erscheinungen der ,langsamen® Koa-
gulation, welche bei sehr geringem Elektrolytzusatz eintreten, we-
nigstens in formaler Hinsicht zu umfassen. Hs gentigt zu diesem
Zwecke die von vornherein plausible Annahme einzufithren, dafh
in diesem Falle — d. h. bei unvollstindiger elektrischer Teilchen-
entladung — nur ein gewisser Bruchteil ¢ der Zusammenstofe ver-
schiedener Teilchen zur Verkettung derselben fithrt. Wie groB die-
ser Bruehteil ist, daritber wissen wir von vornherein nichts weiter,
als daf er in hohem Grade von der Doppelschichtladung abhingt;
es wird sich aber zeigen, daf wir ihn « posteriori aus den empi-
rischen Resultaten bestimmen konnen. Unter dieser Annahme wiir-
den offenbar genau dieselben Formeln [(69), (70)] auch in diesem
allgemeinen Falle giltig bleiben, mit dem einzigen Unterschied,
daB tberall das Glied §¢ durch £8¢ zu ersetzen ist Es folgt also
ohne weiteres der wichtige Satz, daB die bei verschiedenen Kon-
zentrationen des Kolloids und des Elekirolyten erhaltenen Koagu.
lationskurveh #hnlich sein miissen, in dem Sinne, daB sie durch
eine entsprechende Anderung des ZeitmaBstabes zur Deckung ge-
bracht werden konneu. Die zur Erreichung eines gewissen Koagu-
lationsgrades erforderlichen Zeiten sind also umgekehrt proportional
dem Produkte (e%,).

Tatsichlich ist die Ahnlichkeit der Koagulationskurven durch
die Untersuchungen von H. Paine an Cu(OH),-Solen und teilweise
auch jene von H. Freundlich u. N. Ishizaka an Al(OH),-So-
len empirisch konstatiert worden !). Insbesondere hat Paine nach-
gewiesen, daB die Koagulationszeit, in Ubereinstimmung mit un-
seren. Formeln, umgekehrt proportional der Anfangskonzentration
des Kolloids ist und daB sie umgekehrt proportional der . oder 6.
Potenz der Elektrolytkonzentration variierte, was wir einer ent-
sprechenden Anderung des Wirksamkeitskoeffizienten & zuzuschrei-

%) H. Paine, Kolloidechem. Beih. 4, 24, 1912; Kolloid-Zeitschr. 11, 145, 1912;
N. Ishizaka, Zeitschr. f phys. Chem. 83, 97, 1913; H, Freundlieh u.
N. Ishizaka, Koll-Zeitschr. 12, 230, 1913; Zeitsehr. f. phys. Chem. 85, 398,
1913. Eine Woeiterfithrung dieser Untersuchungen in der kiirzlich erschienenen
Arbeit von J. Gann, Kolloidchem. Beih. 8, 63, 1916.
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ben haben. Letzteres kann aber natiirlich kein allgemeines Gesetz
sein, da bei stirkeren Zusitzen, in dem oben besprachenen Bereich
der ,raschen” Koagulation, die Koagulationsgeschwindigkeit von
der Elektrolytlkonzentration unabhiingig wird. Sehr instruktiv sind
in dieser Besziehung einige Zahlen, welche mir R. Zsigmond ¥
gltigst mitgeteilt bat, wonach zur Erreichung eines bestimmten,
an dem Farbumschlag Rot-Rotviolett kenntlichen Koagulations-
grades einer Goldlésung bei verschiedenen Elektrolytkonzentratio-
ven ¢ (Millimol NaCl pro Liter) die nachstehenden Zeiten 7' (Se-
kunden) erforderlich waren: '

¢ 5 1 20 | 50 | 100 | 150 | 200 | 300 | 500

<

T >150 1

o

[ 72T 7 6 |65 | 75 | 7t |
i

Ein dem Anfang dieser Messungsreihe angepaBtes Potenzgesetz
miifite natiirlich bei htheren Konzentrationen vollstindig versagen,
Auch Freundlich’s und Ishizaka’s Messungen bestitigten,
wie gesagt, das Ahulichkeitsfjrinzip, und zwar in bezug auf die
Abhingigkeit vom RElektrolytzusatz, sonst sind sie aber zu einer
quantitativen Kontrolle unserer Formeln nicht geeignet, da sie sich
(wie auch Paine’s Messungen) nicht auf die Teilehenzahlen selbst,
sondern auf andere Grofen bezogen, wie Zihigkeit oder in anderen
Untersuchungen gewisse Adsorptionserscheinungen, welche kompli-
zierte, einstweilen unbekannte Funktionen der Zahl und Grﬁﬁ? der
Teilchen (bzw. deren Aggregate) sind. '
Macht man betreffs der Abhéngigkeit der Viskositit von der
Teilchenzahl und -gréBe gewisse, ziemlich - plausible Annahmen. so
kann man die charakteristische, durch einen Wendepunkt gekenn-
zeichnete Gestalt der Koagulationskurven Freundlich's ohne
weiteres erkliren, doch kommen da zu viel hypothetische Elemente
ins Spiel, als dal man von einer zahlenmiBigen Kontrolle reden
kénnte und deshalb will ich auf diese Rechnungen hier nicht wei-
ter eingehen. . i
Auch scheint es mir nicht rationell, ans derartigen Messungen

1) Die Abweichungen von 7 Sek. bei 50—500 Millimol liegen innerhalb der
Beobachtungsfehler.
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die Differentialgleichung der Koagulationskinetik ableiten zu wollen,
wie es Freundlich versucht, solange man nicht wei, wie die
Teilchenzahlen mit dem beobachteten Effekt zusammenhingen, Fir
erstere, nicht aber fiir den gemessenen Gesamteffekt, ist eine ein-
fache Gesetzmilfligkeit zu erwarten. Dagegen sind derartige Mes-
sungen wohl geeignet, auf Gruud des Ahnlichkeitsprinzips hochin-
teressante Aufschliisse itber die Abhingigkeit des Wirksamkeits-
koeffizienten !) & von der Art und Konzentration des Elektrolyten
zu geben.

7. Theorie der Versuche Paine’s.

Bei Paine’s Versuchen l#ft sich die mathematische ;Analyse'

noch weiter treiben, und die Sache scheint mir so interessant, - daf
ich sie noch kurz darstellen mochte. Paine bestimmte nimlich
die Menge des koagulierten Niederschlages, welcher sich aus seinen
Lésungen nach gewisser Zeitdauer der Elekirolyteinwirkung ab-
setate, sobald die Losung erhitzt oder aber eine Zeitlang umgertihrt
wurde. Die Wirkung der Erhitzung mag auf einem uns nicht be-
kannten Temperatureinflud beruhen, aber die Wirkung des Um-
rithrens 16t sich leicht begreifen. Denken wir uns ndmlich die
Flussigkeit in scherende, lamellare Bewegung versetzt. so miissen
die Teilchen, auch falls sie gar keine Bro wn’sche Bewegung aus-
fuhren wiirden, mitunter mit ihrer Wirkungssphiire ineinandergrei-
fen und aneinander kleben bleiben. Die GroBemordnung dieses
. Faktors erkennen wir schitzungsweise. wenn wir uns den Mittel-
puckt eines Teilchens, samt seiner Wirkungssphire R, als fest-
stehend vorstellen und berechnen, wieviel fremde Teilchenmittel-
punkte im Falle lamellarer Strémung lings der z=0 Ebene in
der Zeiteinheit diese Kugel R durchstofien wiirden.

Da die Geschwindigkeit im Abstande = gleich ist zdu/dz, wird
der gesuchte Ausdruck fur den Querschnitt der Kugel R:

du 4y _ du
(12) 2v$ffzdydz=—5—R’—a;.

Der relative Einflup des StrSmungsfaktors  ist gegeben durch das
Verhiltnis dieses Ausdrucks‘zu der infolge der normalen Browun-

%) Allerdings konnte auch B von der Elektrolytkonzentration abhingen.
Formell ist das aber mit einer Anderung des & gleichwertig.
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schen Bewegungen sich anlagernden Menge 8zv DR, welches betragf:

1 du R® N u
A 6oz 0~ AT S
Die koagulierende Wirkung des Umrithrens wachst also ganz aufer-
ordentlich mit der TeilehengroBe; wird B = 2a angenommen, so
wirde z. B. bei einem Teilchenradius a'=10pu ein Geschwindig-
du
9z
digkeit um den Bruchteil 10-° bewirken, wihrend dieselbe bei

keitsgefille =—— = | nur eine Vermehrung der Koagulationsgeschwin-

- einem Teilchenradius @ = 1 dadurch auf das Doppelte des Nor-

malwertes gesteigert wiirde. Kurz gesagt: energisches Umriihren
bewirkt rasche Koagulation der mikroskopischen Teilchen, laft
aber Submikronen und Amikronen unbeeinflubt. Somit konnte man
annehmen, daB in Paine’s Versuchen alle Teilchen abgeschieden
wurden, welche aus mehr als k Primérteilchen bestanden {wo k eine
groBe Zahl ist), wihrend der Rest, bestehend aus

L=v+2v 80+ ...+ (k—1)r,
Primirteilchen, in Lgsung blieb. Werden hierin unsere Formeln (70)
eingesetzt, so ergibt sich, daf die nicht koagulierte Menge propor-
tional ist, bei Benutzung der Abkirzung eff— @, dem Ausdruck:
k + aya*”’

[

welcher fir grofie k gleichwertig ist mit:

L=1—

L
=

. 11 -
(14) L:l—[l—{«;}e
wo @ zur Abktirzung fir die zur Zeit proportionale Grdfe
] efit
r= = —
v v ‘
eingefiihrt ist. Zeichnen wir wns diese Koagulationskurve auf,‘so
tiberzeugen wir uns, daB sie tatsichlich ganz iiberraschend ahnlich
mit den von Paine erhaltenen empirischen Kurven verlduft. Ins_-
besondere mub eine gewisse Zeit, die ,lukubationszeit, verstrei-
chen, bevor sich die Teilehen soweit vergroBern, dal ﬁbe.rhaupt
ein merklicher MNiederschlag erhalten wird; dann tritt bei dem
38

M. Smoluchowski. 1I.
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Werte @ == 4, L ==0801 ein Wendepunkt auf, und von da an ver-
lauft die Kurve konvex nach abwirts, um sich asymptotisch der
Zeitachse anzuschmiegen. Der Unterschied besteht nur darin, daf der
Ubergang von der Inkubationszeit in. die Koagulationskurve hier
etwas allmahlicher erfolgt als in Paine’s Kurven und die scharfe
unnatiirliche Ecke derselben vermeidet.

Wenn man diese wenigen bisher zu Gebote stehenden Kontroll-
versuche tberblickt, gewinnt man wohl den Eindruck, daB die in
Rede stehende Verallgemeinerung unserer, den‘KoaguIationsmecha-
nismus auf Brown’sche Bewegungen zurtickfithrenden Theorie dem
Wesen ‘der Sache entspricht, und man kann wohl hoffen, daf die-
selbe sich als Wegweiser bei weitergehenden Untersuehllmgen auf
diesem bisher der Mathematik ganz unzuginglichen Gebiete niitzlich
erweisen diirfie.
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XXXVIl. VERSUCH EINER MATHEMATISCHEN THEORIE
DER KOAGULATIONSKINETIK KOLLOIDER LOSUNGEN.

Jeitschrift fiir physikalische Chemie, Band XCII, Heft 2. 1917. pp. 129—168.

1. Einleitung.

So sehr auch bis heute die Literatur tber Koagulation kolloider
Lssungen angewachsen ist, sind doch ununsere Kenntnisse betreffs
des quantitativen Verlaufs, sowie betreffs des Mechanismus des
Koagulationsprozesses duberst maugelbaft. Die meisten Forscher
beguiigen sich mit gualitativen Beobachtungen oder stellen ihre
Messungsreihen in Tabellen oder Kurvenform *) dar, da die mathe-
matische Wiedergabe derselben auf anBergewshnliche Schwierig-
keiten stdBt.

In den interessanten Arbeiten ) von S. Miyazawa, N. Ishi-
zika, H. Freundlich, J. A Gann wird allerdings eine for-
melmaBige Zusammenfassung des empirischen Versuchsmaterials,
sowie eine Aufklirung desselben nach Analogie mit den Gesetzen
der chemischen Kinetik angestrebt. Aber Klare Gesetzmibigkeiten
haben sich bisher auf diese Weise nicht ergeben, und wurden

" sogar gewisse, anfangs aufgestellte Gesetzformeln (Paine, Freund-

lieh und Ishizaka) bei exakterer Prifung (Freundlich und
Gann) als unhalthar zuriickgenommen 3).

1) Vgl z B.: A. Galecki, Zeitschr. f. anorg. Chemie 74. 174 (1812);
Kolloid-Zeitschr. 10, 169 (1912); A. Lottérmoser, Kolloid-Zeitschr. 15, 145
(1914); H. H. Paine, Kolloidchem. Beibefte 4, 2& (1912); Kolloid-Zeitschr.
11, 115 (1912).

5 8. Miyazawa, Journ. Chem. Soe. Tokio 33, 1179, 1210 (1912); N.Ish~
izaka, Zeitschr. f. physik. Chemie 83,‘97 (1913); H. Freundlich u. N. Ish-
izaka, ebendort 83, 398 (1913); Kolloid-Zeitsehr. 12, 230 (1913); J. Gann,
Kolloidchem. ‘Beihefte 8, 64 (1916).

%) Sishe Abschnitt VI.
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