XXXI. ZUR THEORIE DER ZUSTANDSGLEICHUNGEN.
Annalen der Physik, vierte Folge, Band 48. 1915. pp. 1098—1102,

Unter obigem Titel hat M. B. Wagner in diesen Annalen
eine Arbeit!) veroifentlicht, deren Hauptzweck der Nachweis ist,
daf van der Waals, Boltzmann, Kuenen und alle anderen
Autoren, welehe die Wirkung der molekularen Anziehungskriifte
durch Einfihruog eines inneren Druckes a/v? ersetzten, in einem
Irrtum befangen waren, indem sieh bei korrekter Berechhung unter
den van der Waalg’schen Voraussetzungen vielmehr eine Zu-
standsgleichung von der Gestalt:

(1) po =TT ll -+ % eIT L }

ergebe. Inshesondere richtet sich die Spitze jener Ausfuhrungen
gegen Boltzmann, welcher bei seinen Bestrebungen, die Ablei-
tung der van der Waals’schen Gleichung in moglichst priziser
Form zu geben, gewisse Fehler begangen haben soll Nun glaube
ich, daB diese schweren Vorwiirfe auf Mibverstindnisse zuriick-
zufthren sind, und daB die herkdmmliche Auffassung vollkommen
zu -Recht besteht. Gewisse, bei der Begrtindung jener Gleichung
zutage tretende Schwierigkeiten verdienen aber vielleicht tatstich-
lich eine eingehendere Analyse als meistens tblich ist, und deshalb
scheint es mir niitzlich, die Sachlage behufs Klarlegung der Hin-
winde Wagners in moglichst einfacher Weise kurz auseinander-
zusetzen.

Um das Wesentliche hervortreten zu lassen, seien von vorn-
herein Punktmolekile angenommen, wodurch die Eigenvolum-
Korrektion wegfillt. Als Druck des Gases ist nun nach Wagner

Y} M. B. Wagner, Ann. d. Phys. 45. p. 1169. 1914.
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die Beweguagsgrife anzusehen, welehe die MolekularstiBe auf eine
unendlieh  dinne Wand ihertragen, welehe das Gas gegen den
leeren Raum ahgrenzt; somit ist in hekannter Weise der Druck:

. sigme?
23 . p=—F

wohei #, die Molekulzahl hedeutet. welche in der unmittelbar der
Wand anliegenden Schieht pro Volumeinheit enthalten ist. Letatere
Molekiilzahl ist aber nicht mit der im Inueren des Gasraumes
(Wagners ,Stoftkern¥) pro Volumeinheit enttallenden Zahl 2,
identiseh, da die Gasdichte in den Grenzschichten mit AnnZherung
an die Wand abnimmt. Und zwar ist zufolge des bekannten Boltz-
mannschen ¢22-Satzes die Molekalzahl in der Entfernung » von
der Wand :

e
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3) n{x)=1g¢
wo Fig die nach dem Gasinneren gerichtete Resultante der Ko-
hiisiouskrifte bedentet, welche auf ein im Abstande £ von der Wand
befindliches Molekil seitens der ibrigen Gasmolekile ausgetibt
werden. Fihrt man far die zum Transport eines Molekiils vom
Inneren ad die Wand erforderliche Arbeit die Abktrzung ein:

[Feas= 4,

so geht also /2) mit Riicksicht auf (3) und die Relationen

N
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et =3rT, ..h_RT
iiber in
_Y'T ~—NA/RT -
(4) p=—;e .

Soweit. ist also Wagners Ableitung?) ganz richtig, aber unbe-
grindet ist dessen Ansicht, daB A blof eine Funktion des spezi-
fischen Volums » sei, da ja die Krifte F(£) im allgemeinen von
der Molekilverteilung in den Wandschichten, also der Vertinder-

1} Unsere Bezeichnungsweise weicht etwas von jener Wagners ab und
schlieft sich mehr an Boltzmann an.
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lichkeir der u(£) abhiingen und letztere durch die in % enthaltene
Temperatur anit bestimmt wird.

Betraelten wir diese Verteilung etwas uiher. Durch Differen-
tiation von {3) erhilt man
- Tdn .
®) nar 2h F(x),
was mit der aerostatischen Grundgleichung identisch ist. Nun laBt
sich F(z) in die Anziehungskrifte zerlegen, weleche das in x he-
findliche Molekill ‘seitens der in verschiedenen Entfernungen & von
der Wand_befindlichen Gasschichten (von der Dicke d§) erfihrt,
Dieselben lassen sich in der Form '

wE UE—x)dé

ausdritcken, wo die Funktion @ blob vou der Gestalt des Kraft-
gesetzes abhingt; dieselbe ist nattrlich eine unpaare Funktion und
muf} im Sinne.der Boltzmann’schen Voraussetzungen als in einem
relativ grofen Wirkungsbereich %)

i’5—-"”i‘<92

wenig -verdnderlich, aber fiir makroskopische Entfer;mngen als
verschwindend klein von hoher Grofenordnung angenommen wer-
den. Die Verteilung der Molekitle ist also durch die Differential-
Integralgleichung ‘bestimmt:

® Lo oh [0 BE—oag

Obne in eine genauere Analyse derselben einzugehen, kann man
ein fiir unseren Zweek gentigendes Resultat ableiten, indem man

mit 2 maltipliziert und nach dx zwischen den Grenzen Null und
x integriert, wodurch sich ergibt:

Y} Boltzmann verlangt bekanntlich, daB der Bereich @, groB sei im
Verhiiltnis znm mittleran Molekularabstand. Eine noch etwas weiter gehende
Bedingung erhilit man, wenn die zufiilligen Dichteschwankingen des Gases
berticksichtigt werden. Vgl. Smoluchowski, Boltzmann- Festschrift, p. 626,
. 1904 [Vol. 1, p. 421. Ed]. Iu Wirklichkeit diirften diese Voraussetzungen wohl

nicht zutreffen. . .
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s %
(T nx) - H= '_’k/ /ugm)u:g) s — apdrd§.
[

Nun verschwindet aber offenbar die Resultierende der Kohisions-
krifte aller zwischen 0 und x gelegemen Molekiile infolge der
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung: .

/7 /"u(r) () Tl — xydadi=0
¥y

und es verhleibt:

nlx) — n, = ‘)hj /n(.r)u(é‘j T(E— r)drds.
i
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Verlegt man jetzt den Punkt r ins Innere des Gases, wo die gleich-
formige Dichte #, herrseht, so wird

i, == g — 2h i@,

indem das Doppelintegral
9) // Bt — jdzdé=a
§ %

gesetzt wird, was in (2) eingesetst, unter Benutzung der Abkiir-
zung @/m = n die tbliche Formel ergibt:

(10) pt =" .

Dieselbe bleibt also im Gegensata zu Wagners Behauptung' auch
in. der strengen Theorie giltig, welche der Veranderlichkel? d.er
Dichte in den Grenzsehichten Rechnung trigt. Da dieselbe mit &-.H
nicht in Widerspruch stehen kann, laft sich nun umgekehrt fur die
Arbeit 4 die Beziehung ableiten:

BT, o ( 1 — _“)
R vr T}

Die Richtigkeit der Gleichung (10) labt sich ubrigens in. ganz
einfacher Weise auch folgendermaflen beweisen. Im Gleichgewichts-
zustand muB die seitens eines Gases von bestimmter Dichte auf

(11 A= —
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den Flichenivhalt der umgebenden Winde ausgetibte Kraft aus
thermodynamischen Griinden unabhiingig sein von der Art der
Wand, wie asech Wagner am Schlusse seiner Arbeit ausfghrt.
Deunken wir uns also eine Wand von erheblicher Dicke und von
genau dérselben Dichte und Molekularkraft, wie jene des Gases,
so daB die Wand in bezug auf die von ihr ausgeiibten Anziehungs-
krifte durch jenes Gas ersetzbar sdi. Dann bleibt die Gasdichte
in den Wandschichten gleich jener im Inneren; also steht die
Wand unter der Wirkung der Stofkrifte: §ngme? und der ent-
gegengesetzten, vom Gase ausgehenden Kohisionskrifte. deren
Resultante offenbar dem Quadrat der Dichte proportional ist, sonst
aber nur von der Form des Kraftgesetzes abhingt [entsprechend
dem Doppelintegral in (9)]. Dies ergibt sofort die Formel (10).
Boltzmann setzt sich allerdings uber die Schwierigkeiten,
welehe die Bebandlung der Grenzschichten mit sich bringt, kurz
hinweg, doch scheint mir seine auf der Benutzung des Virials
bernbende -Ableitung 1) im Gegensatz zu W agn ers Ansicht eben-
falls ganz einwandfrei zu sein. Wird n#mlich das Virial in der
Form

SaX 4 yYJ22)

angewendet, so gibt allerdings das Innere des Gases (der Stoff-

kern) keinen Beitrag zu diesem Ausdruck, und es bleiben als

ausschlaggebend gerade nur die durch verinderliche Diehte cha-
rakterisierten Wandschichten ubrig. Verwendet man dasselbe da-
gegen in der Form Irf(»), so summieren sich die betreffenden
Beitrige der Molekille des Stoffkernes, und die Wandschichten
kommen als verschwindend diinn gar nicht in Betracht — das
ist eben der ganze Vorteil dieser von Boltzmann angenomme-
nen Berechnungsmethode. Es sind ndmlich bei der tiblichen Me-
thode der Summierung jene zwei Formen fir ein von - inneren
Kriiften beeinflufites endliches System. zwar im ganzen #iquivalent,
nicht aber fir willkiirliche abgegrenzte Teile desselben. Wagner
ist somit in einem Irrtum befangen, wenn er meint, daB 3r/(r)
fiir das Gasinnere verschwinde, und damit entfillt auch sein gegen
Sutherlands und Bakkers Ableitung vorgebrachter Ein-
wand. .

#1i Boltzmann, Gastheorie 2, p. 152. 1898, .
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Das Gesagte dirfre zur Klarstellung der Sache gentigen. Die
Physiker. welche seit van der Waals Abhandlung den von
diesem Forscher eingeschlagenen Gedankengang sich angeeignet
haben, sind dabei meistens mehr einem intuitiven physikalischen
Gefuhl, als ganz exakter mathematischer Uberlegung gefolgt. Wir
konnen mit Beruhigung konstatieren. dab sie von jener Iutuition
nicht irregeleitet worden sind.


GUEST




