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unumstéBlichen Grundprinzipes. Interessant ist, dal auch die An-
schauungen Boltzmanun’s, des Urhebers all dieser Ideen, eine
gewisse Evolution durchgemacht haben, da er urspriinglich an den
'lausius’schen Wirmetod glaubte [Popul. Schriften, p. 33 (1886)]
sowie an die mechanische Notwendigkeit des Stofizahlansatzes (Wien.
Sitz-Ber. 63, 711, 1871; vgl. Ehrenfest a. a O, p. 19) spiter
aber, namentlich in der Diskussion mit Burbury und mit Zer-
melo, auch die Moglichkeit der negativen Anderungen der Entro-
pie behauptete und den Stobzahlansatz als Wahrscheinlichkeitssatz
erkannte. Unsere Ausfithrungen sind nur eine konsequente Weiter-
entwickelung dieser Gedanken.
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XXX. NOTIZ UBER DIE BERECHNUNG DER BROWN-
SCHEN MOLEKULARBEWEGUNG BEI DER EHRENHAFT-
MILLIKAN’SCHEN VERSUCHSANORDNUNG.

Physikalische Zeitschrift, XVI Jshrgang, 1915. pp. 318—321.

In Anbetracht der Wichtigkeit, welche die Messungen von
Millikan, Fletecher u. a. fur die Begrindung der Elektronen-
theorie erlangt haben, sowie der noch immer ungeltsten Streitfrage
nach der Erklirung der denselben widerstreitenden Versuche Ehren-
haft’s, mag es von Interesse sein, einen gewissen Funkt der dar-
auf beziiglichen, insbesondere von Fleteher 1) ausfihrlicher ent-
wickelten' mathematischen Theorie klarzustellen, wenn sich auch
zeigt, dafl die Schlufiresultate der betreffenden Untersuchungen durch
diese Berichtignng nieht wesentlich geiindert werden. Es handelt
sich nimlich um die Aufgabe, die Kombination von Fallbewegung
und Brown’scher Bewegung mathematisch darzustellen und aus
ofters wiederholten Messungen der Fallzeiten, welche einer bestimm-
ten Fallstrecke entsprechen, jene beiden Bestandteile auszusondern.

Bekanntlich *) lautet die Wahrscheinlichkeit, daf ein unter Ein-
fluf einer konstanten Kraft stehendes Teilechen, welches urspriing-
lich vom Punkte z=~5 ausgegangen war, sich nach Ablauf der
Zeit ¢ zwischen den Abszissen x...z 4 dx befinde:

1 _la—biee
— e 402 dm’

2= Di

Y) H. Fletcher, Phys. Rev. 38, 81, 1911. Diese Arbeit bringt eine Ver-
besserung der f’iberleguugen, welche den Verf. zu der unrichtigen, in dieser
Zeitschr. 12, 202, 1911 veroffentlichten Formel (20) gefithrt hatten. Anwendun-
gen jener Theorie: H. Fletcher, Phys. Rev. 4, 440, 1914; C. F. Eyring,
Phys. Rev. 5, 412, 1915,

%} Siehe Fletcher a. a. 0. oder M. Smoluchowski, Bull. Int. de ’Acad.
d. Se. de Cracovie 1913, p. 418 [p. 252 du présent Volume. Ed.).
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wobei ¢ die hei Vernachlissigung dez Brown’schen Bewegungen
durch die konstante Kraft hervorgebrachte Geschwindigkeit, D den
mit Gestalt des Teilchens und Zihigkeit des umgebenden Mediums
zusammenhingenden , Diffusionskoeffizienten des Teilchens® bedeutet.
Die Wahrscheinlichkeit, dall ein solches Teilchen in jener Zeit
durch die Ebene =0 in den negativen Halbraum ibergegangen
sel, ist somit:

Ul = S W(z)dz

und die Wahrscheinlichkeit, daB es wohl zur Zeit ¢ - d¢, aber
noeh nicht zar Zeit # sich unterhalb der Nullebene befinde, ist
offenbar
aU
M(t)dt_ﬁdt
Wird der Exponent in (1) mit y bezeichnet und fihren wir dann
die Abkiirzang

b—ct_
2y D3
ein, so erhalten wir sukzessive: i
2 M@ydt= V—_ Ei e dyds
b—et
Vo
1 dow
—_ - ga %%
Vy_z - dt
B _Q—ap
:—-—ifi e 0 gt
4= Des

Man konnte somit letateren Ausdruck als die Wahrscheinlichkeit
ansehen, daB jenes Teilehen im Zeitpunkte #...¢ - d¢ die Null-
ebene tiberschritten habe. Es ist aber wohl zu bemerken, daB, die-
selbe nicht der bei jener Versuchsanordnung beobachteten Haufigkeit
der Ubersehreitung einer gegebenen Distanz entspricht. Denn man
kontrolliert dabei nicht, ob sich das Teilehen in gegebenen Zeitmo-
menten oberhalb oder unterhalb eines Teilstriches befinde, sondern
man’ pflegt den Zeitpunkt zu notieren, sobald das Teilchen z um
ersten Mal den festen Nullstrich erreicht, und die Berechnung
der Wahrscheinlichkeit fiir eine derartige Fallzeit ist ein wesentlich
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verschiedenes Problem 1). Avsfuhrlicher dargestellt, gibt es fur die
Lageninderung des Teilchens vier Muglichkeiten:

A) fur ¢ ist @ <05  fur ¢t dt st x <0,
B) 5 »n >0 » n n >0,
G » o0 nx2<<h n n » >0,
D) s nos z>0; n n » <0

Eine der Fallbewegung entgegengesefzte Verschiebung im Sinne
von (D) ist fir lingere Zeitriume natiirlich wenig wahrscheinlich,
muf aber fir kurze Zeitintervalle fortwihrend vorkommen, da in
der Formel (1) der EiofluB des ¢ fir ¢ =0 verschwindet. Nun stellt
die Formel (2) das zusammengesetate Resultat dieser vier Moglich-
keiten dar, indem sie die Differenz der Hiufigkeiten (C)— (D)
angibt, wihrend bei jener MeBmethode nur die ersten drei Mog-
lichkeiten beriicksichtigt werden.

Fletcher erwihnt in seiner oben erwihnten Arbeit diesen
Unterschied nicht; seine Berechnungsmethode, welche im Grunde
mit der obigen ubereinstimmt, fuhrt jhn somit dazu, die Formel
(2) als Mal der Wahrscheinlichkeit fir eine Fallzeit ¢ bei jener
Versuchsanordnung anzusehen Auf Grund dessen kommt er weiter
zu dem Schlusse, daf die -durchschnittlich zur Zuriicklegung der

Strecke b erforderliche Fallzeit ¢ groBer ist als die normale, bei
Wegfall der Brown’schen Bewegung zu erwartende Fallzeit, wel-
che .kurz mit ¢ bezeichnet sei, nimlich:

{3) E=§+§.

Um weiter aus den Messungen der ¢ die Intensitit der Brown-
schen Bewegung berechnen zu konnen, ermittelt Fletcher aus

1} Merkwiirdigerweise erklirt keiner der zahlreichen Beobachter, die Mes~
sungen dieser Art vorgemommen haben, nach welcher Methode sie bei Notie-
rung der Fallzeit “vorgingen, falls das Teilchen einmal nach Uberschreitung
eines Teilstriches sich anfangs wieder riickliufiz, der Schwere entgegen, be-
wegte, den eben passierten Teilstrich beim Anfsteigen und dann wieder beim
Herabsinken duorchschritt und spiter den ndichsten Teilstrich e reichte. Wir
wollen annehmen, dafi immer die Zeitpunkté der "erstmaligen Erreichung des
Teilstriches notiert werden. Es 188t sich zwar auch Gleichung (2) anwenden,
was aber ein viel komplizierteres Verfahren zur Berechnung der Beobachtungen
voraussetzt, indem dann die Zeitintervalle fiir rechtlfiufige Durchkrenzungen
als positiv, jene fiir riickliufige als negativ einzustellen wiren.
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jener Formel separat die Durchschuittswerte der Fallzeiten, welche
grofer und jener, welche kleiner sind als #,. Fur die halbe Diffe-
renz dieser beiden Durchschnittswerte ergibt sich die Beziehung:

bo—t 2 —
4 T=t = th e Ve F 2t da,

2 V 2

wobei z eine Abkirzung ist fir

wihrend ihre halbe Summe gleich ist dem allgemeinen Dureh-
schnittswert:

t=30+1).

Durch Entwicklung des Integrals (4) erhilt Fleteher schlieBlich
die Niherungsformel:

be £ 2

) o= ﬁ=i‘yn[‘+4z-”iﬂ--]

welche thm zur Berechuung des D aus den experimentell ermittel-
ten -Werten dient. .

Das in Wirklichkeit vorliegende, oben naher prizisierte Problem
bildet eine Verallgemeinerung einer Aufgabe, welche ich unlingst
bei einer anderen- Gelegenheit ) behandelt habe, nimlich der Be-
stimmung der Wahrscheinlichkeit, daf ein blof der Browun’schen
Beweguncr unterworfenes Teilchen bis zu einem bestimmten Zeit-
punkte eine gewisse, vorher noch nieht erreiehte positive Verschie-
bung erfahre. Hier ist die Sache insofern komplizierter, als noch
der Einfluf der Schwerkraft dazukommt; es lieBe sich zwar die-

Y) M. Smoluchowski: ,Uber durschnittliche maximale Abweichung bel
Brown’scher Molekularbewegnung und Brillouins Diffusionsversuche® Wien.
Ber. 124, 263, 1915 [p. 422 du présent Volume. Ed.]. Die daselbst entwickelte
Formel (1) geht durch den Grenzitbergang -

. . i LR
Luig..m(filr m=_ 1):- b—_né le— O)

ir.x unsere - Formel {8) (fiir ‘den Fall ¢=0) @iber. Daraus witrde man auch auf
einfache Weise die Formel (15) jener Arbeit erhalten.
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selbe direkte Methode anwenden. welche dort zum Ziele fiihrte,
doch ist es weit einfacher, eine andere indirekte SchluBweise zn
henutzen, welehe sich dort als berechtigt erwies und aueh fur den
jetzigen Fall chue weitere Rechnung veraligemeinern liflt. Die -
Formel (1) laBt sich nimlich auch als Verteilungsgesetz fiir eine
Substanz auffassen, welche zu Anfang der Zeit im Punkte z=10
konzentriert war und sodann mit der konstanten. Gesehwindigkeit
¢ zu Boden sinkt, wihrend sie sich gleichzeitig durch Diffusion
.nach Mafgabe des Diffusionskoeffizienten D) allseits verbreitet. Sie
bildet also dus zur quellenmiligen Darstellung erforderliche parti-
kulire Integral der Differentialgleichung ?) fir Diffusion einer
sehweren Substanz, welche lautet:

22y 31;
() r__D Sates,
Wenn wir aber nach der Wahrscheinlichkeit der ,erstmaligen
Uberschreitung der Abszisse r =0 fragen, so handelt es sich um
die Verteilung mit der Nebenbedingung. dab ein Teilehen in dem
Augenblick von der weiteren Betrachtung ausgeschlossen wird,
wenn es in der Nollebene ankommt Eine Illustration gihe bei-
spielsweise die Verteilung von Gummiguttteilchen, welche in schwaeh
angesiuertem wiisserigem Medium suspendiert, vom Punkte x =1/
ausgehen und beim Auftreffen auf eine in der Nullebene befindliche
Glaswand an derselben kleben bleiben 2). Wir bendtigen somit das
Quellenintegral der obigen Differentialgleichung fiir den Fall, daB
in der Nullebene fortwihrend die Konzentration u =10 aufrecht
erhalten wird. Hierfir habe ich folgenden Ausdruck gefunden:

1 & ofx-h) (x-bp® _tabp

(1) g 40T AN {e_".ﬁ" — ¢ ItE‘]A

J =
9]/ Dt

Man tberzeugt sich durch Ausrechnen leicht, daf dureh den-
selben sowohl die Differentialgleichung (6) wie die Grenzbedingun-
gen: w=="0 fir 2 ==0 und w=1»5, erfullt sind, und daB er sich
fir auberst kurze Zeiten #, bei welehen der Einflub der Sehwere
im Vergleich zur Diffusion verschwindet, auf die Gleichung {1)

*} Ebensogut kinnte dieselbe als Darstellung von Wirmeleitung, verbunden
mit konvektiver Stromung in Riehtung der negativen X, interpretiert werden.
%) Siehe z. B. die a. a. O. diskutierten Versuche Btrillouins.
M. Smoluehowski. IL. 31
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reduziert Hieraus ergibt sich schlieflick der von uns gesuchte
Ausdruck fir die Wahrseheinlichkeit, dal das wen ) ausgehende
Teilchen zum erstenmal in der Zeit ¢...# -} d¢ die Nullebene tber-

schreite :
@i
bE i

2uy
8) - Miydt=D|: | dt=
® e (aw)m@ Wabi'

Falls annshernd b = et ist. #lso insbesondere bei Vorherrschen der
Schwerebewegung, verschwindet somit der Unterschied gegeniiber
der Formel (2), fur den entgegengesetzten Grenzfall ergibt jedoch
unsere Formel zweimal so grofie Werte als jene. Aus (8) erhalten
wir nuo an Stelle von (3)— (o) folgende Resultate:

N - b
(9) t= ; = taﬂ
be—it. . J
E B e
wobei gesetzt ist:
b b
2¢D i
{10) J...— d Z== e dy.
at V=
Ve
Fiir den Iall eines kleinen Wertes des Verhiltnisses
2t = f

reduziert sich der letatere Ausdruck dureh Benutzung der Formel:

o e 1
f@"*d!/=ﬁ[l—ﬁ+“-]
«

in erster Niherung auf:
. 2 1 w——21 ’
(11) rzv—tg;[l ———H——;—}—}
Somit sind Fletchers Formeln (4) und () bei Beschriinkung auf

das (Hlied erster Ordnung brauchbar und ihre Mingel zeigen sich
erst in den hoheren Gliedern der Entwicklung. Doch ist die Uber-
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einstimnfung nicht so weitzehend als es den Anschein hat, denn,
falls man jene Formeln in konsequenter Weise benutzen wiirde,
mifte man als normale Fallzeit 7,, in bezug auf welehe die Durch-
schnittswerte ¢, f_ gebildet werden, nicht den Gesamtdurehschnitt
der Fallzeiten 7 sondern den kleineren Wert (3) ansehen, was im
berechneten 7 schon einen Fehler von der Grofenordnung 1/z her-
vorrufen mubte. DaB Fletchers Resultate trowzdem sehr angeni-
hert richtig sind, ist dem Umstande zu verdanken, dab er in seinen
spiteren Arbeiten die unrichtige Gleichuug (8) gar nicht benutzt,
sondern den Wert von £, aus der durchschnittlichen Gesamtfallzeit
dés Teilehens tiber die ganze Skala mittels einfacher Division durch
die Anzahl der Teilstriche berechnet. Unsere Formel (9) beweist,
da$h dieser Vorgang, welcher #quivalent ist mit der Durchselnitts-
bildung der individuellen Fallzeiten tther die einzeluen Skalenteile,
wirklich den richtigen Wert liefert: gleichzeitig treten aher eben
darin die Widerspriiche zutage, welche jene Gleichung (3) in sich
schliefit.

Ubrigens bemerken wir, dafi die normale Fallzeit nicht gleich
ist dem Mittel der Darchschuittswerte ¢, und f_, sondern es gilt
angenihert:

(12) s+ 1) =514 5

Diese Formel findet sich tatstichlich der GréBenordnung nach durch
jene Messungen bestitigt. Die Differenzen zwischen unserer For-
mel (& und Fletehers Formel (2 lassen sich an dem vorliegen-
den Versuchsmaterial leider nicht experimentell kontrollieren, da
die in der ersten Arbeit jenes Forschers angefithrten Messungen
hierzu nicht zahlreich genug sind, wihrend wieder hei den spiite-
ren, viel umfangreicheren Untersuchungen die betreffenden Einzel-
daten nicht mitgeteilt sind.

Im ganzen mufl wohl zugegeben werden. da Fletchers For-
meln eine recht gute Naherang an die im ohigen entwickelte exakte
Theorie bilden. Was aber die Verwertung derartigen Beobachtungs-
materials zur Bestimmung der Broww’schen Bewegung anbelangt,
erscheint ein anderes Rechnungsverfahren rationeller, obwohl es
etwas komplizierter ist, namlich jenes, welches von Weil angege-
ben und auch von Ehrenhaft u a benutzt worden ist. Es stitat
sich auf die von Weil allerdings ohne hinreichende Begriindung

a1¥
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aufgestellie Gleichung 1)
qB, be[E— o)
i13) 2D =" == |
13} D ( i) (7‘) [ 7 )
welche wir durch Entwicklung des Quadrates weiter in die ein-
fachere Form tuberfithren konnen:

i1 1
(14) 20 = b [(t)—?]
Es wirde demnach die Differenz zwischen dem durchschuittlichen
Wert der reziproken Fallzeiten und dem reziproken Wert der
durchschnittlichen Fallzeit ein direktes Maf fiir die Bro wn’sche
Bewegung bilden. An der Hand unseres Verteilungsgesetzes (8)
1aBt sich nun diese Formel leicht verifizieren, indem man in das
zur Berechnung des durchschnittlichen (1/f)-Wertes dienende Inte-
gral die Variable w [vgl. (2)] substituiert und dasselbe durch Ra-
tionalisieren der Wurzelausdriicke und Weglassen der die unpaaren
Potenzen von o enthaltenden Glieder vereinfacht. Es hat somit
WeiB mit jener Formel wirklich das Richtige getroffen. Die Bil-

dung des
1
g

erfordert wohl einen grofleren Rechenaufwand als die Bildung der
2-Werte, doch durften dabei zufillige Fehler den resultierenden
D-Wert weniger beeinflussen als bei Benutzung der Formel (5.
Ubrigens kommt fur den Vergleich jener Versuche mit der
Theorie der Brow n'schen Bewegung noch ein weiterer, namentlich
fiur ultramikroskopische Teilehen wichtiger Umstand in Betracht,
dem wir eine eigene Studie widmen mochten, nimlich der Unter-
schied zwischen der wirklichen und der sichtbaren Bewegung.
Abschliefend sei bemerkt, dal wir im Obigen zwar die prakti-
schen Anwendungen unserer Untersuchung auf die erwihnten Ver-

N E. Weil, Wien. Ber. 120, (2a), 1021, 1911; siehe daselbst 8. 1029,
WaiB nimmt stillschweigend die Vertausehbarkeit von A% mit A%¢ an, wel-
che nicht aligemein giiltig sein kann und woh! nur in diesem Spezialfall gelten
diirfte, wo eine konstante Kraft mitspielt |Cf. Kiassiker der Ex. Wiss., Nr. 207.
p. 149 {note de M. R. Firth). Ed.].
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suche in den Vordergrand gestellt haben, dal uns aber das theo-
retische Intercsse derselben hauptsichlich in dem Zusammenhang
mit dem friher von uns behandelten Wahrscheinlichkeitsproblem
und mit dem Integral der Differentialgleichung (6] zu liegen scheint,

Nmachtrag.
Physikalische Zeitsehrift, XVI Jahrgany, 1915, p. 375.

Nachtriiglich bemerke ich in Nr. 18 dieser Zeitschrift E. Sehrd
dingers Arbeit {p. 289) ,Zur Theorie der Fall- und Steigversu-
che an Teilchen mit Brownscher Bewegung®, in welcher der
Verfasser Resultate entwickelt, die mit den meinigen im wesentli-
chen tbereinstimmen, Hitte ich von diesen, wm einige Wochen
fritheren Berechnungen Schr&dingers gewubt, so wire meine
Notiz wohl ungeschrieben geblieben; immerhin mogen aber die
Unterschiede des Ausgangspunktes und der Darstellungsweise eini-
ges Interesse hieten. Vielleicht konnen solche merkwiirdige Koin-
zidenzen auch als Auzeichen einer Zwangsliufigkeit der wissen-
schaftlichen Entwicklung angesehen werden.
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