XXIX. UBER GEWISSE MANGEL IN DER BEGRUNDUNG
DES ENTROPIESATZES SOWIE DER BOLTZMANN’SCHEN
GRUNDGLEICHUNG IN DER KINETISCHEN GASTHEORIE.

Bulletin International de 'Académie des Sciences de Cracovie, (lasse des Scien-
ces Mathématiques et Naturelles, Série A, 1915, pp. 164—178.

Bei Untersuchungen iber den zweiten Hauptsatz der Wirme-
theorie erscheint es wiingchenswert, zwei oft als gleichwertig ange-
sehene Formen desselben klar auseinanderzuhalten: den Satz von
der Unmbglichkeit des ,Perpetuum mobile zweiter Art“ und den
eigentlichen Entropiesatz. Mit letzterem Namen bezeichnet man mei-
stens den Satz: ,Die Entropie eines abgeschlossenen Systems kann
niemals abnehmen“, mit welchem verschiedene andere wohlbekannte
Formulierungen im allgemeiven dquivalent sind, wie: ,Warme kann
nicht von selbst von niedrigerer zu hoherer Temperatur iibergehen
oder: ,Es ist unmdglich, eine thermische Maschine mit Hilfe einer
einzigen Wirmequelle zu betreiben® oder: ,Es kann keine Vor-
richtung ') geben, welche nichts weiter bewirkt als Hebung einer
Last und Abkihlung eines Wirmereservoirs¥.,

Die Theorie der sogen. molekularen Sehwankungserscheinun-
gen fuhrt bekanntlich zu dem Schlusse, daB der Entropiesatz — in
dem ehen dargelegten Sinne — nicht exakt richtig ist, und die
zahlreichen, betreffs jener Phiinomene in den letzten Jahren ange-
stellten experimentellen Arbeiten haben diesen SchluB vollauf be-

1) Vergl. z. B. M. Planck, Vorlesungen iib. Thermodynamik, p. 86, H.
Poinearé, Thermodynamique p. 120 Planck figt, abweichend von anderen
Autoren, die Einschriinkung hinzu: ,periodiséh funktionierende*, womit aber
wohl keine eigentliche 'Periodizitit im mathematischen Sinne gemeint ist, da
dann der Satz fir die Bediirfnisse der Thermodynamik zu eng gefafit wire;
allerdings wiirde er dann auch von unserem Standpunkt aus streng richtig sein.
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stitigt; bei mikroskopischen Untersuchungen von Suspensionen,
kolloidalen Lisungen u. dergl stiBt man fortwihrend auf Erschei-
nungen’, welche jener kategorischen Fassung des Entropiesatzes
widersprechen. Wie Perrin’s Versuche beweisen, wird beispiels-
weise ein einzelnes, in einer spezifisch leichteren Flussigkeit su-
spendiertes Teilchen durchaus nicht fortwihrend zu Boden sinken,
sondern es wird nach dem Auftreffen auf die untere GefaBiwand
wieder von selbst (auf Kosten der Umgebungswirme) emporsteigen
und wird sieh unter Ausfihrung Brown'scher Molekularbewegun-
geu derartig auf- und abbewegen, daf die Hiufigkeit verschiedener
Hohenlagen e¢inem der Exponentialformel der Aerostatik analogen
Ausdruek entsprechen wird. ihnliches bezieht sich auf die Orien-
tierung magnetisierbarer Teilchen in einem Magnetfelde, die zufilli-
gen Runzelungen einer kapillaren Flussigkeitsoberfliche, die auto-
matisch eintretenden Dichte- und Konzentrationsschwankungen in
Gasen, Losungen u. dergl. 1). Meist handelt es sich dabei nar um
sehr geringfiigige Arbeitshetrige, aber es ist kein Grund vorhanden,
warum sie nicht unter Umstinden jeden beliehigen Betrag erreichen
kénnten.

Wehrend nun mehrere hervorragende Forscher die Existenz
solcher Sehwankungen als vollstindige Widerlegung des IL Haupt-
satzes ansahen und meinten, daB hiedurch die Konstruktion eines
Perpetnum mobile ermoglicht werde, habe ich die Ausicht vertreten,
dab der Satz von der Unmuglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter
Art noch immer zu Recht besteht, wenn man darunter eine auto-
matische, dauernd (oder in regelmiliger Weise} Arbeit liefernde
Vorrichtung versteht 2j. Geenauer gesagt: es lassen sich leicht auto-
matische Vorrichtungen angeben, welche (zufalligerweise) hin und
wieder einen Arbeitsbetrag auf Kosten der Umgebungswirme lie-

') Vergl. die zusammenfassenden Darstelluncen: M. Smoluchowski,
Prace wat. fiz., 23, 187, 1914; Phys. Zeitschr., 13, 1069, 1912 [pp. 226 et 268

. du présent Volume. EZ]; Th. Svedberg, Jahrb. d. Radioakt., 10, 467, 1913;

d. Perrin, Die Atome, Steinkopf, Leipzig, 1914,

%) Vergl. & Lippmann, Rapp. Congr. Int. Phys. Paris 1910 I, p. 546;
Th. Svedberg, Zeitschr. f. phys. Chem. 59, 451, 1907; W. Ostwald,
Zeitschr. {. phys. Chem., 57, 383, 1906; F. Richaraz, Sitzgsber. Natwiw. Ges.
Marburg 1907, p. 188; M. Smoluchowski, Phys, Zeitschr. 18, 1078, 1912;
Yortrige . d. kinet. Theorie d. Materie, Teubner 1914, p. 117 [pp. 226 et 361
du présent Volume. Ed.].
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fern wirden, doch kann ein solcher Prozeff nicht regelmifig vor
sich gehen, und die pro Zeiteinheit eatfallende, durchschnittliche
Arbeitsleistung sinkt fir unendlich lange Zeitdauer zu Null hinab:

Lim 4_ 0.
=0 1 .
Diese Behauptung wird durch die Darlegungen der statistischen
Mechanik begriindet; auch kann man, wie ieh a. a O. gezeigt habe,
ohne Rechnung verstehen, wieso die Konstruktion eines Perpetunm
mobile gerade durch die Allgemeinheit und Zufiilligkeit der Schwan-
kungen vereitelt wird.

Nun wird aber einerseits der Entropiesatz in der Thermodyna-
mik allgemein als exaktes Aquivalent des Satzes vom ausgeschlos-
senen , Perpetaum mobile zweiter Art“ angesehen, andererseits wird
er bekanntlich auch auf ganz anderer Gruudlage in der kinetischen
Gastheorie mittels des Boltzman n’schen H-Theorems bewiesen.
Daher mochte ich im nachfolgenden einige Erginzungen zu mei-
nen fritheren diesbeziiglichen Ausfilhrungen geben, um an der Hand
unserer jetzigen Erfahrungen etwas eingehender die Mingel zu
erdrtern, welche' jenen zwei Ableitungen des Butropiesatzes anhaften,
und gewisse, groflenteils schon von anderen Autoren geiuBerte kri-
tische Bemerkungen in etwas nachdricklichere und anschaulichere
Form zu fassen.

Was den ersten der beiden in Betracht zu ziehenden Gesichts-
punkte anbelangt, so erledigt sich .die Sache in sehr einfacher
Weise. Wir erhalten zwar den Satz ven der Unmoglichkeit' des
Perpetuum mobile aufrecht, aber es ist klar, daf man daraus noch
nichts beziiglich der in endlichen Zeitriumen ablaufenden Prozesse
schlieflen kann, wenn nicht noch gewisse weitere Voraussetzungen
betreffs der Bedingungen eingefithrt werden, von denen letatere
abhingen. Tatstichlich laufen bei der Ableitung des Entropiesatzes
eine Menge Annahmen mit unter, die man meist als selbstverstind-
lich betrachtet und gar nmicht eigens hervorzuheben pflegt.

Das Wesentlichste jedoch, das eigentliche punctum saliens der
hier in Rede stehenden Frage, ist jedenfalls die Annahme, dal der
Verlauf eines jeden physikalischen Prozesses durch die makrosko-
pisch beobachtbaren - Parameter des Systems (Druck, Temperatur,
Konzentration u. dergl) eindeutig definiert sei, Es wird somit die
Existenz einer funktionellen Beziehung zwischen den physikalisch
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beobachtbaren Griflen angenommen, und dies charakterisiert die
Anschanungsweise der klassischen Physik, welche z. B. von Mach
vertreten wird und welche wir als physikalischen Determinismus
bezeichnen konuen. Demzufolge wiirde es gewisse Parameterwerte
gehen, welche einem zeitlich unveranderlichen Gleichgewichtszustand
entsprechen, wihrend eine noch so kleine Abweichung von den-
selben einen einseitigen Ablanf des Prozesses, entweder im Sinne
einer Arbeitsleistung oder einer Warmeentwicklung nach sich zieht.
Diesem idealen Standpunkt der klassischen Thermodynamik steht
die Anschauung der Molekulartheorie gegeniber, der zufolge jene
Angaben nicht gentigen, sondern die Festsetzung der verborgenen
Mikro-Variabeln, d. i. der Anfangskoordinaten und Geschwindigkei-
ten simtlicher Molekiile (bezichungsweise Atome, Elektronen, even-
tuell auch des Anfangszustandes des elektromagnetischen Feldes)
erforderlich ist, um den Verlauf eines molekularen Prozesses fir
alle Zukunft eindentig zu bestimmen. Binem und demselben beoh-
achtharen Zustand entspricht eine unendliche Mannigfaltigkeit von
Mikrozustinden und entsprechenden zeitlichen Entwickelungsrich-
tungen, und da die zugrunde liegenden Mikroursachen mit unseren
Hilfsmitteln nicht wahrnehmbar sind, nimmt das physikalische Ge-
schehen teilweise den Charakter des Zufilligen an. Der durch-
schaittliche Verlauf entspricht den thermodynamischen Gesetzen, -
aber ein jedes individuelle System wird gewisse, mituuter sehr
erhebliche Abweichungen aufweisen, die eben als zufillige Schwan-
kungen bezeichnet werden. Dieses indeterministische Moment ist
wohl der fur den Philosophen wesentlichste, der Thermodynamik
und tberbaupt den Anschauungen der klassischen Physik diametral
entgegengesetzte ) Grundzug der modernen Molekularkinetik, gegen-
ther welchem alle Spiezalfragen (itber mechanische oder elektrische
Natorerklarung w. s. w.) von relativ untergeordneter Bedeutung
sind. Die von Belmholiz entwickelte Theorie der zyklischen
Bewegungen filllt demgemiB noch ganz in das Gebiet der klassi-
schen Physik, da die verborgenen Bewegungen dabei nur zur Ver-
sinnlichung von Kraftwirkungen dienen, die sich in deterministischer

* Allerdings wire es denkbar, da8 die Angabe des augenblicklichen mi-
kroskopischen Znstandes eines Systems sich dureh die Kenntnis der gesamten
makroskopischen Vorgeschichte desselben ersetzen a8t und daB sich s0 ein
Determinismus in erweitertem Sinne sufrecht erhalten lieBe.

M. Smoluchowski. IL 30
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Weise als Funktionen beobachtbarer Parameter darstellgu lassen
und da den zyklisehen Koordinaten kein unmittelbarer Emﬂfxﬁ auf
die beobachtbaren Erscheinungen zukommt. Demgegeniber ist das
Charakteristische der modernen Molekularkinetik, welches durch
die experimentellen Forschungen iber Br'own‘sche Molekulfar?)e-
wegung und die ibrigen Schwankungserscheinungen so handgraﬂl(?h
erwiesen worden ist, gerade in dem Zutagetreten des Zufalls in
den becbachtharen Phinomenen zu suchen. In augenfilliger Weise
iritt diese Rolle des Zufalls anch in den verschiedenartigen FEr-
scheinungen labilen Gleichgewichis hervor, .wie.Al‘lslasung von
" {bersattigang, Uberhitzung, Bildung von Krls_talhsanonskemen u.
dgl.; moglicherweise ist auch das ganze Gebiet der turbulenten
Flussigkeitshewegungen von diesem Stanﬂpunk.t zu behandeln. D.a
aber jene Phinomene, ebenso wie die radioaktiven Zerfallserschei-
pungen und Ahnliches, auBerhalb des eigentlichen Anwendungsge‘-
bietes der Thermodynamik liegen, ist hier der Widersprach mit
den klassischen Anschauungen nicht so auffallend wie bei den auf
das thermodynamische Qleichgewicht -beziiglichen Schwankungs-
erscheinungen. ) -

Wird nun einmal auf Grund jener Tatsachen zugegeben, daf
es physikalische Prozesse gibt, deren Verlauf nicht eindeutig durch
die makroskopischen Parameter bestimmt wird, welche die - Ther-
modynamik als allein mabgebend ansieht, sondern dal noch un.be~
kannte verborgene Kinflisse wesentlich mitspielen, so ist leicht
ersichtlich, daB der Begriff der thermodynamischen K-_reispro?esse
gegenstandslos wird und dab die ganze Argumentation, mittels
welcher man den Entropiesatz aus dem Satz vom ausgeschlossenen
Perpetaum mobile abzuleiten pflegt, ihren Halt verliert. Der Entro-
piesatz wird so seines kategorischen dogmatischen Charakters ent-
kleidet; er gilt, ebenso wie sdmiliche auf ihn gestiitzten mat\hen}a—
tischen Folgerungen, fir individuelle Systeme nur angenihert; nimlich
insofern als man den Einflu der zufalligen Schwankungen igno-
rieren darf. :

Wenden wir uns nun zum Boltzmanw’schen H-Theorem, so
ist auech Hhier derselbé Binwand in veranderter Form zu erheben.
Es haben namentlich Burbury und P. u. T. Ehrenfest?) auf

1) Betreffs Litersturangaben verweisen wir auf den Artikel von P. u. T
Ehrenfest in der Enzyklopidie d. math. Wiss, IV. 2, IL
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das Hypothetische in dem ,StoBzahlansatz* hingewiesen, anf wel-
ehem die Ableitung des H-Theorems sowie jener allgemeinen
Boltzmaunn'schen Grundgleichung hasiert, die sowohl der ilteren
Gastheorie wie auch den neueren Hilbertschen Untersuchungen
zugrunde liegt. Jene Gleichung lautet bekanntlich im Falle der
Abwesenheit fuBerer Krafte: ‘

W F+esirnd Hi¥ = (o rrgrasiea
EratE 179;2/ 9z Ji— g e

and zwar bedeutet 7dvdw die Anzahl von Molekillen, weleche zur
Zeit ¢ in dem Volumelement do’enthalten sind und die Geschwin-
digkeitskomponenten

o gtdE . qtdnl.. L+t

besitzen; es ist also im allgemeinen als Funktion der sieben Va-
riabeln =, y, 2, £, 7, {, ¢ anzusehen und wird im Falle eines sta-
tiondiren Zustandes meist in der Form

3
® fdvdw=nl/(§) e (L0 E 0y ay by B4 Jduo
angenommen, wobei n die Gesamtzabl der in dv befindlichen Mo-
lektle bedeutet. Klarer tritt die Bedeutung jener Gleichung hervor,

wenn man sie in der verallgemeinerten, auf einen Raum von be-
liebiger Gestalt bezogenen Form darstellt: '

3) %ffdv +ff(nN)dS=f(F' — F)do,

in weleher (vN) die zum Oberflichenelement ¢S normale, von

* innen nach aufen gerichtete Komponente der Molekulargesehwin-

digkeit, F und F eine Abktirzung fiir die beiden Bestandteile des
Integrals der Gleichung (1) bezeichnet. . )

Diese Gleichung dritckt also die Tatsache aus, daB die Zunahme
der Zahl von Molekitlen einer bestimmten Bewegungsart innerhalb
eines gegebenen Volums teilweise davon herrithren kann, daf mehr
Molektle durch die Begrenzungsfliche ein- als austreten (das Ober-
flachenintegral), teilweise davon, daB infolge der mit den Zusam-
menstdfen verbundenen Geschwindigkeitsinderungen mehr Mole-
kile in die betreffende Geschwindigkeitskategorie eingeteilt als

30¢
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aus derselben ausgeschieden werden (das Raumintegral auf der
rechten Seite).

In der Gastheorie wird f als stetige Funktion der Zeit und
der Lage angesehen, indem man annimmt, daf die auf jedes Vo-
lumelement dv und Geschwindigkeitselement dew entfallende Mole-
kiilzahl unermeBlich groB ist, und diese anscheinend bedeutungslose
Ungenanigkeit ist wohl die eigentliche Quelle aller mit dem
H-Theorem zusammenhingenden Streitfragen. Dirfte man nidmlich
jene Zakl als uuendlich annehmen, so miifte man wobl auch die
strenge Gltigkeit jener Gleichung zugestehen, da dann die Sehwan-
kungen verschwinden wirden. In Wirklichkeit findern sich aber
die Molekiilzahlen in diskontinuierlicher Weise, und ist (3) eigent-
lich durch eine Differenzengleichung zu ersetzen:

@ A(SFdo) + AL(S, — S) = At S(F" — F)do,

in welcher S, und S, die Bestandteile des Oberflichenintegrals in
(3) bedeutet, welche den ein- und - austretenden Molekilen entspre-
chen. In einer solehen (auf ein individuelles System bezogenen)
Gleichung duirfen offenbar die 4¢, ebenso wie dv» und dup, nicht
unendlich klein gemacht werden!), und damit entfallen manche
falsche Folgerungen, die an die Form (1) gekniipft worden sind.

Auch in der Form (4) ist jedoch die (leichung fiir individuelle
Systeme nicht gendu richtig, und zwar wegen der Schwankungen,
welche mit der Diskontinuitit der f in ursichlichem Zusammen-
hang stehen. Was vor allem den viel hesprochenen ,Stofizahlan-
satz¢ anbetrifft, der in den Gliedern F’, F zum Ausdruck kommt,
50 hat schon seinerzeit die Diskussion zwischen Boltzmann und
Burbury klargemacht, daB er die Annahme einer eigenen Hy-
pothese voraussetzt, welche meist als ,Hypothese der molekularen
Unordnung® bezeichnet wird. Zufolge dieser gibt der Stofizahldn-
satz zwar nicht die wirkliche, sondern die wahrscheinliche Stofizahl
an, aber die wirkliche ist von jener jederzeit nur aunferordentlich
wenig vérschieden. Den ersten Teil dieser Behauptung hat -na-
mentlich Jeans — unter der Voraussetzung eines verdiinnten
Gases, welche auch hier stillschweigend angenommen werden soll —

) Analoge Einschrinkungen gelten allerdings fiir jede Arxt statistischer
Darstellungsweise mittels kontinuierlicher Funktionen; hier aber ist die Sache
aus weiter unfen zu besprechenden Griiden besonders bedenklich.
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ausfithrlich begriindet. Was aber den voraussichilichen Grad der
Abweichung anbelangt. so hingt derselbe ganz von den nitheren
Umstinden. insbesondere von. der Grobe der Volum- und Zeitele-
mente ab, auf welche mam jene Gleichung anwendet. Diesbeziiglich
wollen wir Folgendes bemerken. Wie P. u. T. Ehrenfest sich
treffend ausdriicken, ist die wirkliche Zahl der Zusammenstofle
eines der 7 Molekiile mit den f; Molekilen durch die Anzahl der

im Raume gbdbdedi ,bereitstehenden® Molektile der letzteren Art

gegeben. Nun wissen wir aber 1), daB, selbst wenn systematische
Abweichungen ausgeschlossen sind, die rdumliche Anordnung der
Molekiile im allgemeinen ungleichformig ist, so daB die mittlere
Dichteschwankung gleich ist der Wurzel aus der Molekilzahl. In
analoger Weise mull also die wirkliche StoBzahl um den durch-
schnittlichen Wert:

v=Atdw T Fdv
umherschwanken, so daB die mittlere Schwankung Jv betragen
wird. Letateres gilt tbrigens nur fir den Fall, wenn es sich um

Zehlen |'» handelt, welche geringfiigig sind im Vergleich zu der
Gesamtzahl der Fdvdw Molekile; sonst kompliziert sich die Sache

" dadurch, daB jene Abweichungen auf die Verteilung der Molekular-

geschwindigkeiten zurtickwirken. Ahuliches gilt von dem Gliede
F’ und ebenso auch von den S-Gliedern?). Dafi die letsteren
Schwankungen ausfithren miissen, ist leicht einzusehen; man bedenke
nur, daf im Oberflichenintegral fir S die mathematisch gar nicht
definierbaren Werte von f einzusetzen wiren, welche diese Funk-
tion in Punkten der Oberfliche annimmt, und daf der Ersatz der-
selben durch die fir Volumelemente giiltigen f-Werte zufillige
unregelmiflige Abweichungen bedingen muf.

Die Gesamtinderung der Anzahl von Molekilen einer bestimm-
ten Kategorie setzt sich also aus vier paarweise zusammengehdrigen

%} M. Smoluchowski, Boltzmann-Festschrift, p- 626 (190%) [Vol T,
p 421 Ed]; R. Lorenz u. W. Eitel, Zeitschr. £ phys. Chem. 87, 293, 434
{19145,

*) Fir letstere wire die J» Formel nur unter gewissen weiteren Voraus-
setzungen hetreffs der Grofe der freien Weglinge giiltig. Sie scheint mit der
weiter unten angefithrten Spezialformel (b) nicht vereinbar zu sein, doch ist
dieser Widerspruch nur scheinbar, wie eine nihere Analyse des Diffusionsvor-
ganges fiir den Grenzfall kurzer Zeiten dartut.
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Bestandteilen zusammen, welche unabhingig voneinander unregel-
miiflige Schwankungen ausfithren; die denselben entsprechenden
prozentuellen Fehler sind im allgemeinen desto grofer, je kleiner
dv, diw, At angenommen werden, dagegén wachsen die absoluten
Fehlerbetrige mit Zunahme jener Grofen. Diese Schwankungen
sind dasjenige, was von den Gliedern der Differentialgleichung im
Spezialfall thermodynamischen Gleichgewichtes allein tibrig bleibt;

daher sind die diesbeztiglichen Sehlusse, die ‘man unter Vernach-

lassigung derselben und unter Annahme

of
5 ="

gewinnt, mit besonderer Vorsicht zu behandeln.

Ein Beispiel '), welches man als hierher gehorigen Spezialfall
auffassen kann, habe ich unlingst einer eingehenden theoretischen
Behandlung unterzogen, da sich hier die Moglichkeit bot, die be
treffenden Formeln an Svedberg’s Versuchen experimentell zu
verifizieren, nimlich die zeitlichen Anderungen der Gesamtzahl von
Emulsiousteilchen, welche sich in einem gegebenen, optisch abge-
grenzten Volumen befinden. Eigentlich ist dasselbe mit der verall-
gemeinerten Boltzmann'schen Grundgleichung #) in Parallele zu
stellen, welche sich auf ein Gemisch von zweierlei Molekiilarten
(Emulsionsteilehen und- Molekile des umgebenden Mediums) be-
zieht. Es ist insofern besonders einfach, als die verschiedenen Ge-
schwindigkeitskategorien nicht unterschieden werden, also die
Schwankung der Glieder £ wegfillt, so dal sich die Wahrschein-
lichkeit fiir den Eintritt einer bestimmten Anderung der Teilchen-
zahl (Z fdv) durch blofe Ermittelung. der Schwankungen der Glieder
S berechnen lafit. Unter anderem ergibt sich dabei die Grife der
mittleren, in der Zeit # eintretenden Schwankung jener Anzahl:

®) Va=Vauvp,

wo » die normale Gesamtzahl der Teilchen, P einen mit Gestalt
und Gréfie des Volums sowie mit der Linge der Zeit ¢ und mit
der Grofle des Diffusionskoeffizienten der Teilehen zusammenhin-

) M. Smoluchowski, Wien, Ber. 123, 2381, 1915 [p. 399 du présent
Volume. Ed.].

*) Vergl. z. B. L. Boltzmann, Gastheorie, I, pp. 114, 115.
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genden Ausdruck bedeutet. Dies ist also ein einfacher Spezialfall, .
in welchem man die Divergenzen zwischen dem wirklichen und
dem dureh Boltzmanun's Gleichung geforderten Verhalten theore-
tisch und esperimentell bis ins Detail verfolgen kann.

Das hisher Gesagte dient nur zur niheren Erliuterung der
Behauptung, dall das Verhalten eines individuellen Gassystems
durch die Grundgleichung (4) nicht in richtiger Weise beschrieben
wird und daB es sich iberhanpt auf Grund der Kenntnis der
/- Verteilung nicht deterministisch voraussehen lasse. Daritber waren
sich ihrigens schon Boltzmann, Jeans u. a klar, wenn sie
auch meinten, dafl die Abweichungen immer prakiisch unmerklich
klein bleihen mufiten.

Nun wollen wir noch die Frage berithren, ob wenigstens das
wahrscheinlichste (Boltzmann, Jeans) oder das durchschnittli-
che (Jeans) Verhalten eines Gassystems durch jene Gleichung
exakt dargestellt wird. Um diesen Aussagen einen klaren Sion
beizulegen, ist es wohl physikalisch am treffendsten, wenn man sie
auf eine Zeitgesamtheit bezieht, also auf eine unendliche Schar
analoger Glassysteme, deren Anfangslagen in makroskopischer Hin-
sicht gleichwertig, in bezug auf die verborgenen Variabeln aber
nach MaBgabe der Haufigkeit des Vorkommens wihrend der Ent-
wicklnngsgeschichte des betreffenden Systems (innerhalb unendlich
langer Zeitriume) verteilt sind. Dafl nun jene Gleichung die wahr-
scheinlichste Verinderung der f~Werte tatsiichlich richtig angibt,
vorausgesetzt, daB es sich um ein verdinntes Gas handelt, kann
man wohl auf Grund der Jeans'schen Untersuchung?) als gesi-
chert betrachten.

In dem oben erwihnten, explizite berechneten Spezialfall labt
sich aber nachweisen, daB die unter Berticksichtigung der Schwan-
kungen ermittelte durchsehnittliche Anderung der Teilchenzahl eines
gewissen Volums gleich ist

® f=@—nPp

wo » die normale, n die augenblicklich vorhandene Teilchenzahl
bedeutet, und dafl dies Resultat tatsiichlich mit der gewshnlichen —
ohne Ricksieht auf Schwankungen entwickelten — Diffusionstheo-
rie tibereinstimmt, welche sich anderseits bekanntlich als spezielle

%) G~ H. Jeans, Dynamical Theory of Gases, 1904, §§ 62—66.
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Anwendung der Boltzmann’schen Grundgleichung darstellen 1aft.
Hier eutspricht diese Gleichung also anch dem durchschnittlichen
Verhalten des Systems.

Es erscheint iibrigens von vornherein recht plausibel, daf man
die Schwankungen in den Molekilzahlen der Kategorien f und 7
als voneinander unabhingig betrachten kann, falls die Elemente
dv, die gentigend klein gewihlt werden, und ‘dal somit ihr Einfluf,
wie auch der Einfluf der Anordnung im Stofiraum, bei der Durch-
sehnittsbildung #iber analoge Glieder der Gleichungen (4) verschwin-
det, indem die Relationen gelten:

i=v(ltd=w; an =20 (LF0)1F 0)=0wv"

Im Zusammenhang damit erscheint es. mir bemerkenswert, daff
sich ein analoges Resultat leicht nachweisen liBt, wenn es sich
nicht um zwei gewisse Molekiulkategorien, sondern um siimtliche
Zusammenstfe der in einem gegebenen Raum enthaltenen Mole-
kile handelt. Um die Ungleichformigkeit der Verteilung derselben
zu beriicksichtigen, zerteilen wir jenen Raum in geniigend kleine,
gleich grofie Volumteile, welchen die wirklichen Molekilzahlen n
entsprechen mogen. Wiare nun die Zahl der Zusammensttfie in
einem solchen Element proportional mit % wie meist angenommen
wird, so wiirde sich infolge der Relationen:

3:0, 2=

ein Einfluf der Dichteschwankungen ergehen, im Sinne der Glei-
chung

7?:412(1 +§)=02+u'

Nun ist aber klar, daB die StoBzahl, genau genommen, nicht mit
- n? proportional ist, sondern mit #{z — 1), da ja ein hervorgehobe

nes Molektl nicht mit sich selber, sondern nur mit den ibrigen -

(» —1) Nachbarn kollidieren kann. Der Durchschnittswert von
n(n —1) ist aber genau gleich #%, also ist die Behauptung als
streng richtig erwiesen: daf die durehschnittliche Stofzahl propor-
tional ist mit dem Quadrat der durchschuittlichen Molekiilzahl, wie
es auch der Stofizahlansatz verlangen wiirde. 4
Die Boltzmanun’sche Grundgleichung fiir die Verteilungsfunk-
tion 7 scheint also (fir verdionte Gase) streng richtiz zu sein,
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wenn man sie als Mittel zur Bestimmung des durchschnittlichen
Wertes jener GroBe auffalt. Im allgemeinen werden aber — ebenso
wie bei den erwilhnten Ungleichformigkeiten der riumlichen Mo-
lekiilverteilung — positive und negative Schwankungen von 7 gleich
wahrscheinlich sein. und es wird der Durchschnittswert mit dem
wahrscheinlichsten zusammenfallen, so daB hier beide Bezeichnungs-
weisen gleich herechtigt sind.

Unsere kritischen Bemerkungen gelten jedoch in verstiirktem
Mafi von der verallgemeinerten Gleichung 1), mittels welcher Boltz-
mann die Anderung eines Ausdruckes

Sotnrae

berechnet, sowie von dem Boltzmann’schen H-Theorem, welches
sich auf die zeitlichen inderungen der Grobe

H::ff'logfdv

bezieht. Es ist offenbar unrichtig. das H-Theorem auf ein indivi-
duelles System anzuwenden. Selbst wenn es sich um ein abge-
schlossenes, im Znstand thermodynamischen Gleichgewichtes befind-
liches System handelt, wird das dem EinfluB der Zusammenstse
entsprechende Glied im allgemeinen niecht Null sein, sondern es
wird unregelm#Bige Schwankungen sausfithren und nach Mafigabe
derselben wird sich die Funktion H mehr oder weniger weit vom
Normalwert entfernen.

Aber wir gehen noch weiter und behaupten: das H-Theorem
ist auch auf eine unendliche Schar von Systemen nur in dem Sinne
anwendbar, daB es die wahrseheinlichste ?), aber nicht die durch-
schnittliche Entropieinderung angibt. Es ist zwar der wahrschein-
lichste oder normale Wert von 7 gleich dem Durchschnittswerte 7,
aber das Mittel von f log s ist nicht gleich 7 log f, sondern klei-
ner. Auch ohne Rechnung ist verstindlich, daf die durchschnittli-

9 Vgi. L. Boltzmann, Gastheorie, 1. Bd,, § 17.

%) Moglicherweise geht schon diese Behauptung zu weit; sicher ist der
resuliierende Endzustand der wahrscheinlichste, aber es wire noch zu unter-
suehen, ob auch die GréBe von dHd¢ die wahrscheinlichste ist. DaB die letz-
tere (gegen Jeans' Behauptung, a. a. O., § 67) nicht dem durchschnittlichen
Werte entsprieht, ersieht man schon aus der Betrachtung des Endzustandes.
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che Entropie in dem mit unaufhirlichen Schwankungen behafteten
Zustand thermodynamischen Gleichgewichtes kleiner sein muf als
der Normalwert, welcher der gleichformigen Verteilung der Mole-
kile im Raume !) und dem Maxwell'schen Geschwindigkeitsgesetz
entspricht und welcher aus dem H-Theorem als Endzustand resul-
tieren wiirde, und zwar eben deshalb, weil letzterer Wert ein Ex-
trem hildet, das groBer ist als bei irgend einer anderen Verteilung.

Dieses, den tiberlieferten Vorstellungen so sehr widersprechende
Verhalten der Entropie wird durch eine spesielle Schwankungser-
scheinung klar illustriert, n#imlich durch die eingangs erwihnten
Lageinderungen eines in einer Flissigkeit befindlichen, sedimen-
tierten Emulsionsteilchens. Ist die Dichte ¢ desselben grifer als
jene des umgebenden Mediums ¢, so entspricht die niedrigste
Lage, am Boden des Gefiifles, dem maximalen — oder eigentlich
qextremen — Wert der Entropie des avs Teilehen und Flussig-
keit bestehenden Systems. Es ist auch wirklich die wahrschein-
lichste, d. i. die durch gréBte Huufigkeit ausgezeichnete Lage, und
doch ist es ganz unwahrscheinlich, daf das Teilehen in jener Lage
dauernd verbleibe; wie die Versuche von Perrin, Iljin, West-
gren u. a. schlieBen lassen, wird dasselbe infolge der Schwankun-
gen wieder automatisch ein Stuck emporsteigen, wieder herabsin-
ken u. s. w. und wird sich durchschnittlich innerhalb langer Zeiten
in einer gewissen mittleren Entfernung vom Gefilboden authalten,
die durch die Formel

~ 4N.a'n(e — ¢)g
bestimmt ist, so dal der durchschniitliche Entropiewert um
= H

8) Sa— S = ¥
geringer ist als der theoretische extreme Normalwert. Im allgemei-
nen ist sonst die Sache noch insofern komplizierter, als aunch die
Geschwindigkeitsschwankungen mitspielen und dabei die willkiir-
lichen Festsetzungen betreffs der Grife der Elemente dv, dw von

wesentlicher Bedeutung sind, aber qualitativ' gilt dasselbe wie in”~

dem - obigen Spezialfall

) Darauf habe ich schon 1904 an einer anderen Stelle aufmerksam ge-
macht (Boltzmann- Festschrift, p. 628) [Vol. I, p. 424, Ed].
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AbschlieBend kénnen wir also sagen: das H-Theorem bildet
keinen Beweis des thermodynamischen Entropiesatzes; die irrigen,
diesbeztiglich verbreiteten Ansichten entstammen einer Verwechs-
lung des wahrscheinlichsten mit dem wirklichen Verhalten oder,
was auf dasselbe herauskommt, der irrigen Annahme. daB der Stof-
zahlansatz jederzeit das aktuelle Verhalten genau richtig darstelle 1).

In Wirklichkeit konunen drei Stadien unterschieden werden.
falls der Anfangszustand des Systems durch einen anormal niedri-
gen Wert der Entropie charakterisiert ist: eine Zeitlang nimmt sie
mit grofter Wahrseheinlichkeit zn (Stadium A), ungefabr so lange
nimlich, bis sie sich dem stationsiren Durchschnittswerte nithert;
dann folgt ein Stadium B ann#hernd stationdren Zustandes, in wel-
chem die Entropie unregelmuBige Sehwankungen erfihrt, aber nicht
weit von dem (am hiufigsten vorkommenden) Extremwert entfernt
bleibt, mitunter miissen aber schlieBlieh auch wieder Anderungen
eintreten, die zum urspriinglichen Zustand zuriickfihren (Stadium
(), so zwar, daf die Entropie im Laufe unendlich langer Zeiten
ebenso oft zu- wie abnimmt Dem Stadium A4 entspricht der ther-
modynamische Irreversibilititsbegriff, dem Stadium B der Anwen-
dungshereich der tblichen Thermodynamik auf reversible Prozesse.
DaB sber das Stadium C im allgemeinen nur bei mikroskopischen
Untersuchungen zum Vorschein kommt und fiir die Beduirfnisse
der Praxis meistens ignoriert werden darf, rithrt daher, daB die

‘durchschnittliche Léinge der Wiederkehrzeit fitr makroskopische

Verhéltuisse im allgemeinen aullerordentlich groff ist.
Selbstverstindlich soll die praktische Wertschitzung der Ther-
modynamik durch diese Ausfihrungen gar nicht berithrt werden;
sie richten sich nur gegen die in der Wissenschaft herrschende
Tendenz zur Dogmatisierung und Idealisierung ) derselben als eines

!} Formuliert man dié mit der Begriindung des StoBzahlansatzes zusammen-
hingende Hypothese der molekularen {oder ,elementaren®) Unordnung in der
canz allgemeinen Art: daB auf einen unwahrscheinlicheren Zustand immer ein
wahrscheinlicherer folgen miisse, so tritt deren logische Unzuliissigkeit klar
hervor, denn der Begriff der Wahrscheinlichkeit erfordert an und fiir sich schon
das Aunftreten von Ausnahmsfillen.

%) In letsterer Hinsicht — wenn auch vielleicht nicht in bezug auf das
Wesen. der Sache — stehen sie auch in einem gewissen Gegensatz zu dem
Standpunkt, welchen Planck in seinen schénen Columbia-Vorlesungen vertrat
(siche aueh H. Witte, Phys. Zeitschr. 11, 1005, 1910).
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unumstéBlichen Grundprinzipes. Interessant ist, dal auch die An-
schauungen Boltzmanun’s, des Urhebers all dieser Ideen, eine
gewisse Evolution durchgemacht haben, da er urspriinglich an den
'lausius’schen Wirmetod glaubte [Popul. Schriften, p. 33 (1886)]
sowie an die mechanische Notwendigkeit des Stofizahlansatzes (Wien.
Sitz-Ber. 63, 711, 1871; vgl. Ehrenfest a. a O, p. 19) spiter
aber, namentlich in der Diskussion mit Burbury und mit Zer-
melo, auch die Moglichkeit der negativen Anderungen der Entro-
pie behauptete und den Stobzahlansatz als Wahrscheinlichkeitssatz
erkannte. Unsere Ausfithrungen sind nur eine konsequente Weiter-
entwickelung dieser Gedanken.
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XXX. NOTIZ UBER DIE BERECHNUNG DER BROWN-
SCHEN MOLEKULARBEWEGUNG BEI DER EHRENHAFT-
MILLIKAN’SCHEN VERSUCHSANORDNUNG.

Physikalische Zeitschrift, XVI Jshrgang, 1915. pp. 318—321.

In Anbetracht der Wichtigkeit, welche die Messungen von
Millikan, Fletecher u. a. fur die Begrindung der Elektronen-
theorie erlangt haben, sowie der noch immer ungeltsten Streitfrage
nach der Erklirung der denselben widerstreitenden Versuche Ehren-
haft’s, mag es von Interesse sein, einen gewissen Funkt der dar-
auf beziiglichen, insbesondere von Fleteher 1) ausfihrlicher ent-
wickelten' mathematischen Theorie klarzustellen, wenn sich auch
zeigt, dafl die Schlufiresultate der betreffenden Untersuchungen durch
diese Berichtignng nieht wesentlich geiindert werden. Es handelt
sich nimlich um die Aufgabe, die Kombination von Fallbewegung
und Brown’scher Bewegung mathematisch darzustellen und aus
ofters wiederholten Messungen der Fallzeiten, welche einer bestimm-
ten Fallstrecke entsprechen, jene beiden Bestandteile auszusondern.

Bekanntlich *) lautet die Wahrscheinlichkeit, daf ein unter Ein-
fluf einer konstanten Kraft stehendes Teilechen, welches urspriing-
lich vom Punkte z=~5 ausgegangen war, sich nach Ablauf der
Zeit ¢ zwischen den Abszissen x...z 4 dx befinde:

1 _la—biee
— e 402 dm’

2= Di

Y) H. Fletcher, Phys. Rev. 38, 81, 1911. Diese Arbeit bringt eine Ver-
besserung der f’iberleguugen, welche den Verf. zu der unrichtigen, in dieser
Zeitschr. 12, 202, 1911 veroffentlichten Formel (20) gefithrt hatten. Anwendun-
gen jener Theorie: H. Fletcher, Phys. Rev. 4, 440, 1914; C. F. Eyring,
Phys. Rev. 5, 412, 1915,

%} Siehe Fletcher a. a. 0. oder M. Smoluchowski, Bull. Int. de ’Acad.
d. Se. de Cracovie 1913, p. 418 [p. 252 du présent Volume. Ed.).
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