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bel eioer anderen, auch sehr hutbschen Versuchsanordnung getan
hat 1); allerdings geht hierbei die Eiufachheit der Methode ver-
loren.

1) A. Westgren, Zeitschr. fiir phys. Chemie, 89, 63 {1914). Westgren’s
mathematisehe Darstellung der Diffnsion der Teilchen, die sich an einer Ge-
fiBwand abgesetzt hatten und sodann von dort aus in die leere Fliissigheit
suriickdiffundieren, ist ganz richtig, falls — wie fitr seine Versuehe wohl anzu-
nehmen — die Dicke der urspriinglich sedimentierten Schichte gering ist. Wiirde
es sieh um eine dickere Schichte handeln, so wiren Korrektionsglieder einzu-
fithren, die eine gewisse Anniherung an die Formel (17) bewirken wiirden.

XXVIL. MOLEKULARTHEORETISCHE STUDIEN UBER

UMKEHR THERMODYNAMISCH IRREVERSIBLER

VORGANGE UND UBER WIEDERKEHR ABNORMALER
ZUSTANDE.

Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften in Wien; Mathem.-naturw.
Klasse, Abteilung Il a, 124 Band, 5. Heft, 1915; pp. 339—368.

Die beiden Haupteinwinde, welche seitens der dogmatischen
Thermodynamik gegen die Molekularkinetik vorgebracht wurden,
sind bekanntlich der Loschmidtsche Umkehreinwand und der
Poincaré’sche Wiederkehreinwand, welche beide dahin zielen,
daB thermodynamische Irreversibilitit sich auf keinerlei Weise
mittels der Mechanik konservativer Molekularsysteme erkliren
lasse 1), Man hat oft versucht, diese Einwinde in Aulehnung an
Boltzmann's Gedanken durch mehr oder weniger klare Wahr-
seheinlichkeitsbetrachtungen von allgemeiner Natur zu entkriiften 2).
Doch scheint es eigentlich passender, es klar herauszusagen, daf
der Molekularkinetik zufolge samtliche Vorginge prinzipiell rever-
sibel sind, und zu untersuchen, in welcher Weise in bestimmten
Fillen trotzdem eine scheinbare Irreversibilitit vorgetiuscht wird.

Der erste Versuch einer Spezialuntersuchung$) in dieser Rich-
tung wurde geliefert, als es gelang, ein finglertes Beispiel aufzufin-
den (Brown’sche Begegung cines unter Einfluf einer elastischen
Kraft stehenden Teilchens), in welchem sich der allmihliche Uber-

1) Siehe z B. den tretflichen Artikel von P.u. T. Ehrenfest in der
Enzyklop. d. math. Wissensch., IV, 2, IL

3 Z. B. Gibbs' ,Umriihrvorgang® (Statistische Mechanik, XII. Kap.).

% Smoluchowski, Bull. Int. Acad. d. Se. de Cracovie, 1913, p. 418,
Gittinger Vortriige tiher kinet. Theorie, Teubner 1914, p. 89 [pp. 252 ef 361
du présent Volume. Ed.].
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gang vom thermodynamisch irreversiblen Verhalten (durch innere
Reibung verzigerte Bewegung gegen die Ruhelage hin) zur unge-
ordneten Brown’schen Molekularbewegung mathematisch genau
verfolgen lafit.

Nachdem ich nun kurzhch die Formeln 1) abgeleitet habe, -wel-
che in analoger Weise fiir den Fall einer kolloidalen Losmw den
Ubergang zwischen dem Stadium gewthnlicher irreversibler Diﬁ'u'
sion und dem Stadium der ungeordneten automatischen Kouzentra-
tionsschwankungen darzustellen erlanben, mochte ich im folgenden
weitere Untersuchungen tber das obige Thema anknupfen, wobei
der Vorteil ins Gewicht fillt, daB betreffs dieser Vorginge bereits
experimentelles Beobachtungsmaterial zur Verfligung steht, das leicht
noch weiter vervollstindigt werden kionnte.

I. Umkehrbarkeit der Zeitfolge.

In shnlicher Weise, wie in dem frither erwihnten fingierten
Beispiele - geschlossen werden konnte, daf die den molekularen
Vorgang darstellende Formel auch fur den umgekehrten Zeitverlanf
giltig ist, kann man auch in dem jetzigen Falle nachweisen, daf
hier das von Loschmidt geforderte Verhalten vorliegt, indem
man die betreffenden Formeln (18), L e, zu Hilfe zieht. Dieselben
besagen folgendes :

Wenn sich in einembestimmten Augenblick in. einem gegebe-
nen Volumteile n Teilchen einer kolloidalen Losung befinden, so
betriigi die Wahrscheinlichkeit, daB sich jene Anzahl im Laufe der
Zeit ¢ um k vermehre oder vermindere:

P n=er 3 (2o - prre "
M .
P—R=erY (;:) (1 — Py—=p~ (—(”P )“I_G)!

m=k

Hierbei bedeutet » die normale Anzahl von Teilchen, welehe aut
jeues Volom bei gleichmiBiger Verteilung entfallen wirde, und P
kann man als jemen Bruchteil der anfinglich darin enthaltenen

*) Smoluchowski, diese Sitzungsber., 123, 2381 (1914) [p. 899 du pré-
sent Volume. Ed.],
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Kolloidsubstanz auffassen, welcher sich daraus unter Annahme der
tiblichen Diffusionstheorie in der Zeit ¢ entfernen wirde, falls j jenes
Volum anfangs von reinem Liosungsmittel umgeben wire. Dieser
Wert von P hingt somit vom Dxﬁ'uslon&koefﬁzxenten D, der Zeit ¢
und den Dimensionen des betreffenden Volumteiles sb. Im Falle,

wenn derselbe eine planparallele Schichte von der Dicke 4 bildet,
haben wir:

2) —1——*/9’”’dy+ =[1 — %,
wo zur Abkirzung
h
" 2)D:

gesetzt ist. Bel oftmaliger Wiederholung der Beobachtung erhalt
man also die Anzah] Fille, wo die Zahl u erscheint und daranf
eine Zahl (n-- k) folgt, indem man P, (- k) mit der GroBe W(n)
maultipliziert, welche die Wahrscheinlichkeit ausdrtickt, da im Zu-
stande statistischen Gleichgewichtes die Teilchenzahl » hestehe :
vy

nl "

3 Win)=

Nun ldBt sich durch Einsetzen der . betreffenden Ausdriicke leicht
direkt nachweisen, daB die Identitit besteht:

#) Win) B (+8) = Win + &) Pya (— &).

Der Ausdruck auf der rechten Seite hedeutet aber nun in analoger
Weise die Anzahl Fille, wo die Zahl (» 4 k) sich um % Einheiten
vermindert, also wieder auf n zurtickgeht. Daher ist anch allgemein
im stationsiren Zustand die Wahrscheinlichkeit, dafl auf die Zahl n
eine m folge, gleich der Wahrscheinlichkeit, daB in einem gleich
grofien Zeitintervall der Zahl # eine m vorausgegangen sei.
Dieser die Gleichberechtigung des positiven und negativen Zeit-
verlaufes illustrierende Satz erfordert also, daB bei systematischen
Bestimmungen der wechselnden Teilchenzahlen die Anzahl der
Ambogruppen (nm) und (mn) gleich sei. Tatstchlich gentigt die von
Svedberg angegebene - Beobachtungsreihe, welche ich in der
erwihnten Arbeit einer statistischen Untersuchung unterzogen habe,
annghernd dieser Relation; die in der Tabelle [p. 418 ante] sym-
metrisch zu beiden Seiten der Diagonale stehenden Hanfigkeits-
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zahlen sind so nahe gleich, als man das in Anbetracht des erheb-
lichen TEinflusses zufilliger Fehler nur erwarten kann.

Wie von vornherein zu erwarten war, erfilllen also die von uns
tir die beiden Spezialfille entwickelten Formeln die Loschmidt
sche Forderung der Umkehrbarkeit der Zeitfolge. Nun wollen wir
niher untersuchen, wie trotzdem der Charakter der Irreversibilitat
zustande kommen kann.

1I. Wiederkehr- und Erwartungszeit molekularer Zusténde.
A. Intermittierende Beobachtung,

Als Zermelo gegen Boltzmann’s Irreversibilititserklirung
den Poincaréschen Wiederkehrsats ins Treffen fiihrte, suchte
Boltzmann?) diesen Einwand dadurch zu entkriften, daf er fir
einen gewissen Fall die Linge des Zeitraumes abschitate, nach
dessen Verlauf der urspritngliche molekulare Zustand wiederkehrt.
Die ganz ungeheure Lange jenes Zeitraumes sah er als Beweis an,
daf die- Umkebr thermodynamisch irreversibler Vorgiinge zwar
manchmal vorkommen miisse, aber in .der tiglichen Praxis nich
beobachtet werden konne. Nachdem wir aber seither eine ganze
Reihe von sogenannten molekularen Schwankungsvorgingen kennen
gelernt haben, wo man das' ,antientropische* Verhalten direkt
beobachten kann, erscheint es erwiinscht, ein Kriterium aufzusu-
chen, nach welchem man beurteilen konnte, ob ein gegebener Vor-
gang in den Anwendungshereich des Entropiesatzes fillt oder nicht.

Die Boltzmann’sche Berechnungsweise des Poincaré’schen
Periodizititsyklus eignet sich hierzn nicht, denn sie stellt nur fest,
pach welcher Zeit die einzelnen Molekiile einer gewissen Grasmenge
in dieselben Geschwindigkeits- und Raumgebiete zurickkehren konn-
ten, die sic anfangs eingenommen haben. Sie bezieht sich also micht
auf den beobachtbaren makroskopischen Zustand, sondern auf den
Mikrozustand, bei welchem die einzelnen Molekiile ihrer Individua-
litst nach unterschieden werden ?). Auch hingt die Léinge jenes
Zyklas von. der willkiirlichen Ubereinkunft dartiber ab, was man
als Koinzidenz zweier Zustinde ansieht, da die Molekularvorginge

1) L. Boltzmann, Aun. d Phys., 57, 773 (1896).

) Die beobachtbaren Vorginge kehren also unvergleichlich hiufiger wieder,
als die Linge jenes Zyklus vermuten lieBe, da die Individualitiit der Molekiile
fiir uns gleichgiiltig isf.
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im allgemeinen nicht exakt, sondern nur quasi-periodisch sind.
Daher fithrte ich an der mehrfach erwshnten Stelle den Begriff
einer Wiederkehrzeit ein, welecher sich auf einen experimentell
beobachtbaren Parameter bezieht und hiermit anch die zweite Schwie-
rigkeit vermeidet, da bei ,statischen® Systemen im Falle eines
einzigen Parameters im Laufe der Zeit exakte Koinzidenz mit den
Anfangswerten eintreten mub.

Die Bedeutung jenes Begriffes war in dem damals behandelien
Spezialfall mathematisch gegeben, doch fehlte eine allgemeinere
Definition und ein strenger Nachweis der Rolle, welche diese Grfe
spielt. Nun méchte ich versuchen, jene Erwigungen in dieser Hin-
sicht einigermaflen zu erginzen und zu prizisieren, und zwar, indem
ich das eingangs erwihnte Beispiel — betreffend die Verinderlich-
keit der in einem gegebenen Volum enthaltenen Teilchenzahl, wel- .
che dureh Svedberg’s Zahlenreihe illustriert wird — als Anhalts-
punkt benutze *).

Der spezielle Charakter des molekularen Systems ist thrigens
prinzipiell gleichgiltig, nur nehmen wir vorderhand als wesentlich
bestimmenden Umstand an daB der beobachiete Parameter eine
diskontinuierliche Verinderliche (Teilehenzahl) bilde, und daB die
Beobachtung intermittierend, in Aquidistanten Zeitintervallen erfolgt,
so wie dies in Svedberg's Versuchen der Fall war. Die von
selbst vor sich gehenden Verindernngen der Teilchenzahl oder des
sonst in Betracht kommenden Parameters lassen sich dann durch
eine gebrochene Linie, nach Art der ein Stuck der Svedberg-
schen Zahlenreihe illustrierenden Fig. 1, darstellen:

Fig. 1.

1) Es eignetisich hierzu hesser als das von mir frilher benutzte Beispie.l,
in welchem der beobachtbare Parameter eine stetige Verinderliche war. Ein Teil
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Hierbei ist die Abszissenlinie, welche die Zeit vorstellt, in gleich
groBe Stiicke 7, entsprechend der Dauer der Beobachtungsintervalle,
eingeteilt, wihrend die Ordinaten die beobachteten Teilchenzahlen
bedeuten. Ziehen wir nun eine gewisse Ordinate, beispielsweise
n=4, in Betracht. Dann wird als , Wahrscheinlichkeit des betref-
fenden n-Wertes¢ die dem stationdren Zustand entsprechende rela-
tive Haufigkeit desselben bezeichnet, das ist das Verhiltnis der
Zeitstrecken, wo n==4 ist, zu der Geaamtzeltstrecke Nun mige
die Anzahl der wihrend einer gewissen, aulerordentlich langen
Zeitstrecke eintretenden Fille, wo der n=4-Wert gerade nur
wihrend % Intervalle &ndauernd goherrscht hatte, mit N, bezeichnet
werden, und analog sei A, die Anzahl der Fille, welche durch
ununterbrochene (und nicht tiberschrittene) Andauer des ,Nicht-n*-
Zustandes withrend & Intervalle charakterisiert sind. Dann wird
jene Wahrscheinlichkeit des- n#-Zustandes ausgedriickt durch: -

N, +2N, + 3N, +...
N+ 2N, + 8N, ... F M, + 2, + 51, +

Dies ist also jene Grofle, welche durch die Formel (3) gegeben ist.

Andrerseits erméglichen unsere Formeln (1), (2) die Bestimmung
der Wahrscheinlichkeit, daf nach einem n-Werte im darauffolgen-
den Intervall abermals ein n-Wert auftrete, daf also die Zahl n
ungesindert bleibe; diese Grofe laBt smh mit Hilfe jener Symbole
offenbar folgendermaﬂen definieren:

® R

Hiervon ist ein verwandter Begriff wohl zu unterscheiden, den
wir nun neu einftihren und in der Folge noch &fter benutzen wer-
den: die Wahrscheinlichkeit, daf ein augenblicklich vorhandener
n-Zustand nur noch durch ein weiteres Intervall andauere, d. h.
daB auf die Zahl n im nichsten Intervall abermals ein n folge,
spiter aber eine andere Zahl. Diese Wahrscheinlichkeit, welche wir
it @(27) bezeichnen wollen, beiriigt:.

N Nh Nt
@ AR A e o v

der im folgenden entwickelten Uberlegungen 1a8t sich allerdings auch auf das
letztere iibertragen.

6) W=
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Analog wird der Ausdruck: .

3
(8) Pl ==
P

k=l

die Wahrscheinlichkeit bezeichnen, dal auf einen augenblicklich
vorhandenen n-Zustand im ndchsten Intervall ein Nieht-n folge,
und allgemein bedewutet

20

3

® (ko) =>5—

S

b=l

" die Wahrscheinlichkeit, daB ein vorhandener n-Zustand noch ge-

rade durch % Intervalle fortdavere und im (k-} 1)-ten Intervall
in einen anderen Zustand wbergehe. Die analogen Ausdriicke fir
,Nicht-n¢-Zustinde sollen mit w bezeichnet werden, so daB also
W(k7) die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB ein Nicht-n gerade nach
Ablauf von % Intervallen in ein n tbergehe.

Nun kénnen wir definieren, was unter Wiederkehrzeit und ver-
wandten Begriffen verstanden werden soll. Als ,durchschnittliche
Dauer* des n-Zustandes mag das arithmetische Mittel stmtlicher
durch Andauern des n-Zustandes charakterisierter Zeitstrecken be-
zeichnet werden; diesen Ausdruck wollen wir mit Ty bezeichnen
und konnen ihn mit Hilfe der obigen Symbole folgendermalfien
darstellen :

- N, F2N,+3N4..._ 1
(10) L= N IN+... 909

Demgegentiber wire die durchschnitfliche Dauer des Nieht-n-
Zustandes :

M,-2M, 4 3M, .. z
A T T A ST )
Diese Grife kann man ebensogut auch als ,durchschnittliche Wie-

derkehrzeit des n-Zustandes® bezeichnen. o
Dagegen wollen wir mit dem Namen ,wahrscheinliche Erwar-

11y 8, =1
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tungszeit* eine andere Gréfle belegen, welche gebildet wird, indem
man fir jeden Nicht »-Punkt die Zeit bis zum nichsten Eintreffen
des n-Wertes bestimmt und daraus das Mittel nimmt:

MM (14248 M Ny
s Ty iy =3 bk

Analog lieBe sich natirlich auch die Erwartungszeit des Nicht-n-
Zustandes hilden, die man auch. als ,wahrscheinliche Fortdauert
des n-Zustandes bezeichnen konnte:

N4+ 2N (243N 4. .
’ N, F 2N, F3N, .. =g ke (k).

Der Unterschied zwischen T, und T, beruht also darauf, daB
die erstere GréiBe einem Durchschnitt in bezug auf stimtliche Uber-
gangsstellen aus dem %- in den Nicht-n-Zustand entspricht, die letz-
tere dagegen einem Durchschnitt in beaug auf simtliche Nicht-n-
Zustinde,

In dhnlicher Bedeutung kinnte man auch eine Gréfe :

N 22N, 3N, ...

(14 Ts"—TN1+21\’,+3N3+...

definieren, indem man fiur jeden n-Punkt die Zeitstrecke seit dem
Begion des n-Zustandes bis zu dessen Ende nimmt und aus den-
selben das Mittel hildet. Doch giibe diese nichts wesentlich Neues,
denn man findet leicht, dab infolge der Beziehung :

142484, +r=Ltaygn

2
die Formel besteht:
(15) T, =3(Ts + o) )
Was nun die Berechnung der pdurchschnittlichen Dauer¢ anbe-
langt, so lubt sich diese auf ganz einfache Weise auch ohne Kennt-

nis der Funktionen g, ausfithren; da es nsmlich offenbar ebenso

oft vorkommen mu, daB » in Nichtn ibergeht, wie umgekehrt,
50 ist:

k=1

(13) Ty=

NN, N -

und infolgedessen :

(16) 6, =T, {T_Vl(’z - 1}

s=Ah My M-

icm®
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Mit Zuziehung von (8) und (10) findet man also:

T T

. 1 — Win)
=1—F,)’

a5 = TR0y

Es schien mir interessant, diese Formeln an der von Svedberg
angegebenen Beobachtungsreihe zu priifen. welche ich in der fnehr-
fach erwihnten Arbeit schon ofter zur Tllustration theoretischer
Berechnungen benutzt hatte, obwohl in diesem Falle angesichts dies
zn geringen Zahlenmaterials von vornherein eine genaue L.Tbere‘mn
stimmung nicht zu erwarten ist1). Die folgende Tabe].}c? gibt emf
[Tbersicht der aus jemer Zahlenreihe gemiB den Deﬁmtmne_n (10,
(11) empirisch bestimmten sowie der nach dezn Formeln (17) theo-
retisch berechneten Werte der durchschnittlichen Dauer T }1:1(1
der durchschnittlichen Wiederkehrzeit @, (wobei die Linge eines
Intervalls als Einheit genommen wird) fir die in der ersten Reihe
angefithrten Teilehenzablen #:

{ )
i

[ IR R A ()] ‘ Win) T, ber. ‘ T, emp. G, ber. B emp.

H i i ‘ ‘ o
1; 0 , 0321 021z 147 L6 o5k 448
L1 usse | 0B 15 130 36 309

{- g e 0278 ! 025 | 188 17 40D 398
s oms | o1 1R E
L4 oot ot o 12 123 209 160

Die Grofenordnung und der allgemeine _Verlauf der Grﬁﬁezx r@},l
und 7, wird also gewifi geniigend bests%tngt, wenn.auch natir] ]:c
an eine ins Finzelne gehende Ubereinstimmung nicht zo denken
- .

* im Zusammenhang mit diesen Begriffen ée% noeh ein ;aglzn-
mibiges Beispiel angefihrt, welches uns begreiflich 1']1?;‘8}1; al alg
von Svedberg beobachtete Vorgang im Falle rfxerkhe .;. mmj e
Anfangszustinde den Charakter eines irreversiblen Diffusionspre

1} [Voir & ce sujet les remarques de M. R. Fitrth d;;slzattai!sd)g K;':T

siker der Exakten Wissenschaften Nr. 20.7, }’r;lzs.‘ﬂl ;t IE;E;B« imr. ainxep?;gre;z,te -

) Bei lingeren O,-Zeiten wiirde die Tatsache, ? Be

Obach)tulWSreihae zur Vlerﬁiglmg steht, eina Quelle gystematischer Fehler bilden.
k¢
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zesses annimmt. In der Svedberg'schen, 518 Einzelmessungen
umfassenden Beobachtungsreihe treten die Teilchenzahlen 0, 1, 2,
3, 4, 5 sehr viele Male auf, die Zahlen 6 und 7 nar je einmal;
wollte man das Auftreten noch htherer Zahlen becbachten, so miifte
man den Versuch dementsprechend linger fortsetzen. In welchen
Zeitrdumen konnte man nun erwarten, beispielsweise eine Wieder-
holung der Teilchenzahl 17 konstatieren zu, konnen? Witrde man
P,(0) fiur n =17 berechnen [nach Formel (1)}, so ergitbe dies einen
auberordentlich kleinen Wert: es ist duferst unwahrscheinlich, dag
anf eine Zahl 17 abermals eine 17 nachfolge, und man kann bei-
nahe sicher auf eine Abnahme dieser abnormal grofen Zahl 1) rech-
nen. Ebenso ist W(17) eine suBerst kleine Zahl. Die Formel (17)
reduziert sich also fir derart sbnormale Zustinde auf den Wert

T

1=m

d. b. die Sache verhilt sich so, als ob die sukzessiven Anderungen
der Teilchenzahl vopeinander ganz unabhingig wiren #). Wird nun
in (18) die Zahl {7 eingesetst, so ergibt sich fir T, ein Zeitraum
von 107, d. i zirka 500.000 Jahre, falls so, wie es Svedberg
tat, 39 Messungen pro Minute gemacht werden. Es ist also begreif-
lich, dab man bei einem Anfangswert n=17 den Diffusionsvor-
gang in der kolloidalen Losung fitr irreversibel halten wiirde, da
man eine Wiederkehr zum Anfangszustand nie erleben dirfte.

Wesentlich schwieriger als die Berechnung von 7 ist die Hr-
mittlung der wahrscheinlichen Dauer T, da sie die Kenntnis der
Funktionen ¢, 9 voraussetzt, die viel kompliziertere Berechnungen
erfordert; als jene der Funktionen W, P. Man kann ibrigens den
diesheztiglichen Ausdruck auch in anderer Gestalt darstellen, indem
man (13) umformt in:

T, Nb2N AN
PR iy e it :

N, 42N, + 3N, N, 2N, + 3N, +
{1+N+2N+3N+ [1+V+‘)N+3N5+.. ”

Das erste der gebrochenen Polynome der rechten Seite ist zufolge

(18)

*) Die normale Anzahl Teilchen betriigt nimlich in jenem Versuche » = 1 55,
%) Biehe die Ausfiihrungen betreffs Formel (JU) und (36}
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(6) gleich der Wahrscheinlichkeit, daf ein n-Wert abermals von
einem n-Werte gefolgt werde, welche wir durch P, (0} bezeichne-
ten. Statt dessen wollen wir an dieser Stelle das Symbol W{(nn)
gebrauchen. Analog hedeutet dann der zweite Bruch den Prozent-
satz untet allen na-Fillen, auf welche noch ein dritter n-Wert folgt,
welchen man durch W (unn) bezeichnen kann usw. Somit erhilt
man:

{19) Ti=s{l+4+Wanl4+ Waen(l4+ Winnna).. ]}

Leider ist aber die Ermiitlung der weiteren Ausdricke W (nnu)
usw. fiir dieses Beispiel so verwickelt, daB ich bisher von einer
Berechnung derselben Abstand genommen habe. Auf die gleichen
Schwierigkeiten st5ft die Berechnung der Erwartungszeit des n-Zu-
standes @,. Nur in einem Grenzfall ist die Rechnang ohne weite-
res durchfitbrbar, wenn namlich die Zeitintervalle 7 so grob sind,
dag die Nachwirkung des vorhergehenden Zuastandes auf den nach-
folgenden vernachlissigt werden kanu, also dieselben als gegenseitig
unabhingig anzusehen sind. Dann gilt namlich:

Way=Wnn)=Wnan)=...
und infolgedessen wird

T T
=@ =W
Dieselben Werte erhilt man in diesem Falle auch far 7}, 6,, da
dann P,(0)==W{(n} ist. Also werden in diesem Grenzfalle die bei-
den in Rede stehenden Begriffe identiseh 1).

Die Bedentung dieser Tatsache mige noch darch die Analogie
mit einem Wirfelspiel illustriert werden, bei welchem fir irgend
eine der Zahlen 1 bis 6 gleich groBe Wahrscheinlichkeit W=}
besteht. Erfolgen die Wiirfe in Zeitintervallen 7. so betriigt die
durchschnittliche Linge des Intervalls, welches zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Einserwiirfen verflieBt (die ,Wiederkehrzeit“ der
Eins): @, = 67. Berechnet man aber die Zeit, welche von irgend
einem Nicht-Einserwurf bis zum pichsten Einserwurf im Mittel
verfliefit (die Erwartungszeit der Eins), so findet man sie ebenso grof 2).

(20) C Ty=

1) Siehe diesheziiglich auch Gleichung (36) und Anmerkung.
%) [Voir un mémoire Statisiiek ran getallenreeksen présentd, le 22 février
1919, par MM. L. 5, Ornstein et H. C. Burger 4 I'Académie des Sciences


GUEST


146 SXV.IL UMEEHR IRREVERSIB: BR VORGANGE

B. Kontinuierliche Beobachtung.

Insoweit haben wir vorausgesetzt, dal die Beobachtung inter-
mittierend, in dquidistanten Zeitpunkten erfolgt. Nun tberlegen wir
noch, wie sich die Sache iindert, falls alles auf kontinuierliche
Beobachtung hezogen wird. Die allgemeinen Formeln (10) bis (13)
nehmen dann die Gestalt an:

1 1
2 =1 0=
@1 =50, ¥00)

@2) L= [to@ar,  6,= [tv@ar,
[\

o

wenn nun, dhnlich wie frither, ¢(t)dt [beziehungsweise y(#)dt] die
Wahrseheinlichkeit bedeutet, dab — von einem beliebigen Zeitpunks
innerhalb des n-Zustandes (beziehungsweise Nicht-n-Zustandes) aus
gerechnet — der beobachtete Parameter bis zur Zeit £ den Wert
(beziehungsweise Nicht-n) beibehalte und bis zur Zeit ¢--df in
einen anderen (beziehungsweise in n) tibergehe. Dies 14fit sich auch
noch weiter im Detail verfolgen; wenn nimlich f(x, n)d¢ die Wahr-
scheinlichkeit bedeutet, dal ein von & ausgehendes System zum
ersten Male im Zeitabschnitte ¢...¢ -} dt in den Wert » iibergehe,
und wenn die relative Wahrscheinlichkeit der verschiedenen z
Werte im stationiren Zustand durch W(r) bestimmt ist, so gilt
offenbar : -

w(t)= 3 (2, n) W (@)

Andrerseits hingt die Funktion /' mit der Maximalabweichung zu-
sammen, denn in dhnlicher Weise wie in der voranstehenden Ab-
handlung 1) zeigt man, daB die durchschnittliche einseitige Maximal-
abweichung aus der x-Lage sich ausdriicken lifit durch:

28) =3 ﬁ Fle, 1) — Flz, n4-1)] dt
n A .

and mittels weiterer Mittelbildung tber die verschiedenen z-Werte

wirde man die allgemeine Maximalabweichung erhalten.

d'Amsterdam (Verslagen d. Wis. en Natuarkundige Afdeeling, Kon. Akad. v.
Wet. te Amsterdam 27, 1146, 1919. Ed.].
!) Siehe den aut Gleichung (6) derselben folgenden Absatz [p. 426, Ed.}
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Fur unser spezielles Beispiel erscheint es einfacher, an Stelle
der allgemeinen Formel (21, 22) auf das frihere Resultat {17) zu-
riickzugreifen und den Grenzwert fir Lim z==0 zu hilden. Nun
zeigt sich aber, dal in diesem Fulle, iufolge der Beziehung 1):
(24) Lim P (0}=Lim{l —in L P+ .. 1=

i) *

2iu + /Dt
12t _l, b:

der Grenzwert Lim 7y = 0 zum Vorschein kommt. Dies wird ver-
stindlich, wenn man niher itberlegt, in welcher Weise die Veran-

nFy
L
ﬁi”%“
Hit !
Il t
. i i
i
|
1 h
o ¢

Fig. 2,
derungen der Anzahl der Emulsionsteilehen zustande kommen.
Sobald sich ein Teilchen den Grenzflichen des bechbaehteten Volu-
mens nihert, wird im allgemeinen zufolge der Brown'schen Be-
wegung desselben ein rasch alternierender Wechsel der Teilchen-
zahl stattfinden, indem bei jedesmaligen Hindurchtritt des Teilchens
die Zahl n sich diskontinuierlich um eine Einheit #ndert. Dieses
Hin- und Herschwanken sollte sogar, den hetreffenden Formeln
gemif, unendlich rasch vor sich gehen, da die Browun'sche Be-
wegungsbahn des Teilchens hekanntlich eine nicht differenzierbare

) Aus Formel (1) fiir £==0, mit Riicksicht auf den Grenzwert von (2),
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Kurve mit unendlich vielen Zacken bildet !). Bei kontinuierlicher
Beobachtung wiirde somit an Stelle der Fig. 1 eine graphische
Darstellung von der Art der Fig. 2 treten. Da nun die Anzah] der
Zacken unendlich groff gedacht werden muf}, also ?;\E: oo, die

gesamte Zeitstrecke aber endlich ist, wird der Durchschnittswert
natiirlich unendlich klein. Somit scheint es, als ob der Begriff der
durchschnittlichen Dauer und Wiederkehrzeit T3, 6, bei kontinuier-
licher Beobachtung gegenstandslos wiirde. Anders stellt sich die
Sache dar in bezug auf die wahrscheinliche Dauer und Erwartungs-
zeit Ty, O,; dieselben werden von Null verschieden sein, sobald
es nur Zeitstrecken von endlicher Linge gibt, wihrend welcher
der betreffende n-Zustand ununterbrochen andauert,in der Art, wie
es die Figur andeutet.

Nun laft sich aber auch den.Grofen Ti, @, ein verninftiger
Sinn beilegen, wein man beachtet, daB die Formel fiir Brow n-
sche Bewegung nur giltig ist fir Zeiten, die weit grofer sind als
das zum Durchlaufen der ,mittleren annihernd geraden Weglunget
nitige Zeitintervall 7. Tatsichlich erfolgt die wirkliche Momentan-
bewegung mit einer der Teilchenmasse entsprechenden Molekular-
geschwindigkeit ¥) und diese Beziehung ist an Stelle der Browa
schen Bewegungsformel fir erheblich kiirzere Zeiten als = zu setzen,
was auch eine dementsprechende Anderung in dem Ausdrucke (2)
fir P nach sich zieht. Letateres ist ndmlich jener Bruchteil der in
der Schichte 2 anfinglich vorhandenen Substanz, welcher infolge
der diffusiven Molekularbewegungen wihrend Ablauf der Zeit ¢
aus den beiderseitigen Grenzflichen ausgetreten ist,

Da nun laut der bekannten Formel fiir die molekulare StoBzahl
die Anzahl der pro Flichen- und Zeiteinheit auftreffenden Teilchen
NC/6x betragt, wo N die Zahl der Teilchen pro Volumeinheit
bedeutet, so wird P:

1) Die bekannte Foimel Az = 2Dt wiirde besagen, daB fiir unendlich
kleine Zeitstrecken unendlich kleine Verschiebungen mit unendlich grofer Ge-
schwindigkeit durchlaufen werden

?) Bei. einer anderen Gelegenheit (Pestschrift anl. d. 250-jihr. Jubil. d.
Universitit Lwow (Lemberg), Krakan 1911) [p. 209 du présent Volume. Ed.]
habe ich die Frage diskutiert, ob die durch Gegenwart des fliissigen Mediums
bewirkte ,scheinbare Masse bei Ermitthung der’ Molekulargeschwindigkeit der
Emulsionsteilchen in Betracht zu ziehen ist oder nicht. Hier wollen wir von
jener Komplikation gsnz absehen.
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‘ 2
(2b) Lim P = -,—gf-
=0 hYem

und hiermit erhalten wir fir die durschschnittliche Daner eines
Zustandes, der durch die Anwesenheit von # Teilchen in der be-
trachteten Schichte charakterisiert ist e

kf6n
26 =7
= BT a e
Dementsprechend folgt far die durchschuittliche Wiederkehrzeit des
n-Zustandes der Wert:

@7 0= Moz 1—Ww@
T A¥nFeC W)
In der Svedberg'schen Versuchsreihe bestimmt sich nun die,

wabre mittlere Teilehengeschwindigkeit C ans der Masse M der
Teilehen nach der Formel

zu ' = 26 em/sek. Somit wirde sich die durchschuittliche Liinge
des Intervalls zwischen dem Jjedesmaligen Aufireten der Zahl 17
bei ununterbrochener Beobachtung auf 161 Tage belaufen und auch
da wirde eine solehe Teilchenzahl Jjedesmal durchschoittlich nur
wihrend der Zeit T, == 9.10-7Sek zu beobachten sein, o daB der
betreffende Physiker, selbst falls er eine solche Beobachtung ge-
macht . hitte, gewiB glauben wiirde, daB er sich geirrt habe. Das
Resultat ist also insofern #hnlich wie bei intermittierender Beob-
achtung, indem solche Anfangshedingungen auch in dem jetzigen

- Fall einen fir die Praxisirreversiblen Verlauf des Vorganges bedingen.

Gehen wir nun dazu tiber, die wahrscheinliche Dauer T, des
Zustandes zu ‘bestimmen, welcher durch die Anwesenheit von n
Teilehen in der Sechichte & charakterisiert ist, indem wir uns dabei
auf die Definition (22) berufen. Ein solcher Zustand dauert nur so
lange, als keines der # Teilchen das betreffende Raumgebiet ver-
laft und als kein neues Teilehen von auben hineingerit. Es konnte

') Diese Formel I8t sich, ebenso wie die nachstehende, im Sinne von (21)
auch unmittelbar begreifen, denn die Teilchenzahl # findert sich, so oft irgend-
eines der inneren (mit der Dichte #/h verteilten) oder der ZuBeren (mit der
Dichte #/k verteilten) Teilchen eine der beiden Grenzilichen der Schichte durch-
schreitet. Die Anzahl der Wechsel betriigt also 21 4 v, Ciaf6x pro Sekunde.
M. Smolachowski. I1. 20
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allerdings aueh vorkommen, dafl gleichzeitig ein Austritt und Ein-
tritt erfolgt, wobei die Anzahl n erhalten bliebe, doch ist die Wahr-
scheinlichkeit eines solehen Ereignisses offenbar verschwindend klein.

Uberlegen wir also vor allem, mit welcher Wahrscheinlichkeit
bis zu einem gegebenen Zeitpunkt der erstmalige Eintritt eines
suBeren Teilchens zu erwarten ist. Eine strenge Antwort erhilt
man mittels einer analogen Methode wie die in der voranstehenden
Abhandlung angewendete, unter Benutzuug der daselbst definierten
Roeffizienten a,,. Aber praktisch gleichwertige Resultate liefert
auf viel einfachere Weise eine entsprechende Anwendung der Diffu-
sionstheorie, welche wir schon in. jenem Falle als Aquivalent der
detaillierten Berechnungsweise erkannt hatten. Stellen wir uns
nimlich vor, dab anfangs innerhalb einer Schichte von der Dicke H
(welche als beliebig groB vorausgesetzt wird) ein einziges Teilchen
sich befinde, wohei alle Werte der Abszisse x, innerhalb der Gren-
zen 0 bis H, als gleich wahrscheinlich vorausgesetzt werden. Dann
ist dies zu vergleichen mit einer Schichte einer anfinglich gleich-
formig kouzentrierten Substanz, und wenn deren Grenzfliche v="0,
vom Zeitpunkt ¢ =10 angefangen, fortwihrend auf der Konzentra-
tion Null erhalten wird, so ist die Wahrseheinlichkeit, daf jenes
Teilehen bis zur Zeit ¢ die Grenzfliche £ =0 kein einziges Mal
tiberschritten habe, zalilenmifig identisch mit jenem Bruchteil dér
anfinglich in der ganzen Schichte enthaltenen Substanzmenge, wel-
cher trotz des Diffusionsvorganges die Greuzfliche derselben noch
nicht tberschritterr hat. Da nun die ithergetretene Substanzmenge
hetréigt 1) :

=N D =2N E
(28) A___.]\/l/;-tdt——ﬁf.\l/n
& .

und da die urspringliche Menge HXN war, so ist die Wahrschein-
lichkeit, daB jenes Teilchen die Grenafliche noch nicht tiberschritten
habe :

2| /Dt

U= l —_— —El/—;; .
Sind nun avstatt eines Teilchens deren n in jener Schichte vor-
handen, so ist die Wahrscheinlichkeit W, da keines derselben

) Vgl. vorstehende Abhandlung, Formel (18) {p. 432, Hd.]J.
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bis zur Zeit { jene Grenzfliche tberschritten habe, gleich: W, = U~
Wenn als Mal der Teilehenverteilung die Auzahl » eingefﬁhzl't wird,
welehe normalerweise im Mittel auf die beobachtete Dichte h ent-
ﬁ‘iﬂt, so dafl n =»H% wird, und wenn dapn die Schichtdicke H
gentigend grof gewithlt wird, kann immer mit gentigender Anni-
herung gesetzt werden: o ‘

% . 21 /iy
(29) H‘=I§A=§] 1-§V7“7J =e“§;v'i.

Nun ist eine an.a.loge ﬁberlegung betreffs der » ,inneren® Teil-
chen anzustellexj. Wird eine anfinglich gleich konzentrierte Sehichte
Iz,"van der Zeit +=10 angefangen, an beiden Grenzflichen fort.
xiuhre%nd auf der Konzentration Null erhalten, so luBt sieh deren
Verteilung bekanntlich darstellen dureh die Reihe:

x501 ’_l’}??gt i F1E

in welcher sich die Summation anf alle ungeraden Z:
1 bis oo erstreckt.

Fur unseren Zweck ist jedoch eine andere Entwicklung geeig-

3 =) 5 i3 7 >

neter, welche aus der partikularen Losung {17), loe. cit, naeh Ana-

logie mit dem d'Alembertschen Spiegelungsverfahren erhalten
wird, nimlich:

ahlen & von

. 2 ;
(81) u:V;{Q){x}—;—Q)gl‘——r}—@I—i—x)-—«@(:?l—x)w}—
F ORI f )+ OBl —2)— ..

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

'."\J;f;_“
D(z)= f ' ey,
17

Wie hieraus ersichtlich, kann, so lange der Wert 4 Dt/A? klein ist,
fur die auf jeder Seite austretende Substanzmenge wieder die For-

mel (28) benutzt werden, so daB der prozentuelle Gesamtinhalt
ausgedriieckt wird durch

U=1_%Vl,{t
hyY =
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Sind salso anfangs » Teilechen in jener Schichte vorhanden, so ist
die Wabrscheiulichkeit, duB keines derselben bis zur Zeit ¢ eine
der heiderseitigen Grenzflichen passiere, bestimmt durch
o rmfi— /T,
was sich fiir gentigend kurze ¢ wieder durch eine Exponential-
funktion ersetzen lifBit. Kombiniert man dies mit den zwei Aus
driickén (29), welche fiir den Eintritt der auBeren Teilchen gelten,
so lalt sich also der Prozentsatz der Fille, wo die urspriingliche
Teilchenzahl n bis zur Zeit ¢ unveriindert andauert, angenihert
darstellen durch:

_ Yntw) /Dt
(83) W=WilWy=e * "=
Die Wahrscheinlichkeit, daf die Anzahl n im Zeitraume ... ¢ +dt
zum ersten Male in (#4- 1) oder (n — 1) tbergehe, wird also ge-
geben durch

an
—ar ¥
und die wahrscheinliche Dauer des n-Zustandes resultiert daraus zu
. AW < he
(34 Ty=— tﬂ"dt—_—fw pom
) VAR TR = D

Es ist bemerkenswert, dal man einen Ausdruck derselben -GrsBen-
ordnung mittels einer ganz primitiven Uberlegungsweise findet,
indem map ndmlich die seinerzeit abgeleitete Formel H

Ar=2yP

zu Hilfe ziebt, welche das durchschoittliche Quadrat der in einer
gewissen Zeit vor sich gehenden Anderung der Teilchenzah] be-
stimmt. Fiar kurze Zeiten laBt sich P in der Art approximieren,
wie bei Formel (24) erwithnt wurde, also findet man, dal eine Zeit
t==7}r?/1692D ablaufen muf, damit sich die Teilchenzahl im Mittel
um Kins #ndere. Eine genaue Ubereinstimmung mit ‘dem obigen
Resultat ist schon darum nicht zu erwarten, weil die Art der Mit-

!} Diese Sitzungsberichte, 123, 2381 (1914), Gleich 23) [p. 410 d i
gent Volame. Fd.). ) ung (23) [p. n pré
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telbildung verschieden ist, indem es sich dabei um die durchschnitt-
liche, in gewisser Zeit einiretende Xnderung, im obigen aber um
die erstmalige Andernng handelt.

Wenn wir nun die jetzt erhaltene wahrscheinliche Dauer 7,
mit der frither (26) abgeleiteten durchschnitilichen Dauer 7T, des
n-Zustandes vergleichen, so fillt uns ein wesentlicher Unterschied
anf, sowohl in bezug anf die Gestalt der Formel wie anf die GroBen-
ordnung des Resultates. Es wiirde sich nimlich fiir jenes Beispiel
(fir 7 ==17, »=1b5, D =107} ergeben: 7, =46.107% Sek.
Und wenn anch hier dasselbe Verhailtnis zwischen 8, und T, herr-
schen wiirde wie zwischen 8, aund T, ), hiite man

hizm 1

(85) 8 =g T

was ergeben wiirde, daB man im Mittel withrend 2000 Juhren fort-
dauvernd beobachten miiBte, um unter Svedberg’s Versuchsbedin-
gungen einmal das Auftreten der Zahl 17 erblicken zu konnen.

IIL Ver:'mscha-.ulichung durch Amnalogie mit anderen Vorgingen.

Auf den ersten Blick erscheint es merkwiirdig, daB den zwei
etwas . abweichenden Definitionen der Daner eines Zustandes, wel-
che wir die durchschnittliche und die wahrscheinliche genannt ha-
ben, guantitativ und qualitativ so sebr verschiedene Groflen ent-
sprechen. Diese Tatsache kann man sich aber durch Analogie mit
einigen anderen Erscheinungen leicht veranschaulichen, wodurch
man ein klareres Bild der Verinderlichkeit molekularer Vorginge
gevi'innt.

Denken wir beispielsweise an die Entladungen einer mittels
eines Induktors gespeisten Leydener Flasche, Jeder Funken hesteht
dany aus einer groBen Anzahl raseh anfeinanderfilgender Partial-
entladungen, deren Zeitintervalle AuBerst kurz sind im Vergleich
mit den Intervallen zwischen den einzelnen Funmkeu. Dlas dureh-
schnittliche Intervall zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Ent-
ladungen 6, (bezogen auf die Gesamizahl der Entladungen) ist

) Dies wird im allzemeinen nieht der Fall sein [siche den auf Gleichung
42) folgenden Absatz], daher gebrauchen wir im obigen diese hvpothetische
Aunsdrucksweise.
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dann nur wenig groBer als die Sehwingungsdauer des Entladungs-
kreises. Die wahrseheinliche Erwartungszeit 0, (bezogen. auf simt-
liche Zeitmomente als Ausgangspunkte) wird dagegen ungefsibr mit
dem halben Intervall zwischen zwei Funken tbereinstimmen, wird
* also von ganz anderer Qréflenordnung sein und von anderen Ver-
suchsbedingungen abhiingen als @,. Das wesentliche Moment, wel-
ches den Unterschied dieser zwei Grofien hedingt, ist offenbar die
Tatsache, dal} die Partialentladungen nicht in zufslliger Weise erfol-
gen, sondern daB der Eintritt der ersten notwendigerweise gleich
eine ganze Reihe weiterer nach sich zieht. In dieser Hinsicht kén-
nen wir drejerlei Kategorien von Vorgiugen unterscheiden:

1. Zufallige Ereignisse, die einander gegenseitig gar nicht beein-
flussen, wie z. B. die Zusammenstofe eines Molekiils eines verdiinn-
ten Gases mit anderen Gasmolekillen oder der Zerfall der Atome
radioaktiver Substanzen, verteilen sich derart unregelmifig auf der
Zeitlinie, daB @, und @, identisch werden. Bedeutet dann kdi¢ die
Wahrscheinlichkeit, dafl ein solches Ereignis im Zeitraum ¢...¢ 4 d¢
erfolge, so ist die durchschittliche Intervall-Linge, respektive die
Erwartungszeit :

(36) ) 8,=86,=

und es lifit sich leicht beweisen, daf dann ) die relative Wahr-
scheinlichkeit verschiedener Intervall-Lingen bestimmt wird durch
die Formel

87 W{t)dt = ke ™dt,

welche in der Theorie der mittleren Weglinge bereits- von Claun-
sius abgeleitet, fir Szintillationsbeobachtungen des radioaktiven
Zerfalles zuerst von Marsden und Barratt verwendet wurde 2).

2. Wenn es Phinomene gibt, wo die Wiederholung eines Ereig-
nisses dureh den Eintritt des vorangehenden nicht beglinstigt (wie
im Fall der Funkepentladung), sondern erschwert wird, wirde

1 [Voir & ce sujet les remarques de M. R. Fiirth, L e, p. 143. Ed].

% Der naheliegende, ‘aber fehlerhafte Schlufl, das ©, =28, sein miisse,
hiidene die Grundlage eines gegen die (lausius’sche Berechnung der mittleren
Wegliinge gerichteten Einwandes von Korteweg (Clausius, Wirmetheorie,
Bd. IIT, p. 208). Siehe sonst: E. Marsden und T. Barratt, Proc. Phys.
Soc., 23, 367 (1911); Phys. Zeitschr., 12, 193 (1911); L. Bortkiewicz, Die
radioaktiven Strahlungen, Springer, Berlin;1913,
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A, > 6, werden. Im extremsten derartigen Fall werden die Ereig-
nisse in gleichen Zeitabstinden erfolgen und dann ist offenbar

6,=146,.

3 Wenn der Eintritt eines Ereignisses die Wiederholung dessel-
ben beginstigt oder mit anderen Worten, wenn eine pusitive Wahr-
scheinlichkeitsnachwirkung besteht {wie in den in dieser Arbeit
besprochenen Molekularvorgingen), so treten die Ereignisse schwarm-
artig anf und dies bedingt die VergriBerung des @, im Vergleich
mit 8,.

Noch besser als in dem Beispiel der Funkeneuﬂadunw wo die
Erscheinung zu regelmafig verliuft und dem Zufall zn wenig
Spielraum gegeben ist. tritt die Analogie mit unserem Problem in
dem folgenden Beispiel hervor, welches damit unmittelbar zusam-
menh#ingt und tbrigens auch an und fiir sich ein gewisses Inte-
resse bietet. Denken wir uns innerhalb eines mit einem idealen
Gas gefillten GefiBes eine Kugelfliche (mit dem Radius a) be-
schrieben und stellen wir uns die Frage: Wie lange hilt sich

- durchschnittlich ein Gasmolektil innerhalb jener Kugel auf? Bei

priziserer Ausdrucksweise werden wir zu unterscheiden hahen
zwischen: @) der durchschoittlichen Aufenthaltsdaner T, d. i
der durchschnittlich swischen Eintritt des Molekils in die Ku-
gel und dem nachsten Austritt ans derselben verfliebenden Zeit,
wobei sich die Durchschnitisbildung auf slle Eintrittsereignisse be-
zieht; ) der wahrscheinlichen Aufenthaltsdaver oder Austrittserwar-
tungszeit Ty, von der momentanen Lage des Molekiils in der Kugel
bis zum nachsten Austritt, wobei alle Anfangslagen wihrend des
Aufenthaltes in der Kugel mit gleichem Gewicht bertcksichtigt
werden, Nun ist die Grofe T, sehr leicht zu berechnen, indem man
sich die Kugelfliche als starre Wand denkt, da dann T} als jene
Zeit aufgefaBt werden kann, welche im Durchschnitt zwischen zwei
aufeinanderfolgenden SttBen verstreicht, welche von einem gewlssen
Molekil gegen die Wand ausgeiibt werden. Da alle im Inneren
befindlichen Molekile 4a?aNC/F6x Stofle austben, folgt, daB ein
einzelnes unter ihnen pro Zeiteinheit
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Male an die Wand stéBt, also ist

38) 7;:,/?;%.'

Dasselbe Resultat kann man mittels direkter Berechnung der
durchschnittlichen Linge der in der Kugel zuriickgelegten Strecken,
unter Voraussetzung einer im Verhiltnis zum Radius groBen Weg-
linge 4, ableiten, wenn man dabei das Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz beriicksichtigt. Einfache Uberlegungen zeigen aber, daf die-
ses Resultat von der Grofe der mittleren Weglinge gar nicht
abhingen kann, dafl also jene Formel allgemein gelten muB. Da-
gegen wird -offenbar die fir jedes in der Kugel befindliche Molekiil
durchsehnittlich bis zu seinem niichsten Austritt aus derselben ver-
streichende Zeit 7, in hohem Grade von der GriBe der freien
Weglange 4 abhiingen. Die Berechnung stltzt sich dabei auf die
selbstverstiindliche Annahme, daB im Laufe der Zeit alle Volum-
elemente im Inneren der Kugel gleich hiufig als Ausgangspunkt
dienen werden. Ist nimlich die mittlere Weglinge sehr gro, so
daB die von den Molekiilen in der Kugel zuriickgelegten Wege als
Gerade angesehen werden konnen, so wird die durchschnittliche
Linge derselben jedenfalls von der Groferordnung a und die Zeit
T, wird ebenso wie T, von der GroBenordnung a/C sein 1.

Ist aber die freie Weglinge sehr klein, so fihren die Molekiile
eine Art Brown’scher Bewegung aus, und zwar werden die tiefer
im Inneren befindlichen sehr komplizierte, relativ lange Zickzack-
wege zurlicklegen, bis sie an die Oberfliche gelangen. Die Zeit,
welche sie hiersu im Durchschnitt benstigen, wird ebenso wie im
vorhergehenden Abschnitt auf Grund der gewshnlichen Diffusions-
theorie erhalten, indem man berechnet, wie eine anfinglich die
Kugel gleichférmig ausfiillende Substanz nach auBen diffandiert,
falls die Konzentration an der Oberfliche konstant gleich Nall
erhalten wird, Man findet nach bekannten Methoden, da8 die Kon-
zentrationsverteilung zur Zeit ¢ definiert wird durch:

Y} Es sel bemerkt, das hier T, guantitativ von 7, verschieden ist, was
damit zusammenhiingt, daB in der zeitlichen Verteilung der Eintritt- und Aus-
trittereignisse kein vollkommener Zufall herrscht; das ist schon daraus ersicht-
lich, daB nach jedem Eintritt der Austritt innerhalb eines Zeitraumes erfolgen
muB, der nicht groBer sein kann als 24/C,

icm
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k41
2a W= 0 e g ¥27
|39) 0=0¢ € 8 .
: Sar k a

k=1

Somit nimmt die relative mittlere Dichte innerhalb der Kugel —
welche uns nun die Wahrscheinlichkeit reprisentiert, dali ein an-
fangs irgendwo im Inneren befindliches Molekul die Kugelfliiche
noch nicht iiberschritten habe — nach Mafgabe der Fuuktion ab:

(40) =0 ;%E klz e ]
k=1
und hieraus ergibt sich die durchschnittlich zum Austritc beni-
tigte Zeit:
3
(a1) =S (g G
Setzen wir den Diffusionskoeffizienten D = § €4, so erhalten wir
den Nsherungswert:
18a?
h=zer
welcher also im Verhltais aji grober ist als Ii. Gan:z: &naloge
Resultate whrden fur den Aufenthalt von Emulsionsteilchen in
immten Raumen gelten. - )
bwﬂDer Unterschied fzn T, und T, wird offenbar auch bei dleae.m
Beispiel durch die charakteristische ,,Wahr.sche%nlichgeit.snachmr-
kung® bedingt: es dauert relatiy lange bis ein Ttexlch_en unter
Austtihrang seiner Brown'schen Bewegungen an die ()berﬂac.h;
gelangt, aber wenn es dieselbe einmal ﬁbersehn'tten hat, so wir
es hochstwahrscheinlich in einer kurzen Zeit zu wiederholten M&flen
ein- und austreten. Bei Abschitzung der Aufenthalisdauer ent.stcht
die GroBe 7, viel besser unserem physikalischen Gefiihl, wefl man
instinktiv alle Anfangslagen in der Kugel als gleichberechtigt an-
siehi. Um zu T, zn gelangen, mu man sich vorstellen, daf das
Teilehen zu wiederholten Malen an die Oberfliche der Kugel ge-
bracht wird und da wir das Mittel der betreffenden Uurd{wande—
rungszeiten nehmen. Dasselbe ist natirlich darum viel klemerlals
T,,.bweil ein solches Teilchen relativ selten in die tieferen ;S»c'hmb
ten eindringen wirde. Auch fur die Grofen l:‘?,.und‘ o, existieren
in unserem Beispiele genaue Analoga. Die erstere ist die durch-
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schuittliche Wiederkehrzeit fir den Eintritt eines Teilchens, welche
vom Verhiltnis' des Kugelinhaltes zum Volumen des gax{zen Ge-
fiiles 7 abhiingt:
“2) 6, — 1,7

! T3V
Dagegeln hiingt die wahrscheinliche Erwartungszeit fir den Rintritt
des Te.llchens auch von der Gestalt des Gefilies ab und laBt sich
falls diese gegehen ist, in ganz dhnlicher Weise berechnen wie Tet

IV. Kriterien der Irreversibilitit molekularer Vorgiénge.

Die in den vorhergehenden Abschuitten in prizisere Form ge-
fa'ﬁten Begriffe der Wiederkehrzeit eines molekularen Zustandes
Tl:ld&l! 'das eigentliche Kriterium fur die Giltigkeitsgrenzen des
EntroPlesatzes. Ob uns ein (einparametriger) Vorgang reversibel
oder irreversibel erscheint — das ist ja der Kernpunkt der ganzen
Frage — hingt nicht von der Art desselben ab, sondern vom An-
fangszustand und der Beobachtungsdauer, und zwar laBt sich alles

in die einfache Regel zusammenfassen: l'rrever_SJbeI erscheint uns
] Reversibel 5
ein Vorgang, wenn der betreffende Zustand eine im Verhiltnis zur

lange l

Beobachtungsdauer { Kurze | Wiederkehrzeit (beziehungsweise Er- _

wartungszeit) besitat. :

) -Welche der beiden von uns hauptsichlich angewendeten Defi-
nitionen fiir die Wiederkehrzeit dabei anzuwenden ist, hiingt offenbar
von folgenden Umstéinden ab: Geht unser System vo,n dem in Rede
stehenden Zustand als Anfangszustand aus und fragen wir, ob déssen
automatische Wiederkehr in der zu Gebote stehenden Zeit zu er-
warten steht, so ist hierfir die durchschnittliche Wiederkehrzeit 6.
mafigebend. Lassen wir dagegen den  Ausgangspunkt unbest;imm;
(d_em tﬁhermodyuamischen Gleichgewicht - entsprechend) und wollen
WIr wissen, wann ein gewisser — eventuell thermodynamisch ab-
nfmnaler — Zustand ‘von selbst eintreffen diirfte, so beurteilen ‘wir
dies <nach der Linge der wahrscheinlichen Erwartungszeit ©
D'abex dii‘r‘fte in der Regel, wie in den bisher untersueht:n Félle:]-
eine positive Wahrscheinlichkeitsnachwirkung des urspriinglichet:
Zustandes vorhanden sein, weshalb @, grofier, oft von ganz anderer
Grofenordnung ist, als @,. ’ ’ #
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Letzterer Behauptung scheint auf den ersten Blick die Tatsache
zu swidersprechen, daf man in mnseren Formeln (263, (34) durch
VergroBerung der Flichenausdehnung der beobachteten Schichte
de Zahl » und damit aueh den Wert des Verhiltnisses T, 7, be-
liebig vergroBern kdnnte. Doch lost sich dieser Widerspruch durch
die Bemerkung, daB unsere Formel fir T, %) nur fir Zeiten gitltig ist,
die eine gewisse untere Grenze nicht untersehreiten, da die hierbel
benutzte Diffusionstheorie nicht exakt richtig ist. Denn infolge der
Diffusion kann dureh die Flicheneinheit doch nie eine grobere
Substanzmenge abexfubrt werden, als der Gesamtzahl der daran
stoBenden Molekale entspricht. Somit gilt fir (34 die Bedingung:

‘lf ~ A\"/ 2 .

at

Also ist die Berechnung mittels der gewihnlichen Diffusionstheorie
erst anwendbar nach Ablauf einer Zeit, die grof gt im Verhilt
nis zu
6D
=t
und die Formel (34) ist nur dann ghltig, falls die Teilehendichte
die Bedingung erfalli:

'Y C
F<<8Dp

Ubersteigt sie dagegen merklich diese Grenze, so wird jene Formel
ungdltig uod st Ty = T, zu setzen, was auch unmittelbar ver-
stindlich jst, da dann die ganze Zeitlinie von den gegenseitig
unsbhingigen und daher ganz zufilligen Schwankungen verschie-
dener Molekile uberdeckt sein wird.

Fir Versuche an Emulsionen, uach Art der Svedhbergschen,
kommen diese Eventualititen aus prakiischen Griunden nicht in
Betracht, wohl aber far einen nunmebr noch zu besprechenden
Fall, Wir woilen nimlich beispielshalber unsere jetzigen Methoden
noch auf ein Problem anwenden, das wir in provisoriseher Weise

snserer friiher erwihnten Arbeit:

1y Ehensn wie fiberhaupt die Formeln
399 du prisent Volume. Ed].

diese Sitzungsherichte, 128, 2881 (1914 [p.
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schon a. a, O. behandelt haben 1): die Reversibilitat der Diffusion
von Sauerstoff und Stickstoff. .

Denken wir uns in atmosphérischer Luft von normaler Dichte
eine Kugelfliche vom Radius ¢ gezogen und fragen wir, nach wel-
cher Zeit man erwarten kann, da eine teilweise Entmischung von
selbst eintritt, indem der Sauerstoff in jenem Volum eine um 17,
héhere Konzentration annimmt als die normale. Nach Analogie mit
{(26), (27) und {84) lassen sich fiir die Kugel leicht die Formeln

ableiten:

7 a
“ n=) S e
mo___ atm
“ U4

von denen jedoch die zweite aus dem oben erwithnten Grunde
praktisch nicht anwendbar ist, und die Wiederkehrzeit @, erhalt
infolge Niherungsentwicklung der Formel (3) die Gestalt:

amw ".2‘33
CV.:’MJ

Setzt man also die Zahl der Gasmolekile pro Volumeinheit gleich
8.10" und nimmt man C=48.10% §=001 an, so folgt fir
eine Kugel

(4B)

von 1 em Radius eine Wiederkehrzeit 6, von der GroBenordnung
10" Sekunden,

von 3.107%em Radius eine Wiederkehrzeit 6, von der GroSen-
ordnung 10° Sekunden,

von 25.107% em Radius eine Wiederkehrzeit @, von der GroBen-
ordnung 1 Sekunde,

von 1.10"%em Radius eine Wiederkehrzeit @, von der Gréfen-
ordnung 10~ Sekunden.

Diese kolossalen Unterschiede in den Wiederkehrzeiten jenes teil-

weisen Entmxschunwszu;tandes erklaren uns hinreichend, warum

man die Diffusion von O, und N, fiir sichtbare Raumteile als ganz
- .

*| Es ist schon oft besprochen worden, so namentlich von Boltzmann
{Apn. d. Phys, 60, 392 [1897]), doch liegt auller dem . oberwihnten kein Ver-
such einer guantitativen Losung vor.
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irreversibel betrachten darf, wihrend sie im ultramikroskopischen
und teilweise auch im mikroskopischen Gebiete eine durchaus re-
versible 1) Erscheinung ist. So liBt sich fir derartige Fille der
Geltungsbereich der thermodynamischen Methoden exakt feststellen.

Quantitativ ungefihr tubereinstimmende Schitzungen haite ich
g. a. O. auf Grund einer anderen, mehr hypothetischen Uberlegung
erhalten. Fur das Resultat ist wesentlich der Exponentialfaktor
mafigebend, daher kann man mit einer gewissen rohen Anniherung
auch sagen: der zweite Hauptsatz gilt fur solehe Diffusionsvor-
ghnge, welche erheblich anfier den Bereich der miuleren Schwankung

fallen. Der Vergleich mit dem Betrag der mittleren Schwankung

kann als erster Anhaltspunkt auch sonst, und zwar in solehen
Fallen von Nutzen sein, wo wir auberstande sind, die Wiederkehr-
oder Erwartungszeiten zu berechnen.

1 Richtiger wilre zu sagen ,revertierende”, denn siv kehrt sich von selbst
um; dabei hiingt es von den unkontrollierbaren Mikrovurgiingen ab, wann die
Umkehr stattfindet, und nicht von einer etwa von uns vorgenommenen unend-
lich kleinen Anderung der ZuBeren makroskopischen Parameter. Dieses indeter-

fromder Coedank

ministische Moment st ein der Th dynamik ganz G
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