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Personlich bin.ich also gewiB der Ansicht, daf der Standpunkt
der statistischen Mechanik in gewissem Sinne veraltet ist, und daB
hierin die Wurzel der Schwierigkeiten liegen diirften, welche uns
beim Planckschen Strahlungsgesetz entgégentreten. Einstweilen
ist aber, trotz aller bisherigen Bemithungen, statistische Elektronik
ein leeres Zukunftsprogramm.

Es steht bekanntlich noch der heute am meisten begangene,
provisorische, zwischen blofler Theorie und zwischen Praxis ge-
schickt hernmlavierende Mittelweg offen, indem man die Quanten-
theorie auf die statistische Mechanik ktinstlich aufpfropft, ein Ver-
fahren, welches ja allerdings in gewissen Teilen der Physik bereits
so wunderschone Resultate gezeitigt hat. Gewil wird man das hente
in Rede stehende Problem von diesem Standpunkt aus noch allseitig
diskutieren miissen, und es diirften sich vielleicht noch weitere
Divergenzpunkte gegentiber der Thermodynamik ergeben; doch
angesichts der verschiedenen, sich hier noch ertffnenden hypothe-
tischen Moglichkeiten, und der heute noch bestehenden Unsicherheit
betreffs der Formulierung der Grrundlagen der Quantentheorie sehien
es mir passender, in diesem Vortrage auf dem Boden der klassi-
schen statistischen Mechanik zu bleiben.

Es ist das eine wohl nicht tiberfliissige Vorarbeit, und wir sehen
wohl, was fiir einen Fortschritt sie im Vergleich zur phénomeno-
logischen Thermodynamik bildet.

empirisch festgestellten Erscheinungen der radioaktiven Transformationen Bei-
spiele einseitizer Vorgiinge zu sein, welche vom reversiblen Verhalten mecha-
nisch-ergodischer Systeme ganz abweichen.

icm

XXVl STUDIEN UBER MOLEKULARSTATISTIK VON
EMULSIONEN UND DEREN ZUSAMMENHANG MIT
DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG.

Sitzunysberichte der Akademie der Wissenschaften in Wien, mathem.-naturw.
Klasse, Bd. CXXIII, Abt. I a. Dezember 1914; pp. 23812405,

I Einleitung.

Bei der Untersuchung der molekularen Schwankungserseheinun-
gen, welche heute in der Molekularphysik eine so wichtige Rolle
spielt, handelt es sich meist um Probleme von zweierlei Ari: Wenn
wir in einem  bestimmien Augenblick einen Parameter eines. in
thermodynamischem Gleichgewicht befindlichen Systems ins Auge
fassen, kinnen wir nicht erwarten, dal wir genaun den der idealen
Gleichgewichtshedingnng entsprechenden Normalwert desselhen vor-
finden werden. sondern jener Parameter diirfte je nach Zufall einen
etwas griBeren oder kleineren Wert besitzen; im Laufe der Zeit
werden fortwihrend unregelmifiz wechselnde Abweichuugen vom
Normalzustand aufireten, wobei dieselben jedoch meist nicht viel
ther den Bereich der sogenannten ,mittleren Schwankung® hinaus-
gehen werden. Einerseits kdnnen wir also nach dem allgemeinen
Verteilungsgesetze dieser Abweichungen fragen. das ist nach der
Wahbrscheinlichkeit, daB in einem beliebigen Moment eine gewisse
Abweichung vom Normalwerte bestehe. Andererseits dringt sich
aber auch die Frage nach der zeitliclhen Verinderlichkeit der
beobachteten GrioBe auf; es wird sich um die Wahrscheinlichkeit
handeln, daB der urspriingliche Parameterwert nach Ablauf einer
bestimmien Zeit eine gegebene Veriinderung erfahre. ’

Die Probleme der ersten Art sind relativ einfacher Natur und
man kann auf Grondlage der statistischen Mechanik sogar ein sehr
allgemeines Gesetz angeben, welehes die Verteilung der Abwei-
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chungen vom Normalzustand und die Grofe der mittleren Schwan-
kung in leichter Weise ermitteln 148t, ohne daB man ndtig hatte,
in jedem speziellen Falle molekularstatistische Berechnungen anzu-
stellen. Hierher gehoren beispielsweise die Forschungen tber Un-
gleichmiiBigkeiten der Dichteverteilung eines idealen Gases, tber
Verteilung von Emulsionsteilehen im Schwerefeld u. dgl.

Dagegen ist die Frage nach der zeitlichen Verinderlichkeit der
Abweichungen viel schwieriger zu losen und erfordert in jedem
Einzelfalle die Anwendung entsprechender molekularstatistischer
Methoden, Von Problemen dieser Art hat bisher iberhaupt nur ein
einziges Beispiel, die Brow n’sche Molekularbewegung, eine erschop-
fende Behandlung, sowohl in experimenteller, wie thecretischer
Hinsicht, erfahren. Eigentlich bildet dasselbe aber einen durch seine
Einfachheit singuliren Spezialfall, indem es sich dabei um die zeit-
lichen Verschiehungen eines von keinerlei dufleren Kraften beein-
fluflten Teilchens aus seiner Anfangslage, somit um ein astatisches
System ohne stabile Gleichgewichtslage handelt, auf welches der
Begriff der mittleren Schwankung im vorhin dargelegten Sinne gar
nicht anwendbar ist. .

Unter den eigentlichen Problemen der zweiten Art ist bisher
therhaupt nur eines theoretisch geldst worden !), nimlich die Frage
nach der Brown’schen Bewegung eines Teilchens, welches in
einem molekularen Medium suspendiert und iiherdies einer elasti-
schen, in die Ruhelage zuriickwirkenden Kraft unterworfen ist;
doch sind dieshesiigliche experimentelle Untersuchungen noch auns-
stindig. Im folgenden soll nun die Lisung eines zweiten derartigen
Problems gegeben werden, welches insofern interessant ist, als
bereits diesbeziigliche Beobachtungen vorliegen, an denen sich die
Theorie zu einem gewissen Grade erproben laft. Wir stellen uns
nimlich die Aufgabe, die zeitlichen Anderungen der Anzahl der
Teilchen einer Emnlsion zu hestimmen, welche sich in einem gege-
benen Volum derselben befinden. Diese Aufgabe schlieft sich un-
miti:.elbar an jenes Beispiel an, welches sieh unter allen Schwan-

1) Smoluchowski, Bull. Int. de T'Aead. d. Se. de (racovie, 1913,
p. 418, im folgenden als {I) bezeichnet; ferner Gottinger Vortrige, Teubner,
1914, p. 89, im folgenden als (II) bezeichnet [pp. 2562 et 361 du présent Vo-
lume. Bd.]. An erster Stelle ist ibrigens auch ein zweiter Fall besprochen, der
jedoch von etwas trivialer Natur ikt: die Brown'sche Bewegung eines zwischen
zwei parallelen Winden eingeschlossenen Teilchens.
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kungserscheinungen durch grifte Einfachheit auszeichnet und darum
mir bei den Untersuchungen tber Schwankuungserscheinungen im
Jahre 1904 als Ausgangspunkt gedient hat, namlich die Ungleich-
wiiBigkeiten der Verteilung der Molekile eines idealen Gases 1.

Da wir die diesbeziiglichen Resultate, welche sich mittels direkter
Anwendung von Wahrscheinlichkeitshetrachtungen, ohue Zuhilfe-
nahme der statistischen Mechanik, ableiten lassen, fernerhin beni-
tigen werden, seien sie im folgenden kurz zusammengefalt.

II. Schwankungen der Teilchenzahl

Wiirde bei gleichméfiger Verteilung der Molekile eives idealen
(Gases die Anzahl » auf das in Betracht gemogene Teilvolum ent-
fallen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB sich in demselben augen-
blieklich zufilligerweise eine Anzahl n aufhalte. gegeben durch den
Ausdruck

e

1) Win)="—-.

Wird »=#»{1 -+ J) gesetst, so lilt sich im Falle einer grofen
#ahl » und kleiner d statt dessen die Formel

5 v
i2) W(d}d6=l/-9-;e *dé

anwenden. welehe die Wahrscheinlichkeit einer zwischen d und
0+ dd gelegenen Verdichtung bestimmt. Hieraus findet man leicht,
daB das Quadratmittel der Verdichtung gleich ist dem reziproken
Werte der Normalzahl »

i3) (?l,;—‘)2= 512%7

7

1} M. v. Smoluchowski, Boltzmann-Festschrift, p. 626. 1904; Ann. der
Phys., 25, 205, 1908 [Vol. I, pp. 421 et 389 Ed.]; weitere Literaturangaben
iiher dieses und verwandte Probleme: M. v. Smoluchowski, Phys. Zeit-
sehrift, 13, 1UsY, 1912 [p. 226 du pidsent Volome. Ed.]; Th. Svedberg, Jabrh.
d. Rad. 10, p. 467, 1913, Siehe anch R, Lorenz and W. Eitel, Zeitechr. far
phys. Chemie, 87, pp. 293, 484, 1914, woselbst die hetreffenden Ableitungen
der obigen Formeln {1} bis (4) sehr ausfihrlich und versifindlich wiedergege-
ben sind.

M. Smoluchowski. 11 26



GUEST


402 ¥XVI MOLEKULARSTATISTIK VON EMULSIONEN

und zwar gilt diese Formel sowohl unter Voraussetzung von (2),
wie auch unter der allgemeineren Voraussetzung von (1).
Far den durchschnittlichen Absolutwert der Verdichtung habe
ich die Formel angegeben !;:
SN p— Svte?
4) ’ 0 =‘-~;-—:=-~k!—4,

wo k die groBte ganze Zahl bedeutet, welche gleich oder Ikleiner
ist als 2.

Anfinglich waren diese Resultate nur theoretisch begriindet;
spiter wies ich darauf hin, dal die UnregelmiBigkeiten der Mole-
kilanordnung, welche sich durch analoge, aber allgemeinere For-
meln auch im Falle nicht idealer Gase darstellen lassen, durch das
Auftreten der Tyndall'schen Opaleszenz experimentell erwiesen
werden, die bekanntlich insbesondere in der Nihe des kritischen
Zustandes deutlich auftritt. Direkte experimentelle Bestiitigungen
der obigen Formeln sind aber erst dureh die Untersuchungen
Svedbergs an kolloidalen Lésungen und Emulsionen erbracht
worden. Es ist nimlich ohne weiteres klar, daB sich jene Ableitun-
gen und Formeln ebenso auf die suspendierten Teilchen -einer
Emulsion oder kolloidalen Losung anwenden lassen, falls dieselbe
so verdinnt ist, daB die Bewegungen der Teilchen als voneinander
unabhiingig betrachtet werden konneu, daf also der osmotische
Druck das Gesetz von Boyle- Charles befolgt.

Svedbery stellte seine Messungen in der Weise an, daf er
eine 2u dicke Schichte der Lisung mittels eines Zeifi’schen Spalt-
Ultramikroskops beobachtete, indem er dieselbe in #quidistanten
Zeitintervallen (39 mal pro Minute) beleuchtete. Dabei war das
Gesichtsfeld des Mikroskops mittels einer passenden Blende verengt,
so daB bei. der Aufhellung des Gesichtsfeldes gerade eine bequem
abziblbare Anzahl von Teilchen sichtbar war.. So wurde beispiels-
weise ?) fur eine gewisse Goldlosung die nachstehende, 518 Einzel-
becbachtungen umfassende Zahlenreihe erhalten. mit welcher wir
uns im weiteren noch zu beschiftigen haben werden:

1) Niehe Th, Svedberg, Zeitschr. fiir phys. Chemie, 78, 547, 1910.
% Svedberg, Existenz der Molekiile, 1912, p. 148; Zeitsehr. fir phys.
(hemie, 77, 147, 1911,
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12000200132412310211118112511102331333221112242212261221 48345241 1413114
23100100421123123201111000111 — 21100132000001001 1000100023221002110000
201001 — 38331220011231221024011102 — 122211223100011033111021011001010
3011312121010121111211 — 10003221012302012121321 1101 100233122421100012
0301010022173441010100 211221144§42121143013212 331431801 12221285310121111
2224122311133221821100004104320121200115:22231200 — 2532120332331111002
10022013011321131200101314322112211223234422230821 $21532200202142125232
043112312002314223452134110412822220221 ~

Wie wir sehen, wechselt die Teilehenzah! sehr stark und anschei-
nend ganz unregelmifig. Doch geniigt sie tatsiichlich den oben ab-
geleiteten Gesetzen, denn das arithmetische Mittel /die Normalzahl)
betriigt » = 164, woraus nach (3 die mittlere Verdichtung
Vo=l —os0s

Vv
folgen wirde, withrend das tatsichliche Mittel Vot = 0-198 betriigt.
Weiters sollten gemi8 Formel {1} die Zahlen # mit der nechstechend
angegebenen relativen Hiufigkeit H, verteilt sein. wihrend tatsich-
lich die absoluten Hiufigkeitszahlen Z, entsprechend der relativen
Hanfigkeit H,, beobachtet wurden:

o 1 ! 2 3 & 5 8 7

H, . . . . . 0212 0828 0233 0130 0050 0016 0U04 0001 |
Hy . . ... . 0216 032F 0231 0133 0082 0010 0002 0002
YZ .. . ... 112188 130 - 69 | 32 35 1 1

Die Ubereinstimmung der theoretischen Werte H, mit den beob-
achteten Werten H, lit somit nichts zu wiinschen tbrig und zu
analogen Resultaten ist auch I1jin?) bei Untersuchung von homo-
genen Gummigutt-Emulsionen gelangt. Bei groflerer Konzentration
der Losungen hat dagegen Svedberg?) systematische Abweichun-
gen von den Gesetzer (1) und (3) konstatiert. aus welchen er auf

ty B. 11jin. Zeitschr. fir phys. Chemie, 83, 592, 1913.
% Th, Svedberg, Existenz der Molekiile, 1912. p. 152 f.; Jahrb. d. Rad.,
10, 486-1%., 1913. A. Westgren, Zeitschr. fiir phys. Chemie, 83, 151, 1913,
J. Perrin, C. R, 158, 1168, 1914 R. Costantin, C. R., 158, 1171,
1341, 1914 .
26*
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Abweichungen vom Boyle-Charlesschen Gesetze schloB, ein
Befund, welehem spiiter von Westgren auf andere Weise aus-
gefithrte Messungen widersprechen. Neuere Arbeiten von Costan-
tin und Perrin bestitigen das Auftreten jener Abweichungen,
jedoch erst bei weit grotieren Konzentrationen als Svedberg angab.
Die Pntersuchungeu ther diesen Gegenstand sind woch nicht abge-
schlossen 1), doch ist diese Sache fiir den vorliegenden Fall iiber-
haupt gleichgiiltig, da wir uns von vornherein auf verdtinnte Emul-
sionen beschrinken werden,

III. Theorie der zeitlichen Anderungen.

Insoweit handelte es sich uns also nur um ein Schwankungs--
problem der ersten Art. Was nun die zeitliche Verdnder-
liechkeit der beobachteten Teilchensahl anbelangt, so ist leicht
begreiflich, dal dieselbe mit der Lebhaftigkeit der Brown'schen
Bewegung zusammenbéngen mufi, da letstere eben jene Veriinde-
rungen hervorruft. Besibie z B. die Flussigkeit eine grofere Zhig-
keit oder waren die Dimensionen der Teilchen grofier, so daf die
Brown’sche Bewegung entsprechend verlangsamt wiire, so konnte
statt der obigen eine analoge Zahlenrethe auftreten, aber beispiels-
weise mit Verdopplung simtlicher Zahlen

11 22 00 00 00 22 00 00 11 33 22...

Die mittlere Schwankung Vot und das Verteilungsgesetz der Zahlen
n witrden ganz ungetndert bleiben, aber die Verinderungsgeschwin-
digkeit wire halb so groB. Tatsichlich hat Svedberg? auch
solche Messungen angestellt, in welehen die Zihigkeit von Emul-
sionen dureh Zusatz von Zucker u. dgl. erheblich 'vermehrt war;
die Brown'sche Bewegung ward dann sehr triige, aber. der Betrag
der mittleren Schwankung blieb unverindert. Das ist ein experi-
menteller Beweis, dali die absoluten Schwankungen und die zeit-

Y {On consultera & ce sujet les excellentes notes ajoutées par M. R.
Fiirth & une 18impression du présent mémoire: Ostwald’s® Klassiker der
Exakten Wissenschaften Nr. 207. Leipzi 1923, pp. 4% ef 129, Ed..

% Vul. z. B 8vedberg, Existenz der Molekiile, p. 169 . i1912), Messun-
gen, welehe mittels des Kardioid-Ultramikroskops angestelli werdeny miiten
wegen der begrenzenden Winde eine geringers Veriinderlichkeit der Teilchen-
zshlen ergeben und erfordern eine etwas abweichende Berechnungswaeise.
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liche Verdnderlichkeit vuneinander weitgehend unabhingige Erschei-
nungen sind. Um nun letztere eiver Berechnung zuzufithren, kntipfen
wir am besten direkt an die Svedbergsche Versuchsanordnung
an: wir denken uns aus der Emulsion eine horizontale Sehichte
von der Dicke /& optsch abgegrenzt, welehe in gleichen Zeitinter-
vallen beobachtet wird, und setzen voraus, daB die Dicke £ so klein
ist i Verhiltnis zu den Horizoutaldimensionen der Schichte, da
nur die Vertikalkumponente der Brow nschen Bewegung fur die
Veriinderlichkeit der Teilchenzahl in Betracht kommt. somit das
Problem -eindimensional wird.

Nehmen wir nun an, daf in einem bestimmten Moment eine
Teilchenzah! » in jenem Volum betrachtet wurde und fragen wir
nach der Wahrscheinlichkeit. dafl zu einem um ¢ spiteren Zeitpunkt
eine um k grofere Teilehenzahl auftrete. Zur hesseren Versinnli-
chung wollen wir uns jene » Teilchen rutgefiirbt, samtliche anderen
schwarz vorstellen. Dann ist klar. daf8 die Zahl (n-+ & aof i-fache
Weise zustande kommen kann: entweder su. dafl gar kein rotes
Teilchen jenes Volum verluft, aber % schwarze von aullen eintre-
ten, oder daB ein rotes sich entfernt, aber ik 4 1) schwarze hin-
eingeraten, oder daf zwei rote sich entfernen und (k-4 2) schwarze
eintreten usw, Da nun die Teilchen analog den Molektilen eines
idealen Gases vorausgesetzt werden, welche aufeinander keine Krifte
augthen, so ist der Ein- oder Ausiritt eines jeden derselben ein
vom Aufenthalte der ubrigen Teilchen unabhiingiges Ereignis. Be-
zeichnet man alsn die Wahrscheinlichkeit fur den Austritt von i
Teilchen mit 4,  die Wahrseheinlichkeit fir den Eintritt analog
mit E, so wird die Wahrscheinlichkeit, da8 nach Ablauf des Zeit-
intervalles { eine Vermehrung der Anfangszabl # uwm ; Teilchen
eintritt, gegeben durch

5 W_(—i—k)=2‘Ai By
In sholicher Weise erhilt man die Wahrscheinlichkeit fir eine
Verminderung der urspriinglichen Anzahl um % Teilchen

j=n

® . W“("k’:ZA‘E""'

ek

Nun handelt es sich um die Ausdriicke fur die 4, E-Glieder. Um
diese zu finden, miissen wir auf die Formeln der gewdshnlichen
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Brown'schen Bewegung zuriickgreifen, da diese die Ursache fir
die Wanderung der Teilehen bildet. Gemill denselben ist die Wahr-
scheinlichkeit, daf im Laufe der Zeit ¢ eine Verschiebung im Be-

trage von
§..&+dE

in der X-Richtung erfulgt, gegeben durch éinen dem Fehlergesetz
analogen Ausdruck: ‘

@ Wi ds=

| —~EHADF d §
€

2= Dt '
wo D den Diffusionskoeffizienten der Teilehen bedeutet, - welcher
mit dem Quadratmitte] der in der Zeit ¢ erreichten X-Verschiebun-
gen mittels der hekannten Formel zusammenhingt

R~ He t
(8) (:E—-Io)!:—?.Dt:T.m;,

in welcher u den Zghigkeitskoeffizienten des Mediums, a den Ra-
dius der Teilchen bedeutet. '

Wenn nun ein einziges rotes Teilchen sich in der Schichte #
befindet, so sind alle Abszissen von z==0 bis z ==h fur den Auf-
enthalt desselben gleich wahrscheinlich und die Wahrscheinlichkeit
fir eine Lage zwischen

2.2 de

betrigt dic/h. Sumit wird die Wahracheinlichkeit fiir den Austritt .

jenes Teilchens aus der Schichte %, nach der einen oder der ande-
ren Seite hin, gegeben sein durch '

A

1 - P '
9 P= — | a. ~8uDt g &
®) h nDt/ J:/e s
Q x

Mittels partieller Integration nach z laBt sich dieses Doppelintegral
umgestalten in

8
. 2 1
10 P=1—— [evdy 4+ —[l—e#
wobei zur Abkurzung
A

—_ L

gesetzt ist. Nebsthei hemerken wir, daB man zu dieser Formel auch
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auf ganz anderem Wege gelangen kanu, indem man sich statt des
einen, tberall in der ganzen Schichte % gleich wahrseheinlich an-
wesenden Teilchens eine Substanz denkt. welche jene Sehichte an-
fangs gleichmaBig erfullt und im Laufe der Zeit, nach MaBgabe
eines Diffusionskoeffizienten [). in die ifiunfere Flussigkeit hinaus-
diffundiert.

Die zur Zeit ¢ herrschende Verteilung jener Substanz ist in
diesem Falle
fir 0<x<<h:

3

# = A;ll.-;;: EA(x‘gw‘mdg‘
o)z,
&

ir A<r<{oo:

1 x b—-;l
U= e lrmgrdls d&'].
z-;fnm[_/ +/ ’
§ %

Daraus folgt for den Gradienten an der Oberfliche »r=1h:

Ju 1
12) bl USRS, | - r"""”’}
13 5z, QVuDi[
und #ir den Bruchteil jener Substanz, weleher im Laufe der Zeit f
aus dem Bereiche der Schichte beiderseits nach auen hinausdiffun-
diert. ergibt sich

(11}

(13) P=21)f§?‘-,df.

Jx,
was sich nach Einsetzen von (12 leicht auf den obigen Wert (10)
zurfickfthren 1aft.

Ist pun im betrachteten Raume / anfangs nicht eines, sondern
sind n rote Teilehen anwesend, so ist die Wahrscheinlichkeit, dad
gewisse davon, in der Anzahl i, den Raum verlassen, die uibrigen
{(n — i) aber in demselben verbleiben, bestimmt durch

Pt — Py
Tst uns die Individualitat jener Teilehen gleichgiiltig, so haben wir
diesen Ausdruck noeh mit der Anzahl der Kombinationen (T) zu

multiplizieren und erhalten hiermit fur die Wahrscheinlichkeit,
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dal die Anzahl der roten Teilchen sich durch Austritt von i der-
selben vermindert:

(14) A= (’;)P‘u — PP

Zur Probe verifizieren wir die selbstverstindliche Behauptung, daB
der Austritt einer beliebigen Anzahl, innerhalb der Grenzen O, n
gewil ist:

© dmmm
(15) d4=P+1—-Pr=L

il
Auch erscheint es leicht verstindlich, dafl sich die mittlere im
Verlaufe jener Zeit austretende Anzahl als Produkt der urspriing-
lichen Anzahl und dem Bruchteil P ergibt

(16) 2 id=
=0

Bisher hatten wir die urspritngliche Anzahl der roten Teilchen
n als von vornherein gegeben betrachtet. Wenn man aber dies-
beziiglich dem Zufalle freies Spiel 1aft, so gilt im Falle eines sta-
tiondren Zustandes fiir die Wabrscheinlichkeit der Anfangszahl n
die Formel (1). Hiermit kann man berechnen, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit wir den Austritt von m Teilchen in der Zeit ¢ erwar-
ten konnen, falls uns die urspriinglich zur Zeit { = 0 vorbandene
Anzahl n nicht gegeben ist:

- e""l}wﬂ r *
(17) Aﬂzz pr (:‘)Pn(l_fy)n-,.

[Px+(1 ) R p—

P "P”‘ (1 — 2(] — P)t 3(] — P
ey {1+1( P)_!_w( )+'u(3! PE-]—...}
- Vaid (1) P)"‘ e (» P)”

m! “ml

Die Sache verhalt sich also derart, als ob das Volum P einer durch
die mittlere Molekiildiechte o charakterisierten -Substanz aus dem

betreffenden Raume durch Diffusion susgetreten wire. Dann wiirde-

die Formel (1) tatsichlich den obigen Ausdruck fur die Wahr-
scheinlichkeit ergeben, daB das ausgeschiedene Volum P gerade m
Molektile mit sich gefahrt habe.

icm
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Nun erledigt sich auch die Frage nach der Wahrscheinlichkeit
des Eintrittes von m {schwurzen) Teiichen ohne weitere Schwierig-
keit. Denn infolge unserer Grundannahme ist die Wahrscbeinlich-
keit des Bintrittes derselben ganz unabhiingig won der Anzahl »
der etwa bereits im Raume & vorhandenen (roten) Teilchen. Daher
muf sie so groB séin wie im Falle eines statistisch-stationdren Zu-
standes und da ist sie offenbar mit der eben berechneten Austritts-
wahrscheinlichkeit A, identisch, da im allgemeinen Durchschnitt
der Vorgang des Ein- und Austrittes gleichberechtigt ist. Somit
haben wir:

B = el

m!

Hierdurch nehmen. mit Hinznziehung von (14), die von uns ge-
suchten Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit einer Zu- oder Abnahme
der urspriinglichen Teilehenzahl (5). (6) die endglltige Gestalt an:

. o ‘ e PP
W".H—”_e 12(1;1)\1“;‘} Pm(m—{—k)"
(18 -
7 p— " o ,,[7}“4,_
W (— k)= PZ(’”){I—P P L
ek

Wir werden spiter sehen, wie man sich die system;zti&che Be-
rechnung dieser komplizierien Rechenansdricke erleichtern kann.
Vorerst nehmen wir aber eine weitere Aufgabe in Angriff, welche
zu einer itherraschend einfachen Lgsung fuhrt: Wie grof ist far
eine gegebene Anfangszahl n das durchschuittliche Quadrat der im
Zeitraume ¢ vor sich gehenden Anderung?

Offenbar ist diese Grofe, welche wir mit A% bezeichnen wollen,
der Definition entsprechend, gleich

k=
£ ~2¢=W (—k +2k=W (+ &).
k=1 k]
Einsetzen der Ansdriicke (18) und Ordnmen nach Potenzen von »
ergibt hieraus '

9 E=cry §1’~-fl'2'(n * i) (0 — m — iyt P (1 — PJ.
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Die Summierung nach i 1Bt sich ausfihren. wenn man hemerkt, daf

‘27( , Z l} P — Ple= [171’*‘{- (1— 1))1,- "

ist, woraus durch entsprechende Differentiation erhalten wird:
) n NS Pa—i i
(20) 2<n—i) (n—m— 2P~ (1 — Pj=
_i{ (zP4-(1— Py } .
“dz\"dz z" emg

=n{n— 1) P2 — n(@m — 1) P4 m2.

Sodann konnen auch die Summationen nach m ausgefihrt wer-
den, indem man beriicksichtigt, daB die Formeln- gelten :

o

21 Z’m — 1), Z(m < —(a—{»— a?)e”.

m=1

Auf diese Weise geht der obige Ausdruck (19) tber in die ein-
fache Formel:

(22) B=Pn —u)— ) G+ P

Dies ist also?) das Quadratmittel der im Laufe der Zeit # stattfin-
denden Anderung. falls die urspriingliche Teilchenzahl n betrigt.

Wird aber die anfangliche Zahl n unbestimmt gelassen, so gilt
fur die Wahrscheinlichkeit derselben im Falle eines stationiiren
Gleichgewichtszustandes wieder die Formel (1). Dann erhilt man
also fir das allgemeine Quadratmittel der zeitlichen Anderung,
unter abermaliger Benﬁczung von (21), die Endformel:

(23) P paie B 3
A=)

Zu demselben Resultate fiuhrt iibrigens auch eine etwas abwei-
chende Berechnungsmethode, indem man néimlich znerst mittels (18),
(1) die allgemeine Wahrscheinlichkeit fir einen Zuwachs um %
Teiichen, von einem unbestimmten Anfangswerte aus, berechnet.

1 [Voir une note de M. L. 8. Ornstein présentée & PAcadémie des
Sciences d'Amsterdam le 31 mars 1917: Verslag d. Wis- en Natuurkundige
Afdeeling, Kon. Akad. v. Wet. te Amsterdam, deel 25, p. 1324, Ed].
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Sie ergibt sich zu
3 (w Py Py
(n-}-lﬂ‘ 2!

und dieselbe Formel gilt auch fur eine Abnahme von k Teilchen,
Daraus erhilt man durch eine weitere Summierang

24) Wi =g »*

(25) &=2 YW,

kel
was den obigen Wert ergibt. Die Summierung kaun man nach
passender Anordnung der Glieder mittels der Formel bewirken:

d d (e | ,gj
ﬂ[z%(?)] R M| R (I T
A 0 S e

Da uibrigens, der Formel (3) gemiB, das Quadratmittel der all-
gemeinen Sehwankung gleich ist der mittleren Teilchenzahl #, so
kann man statt (23) aueh schreiben 1):

2
26) = —A~w— =2PF
(n—»2

Werden also in der Svedberg'schen Zahlenreihe die Diffe-
renzen der aufeinanderfolgenden Zahlen gebildet, so ist das dureh-
sehnittliche Quadrat derselben gleich der Grsfe A2, das durch-
schnittliche Quadrat der Differenzen der Zahlen von dem Mittelwert
» ist dagegen gleich (n.— v und das Verhiltnis dieser beiden
Grofen soll unserer Theorie gem#il gleich sein dem doppelten
Betrag des Diffusionsfaktors F; welcher sich nach’ Formel (10) aus
dem der Brown'schen Bewegung entsprechenden Diffusionskoeffi-
zienten D berechnen labt.

Bei dieser Gelegenheit sei auch noch die ,durchschuittliche, in
gewisser Zeit erfolgende Versinderung* der urspriinglichen Teilehen-
zahl angefihrt, welche sich auf ahnliche, aber etwas einfachere

D] Méglicherweise lieBe sich die Formel in dieser Grestalt auch fiir kon-
zentrierte Emulsionen verallgemeinern, bei denen Abweichungen vom Gesetz
(3) stattfinden.
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Weise wie die Groe A2 ermitteln 14Bt. Man erhalt niimlich

@) A=Yk (R — FEW.(— k) =(— )P
kel k=

Lafit man dabei simtliche Anfangszahlen n nach Mafigabe ihver

Hiufigkeit wihrend des stationiiren Zustandes zu und nimmt aus .

den entsprechenden 4, das Mittel, so muB dies natirlich Null
ergeben:

P
— eryt —
A= ¥ -2 A =0.
n!
ne=0

Bevor wir zur Prifung unserer Resultate an dem derzeit zur
. Verfigung stehenden Beobachtungsmaterial tbergehen, seien noch
einige allgemeinere theoretische Bemerkungen eingeflochten. Inte-
ressant ist es n#mlich, die Analogie zu verfolgen, welche zwischen
dem jetzigen und dem frither von mir behandelten Beispiele he-
steht, das die wahrscheinlichen Lagentinderungen eines gleichzeitig
unter Einfla der Bro wn’schen Bewegung und einer elastischen,
Kraft stehenden Teilchens betraf.

Diese Analogie zeigt sich vor allem in der Formel (27) und
jemer Formel, welehe die durchschnittliche Verschiebung eines
solchen Teilchens aus seiner Anfangslage z, bestimmt 1:

(28) (r —z0) = — 2, (1 — &™),

Es entspricht dabei offenbar die anfingliche Elongation .des Teil-
chens aus der Normal-Lage x, dem Unterschiede zwischen der
Anfangszahl und der Normalzahl der Molekile (# — »). Die durch-
sehnittliche Anderung der Konzentration erfolgt hier somit laut (27)
in voller Ubereinstimmung mit der tiblichen Diffusionstheorie, ebenso
wie dort die durchschnittliche Lagesinderung (28) sich . identisch
erwies mit dem nach der iblichen Theorie der ,irreversibeln®
inneren Reibung zu berechnenden Werte. ‘

Auch unsere Formel (23) und (26) hat ein vollstindiges Gegen-
stiick in jenem Beispiele. Denn ans der Beziehuug

@9 E—mf =l — g e — e,
welche aus. den Formeln (11), {13) jener Arbeit [beziehungsweise

% Yu e, (I, Gleichung (11); L e, {II), Gleichung {17).
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(17), (18) II} folgt, erhilt man dureh Mittelbildung @ber alle mog-
lichen Anfangslagen:

(80) 2] — ),
womit wir unser jetziges Resultat (28) zu vergleichen habewn. Der
Klammerausdruck splelt, wie wir eben gesehen haben. dieselbe
Rolle wie der Diffusionsfuktor P, wihrend das Quadrat der mitt-
leren Schwaukung £ (d. i das Quadratmittel der Elongationen
aus der Anfangslage) seiner Bedeutung nach der Gribe (n— »)?
entspricht [vgl. (3)] In beiden Fillen konw'ergiert das allgemeine
Mittel der von einem beliebigen Aufangszustande aus im Laufe
langer Zeiten eintretenden Verinderungen gegen einen Grenzwert,
weleher dem doppelten Betrag der mittleren Schwankung gleich ist.

Dagegen ist die Analogie zwischen {x — 1) und £ [Gleiehm}g
(22)] ‘nicht mehr so vollstindig.. Noch deutlicher zeigt sich ein
charakteristischer Unterschied zwischen der grundlegenden Formel
W.(+ k) und der eutsprechenden Formel!j fir die Wahrschein-
lichkeit einer gewissen Verschiebung von der Anfangslage aus. Im
letzteren Falle kooute man den Ubergang von vollstindig regel-
loser Molekularbewegung in die gewdhnliche makroskopisehe, unter
Fiofluf von Reibung und suBerer Kraft vor sich gehende Bewe-
gung genau verfolgen. Fur gentigend kurze Zeitriume fiel niimlich
jene Formel zusammen mit den fiir gewthnliche Browrf'sche Be-
wegung giltigen Ausdriicken und es waren fir einen jeden A‘n-
fangszustand im ersten Momente positive  und negative Vex:scl.ne—
bungen (Zuwachs und Abnahme der Eutropie) gleich wahrscheinlich.

Auch hier zeigt sich, daB die Formeln (18) fur den G‘:renzfall
langer Zeitritume infolge der Beziehung Lim P =1 m'it der Sehwan-
kungsformel (1) identisch werden und dafi dann die Anderungen
der Teilehenzahl ganz zufillig, ohne Ricksicht auf den Anfangs-
zustand erfolgen, was ja von vornherein klar ist. Da'ge_gen folgt
fur den entgegengesetzten Grenzfall sehr kurzer Zeiten i und
dementsprechend kleiner Werte . daB ein anfanglicher Tel‘lchen-
tiberschub eine sofortige Abnahme wahrscheinlich macht, cin- an-
fanglicher Teilchenmangel eine sofortige Zunahme Fir kurze £
also groBe 8, ist namlich die Naherungsformel anwendbar :

Y L e, (D), (1055 L e (T, (13).
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j:—v* dy = P!ﬁ [1 —é--lp,:_, 4. },

8

wodurch man erhalt :

SE WY
1m0 ﬁv;rz h T
Fir kurze Zeiten geht also (18) tiber in
» Pt o
(82) Lim W, (+ki=e *'P@gi; Lim W, (— k)=¢"F (Z)P‘-

Otfenbar sind diese Ausdriicke fir k=2, 3,... verschwindend
klein gegenitber den Werten fir =1, also kommt im ersten

Moment uberhaupt vur die Moglichkeit einer Anderung um ein

Teilchen in Betracht. was ja von vornherein natiirlich erscheint.
Nun ist aber

. WAk v
33 Lim o =

also maeht sich tatsichlich schon vou allem Anfang an eine Asym-
metrie der- Wahrscheinlichkeit fur Zu- und Abnahme der von der
Teilchenzahl abhingenden Entropie bemerkbar, und zwar entspricht
sie einer Tendenz zur Ausgleichung des Anfangswertes n mit dem
Mittelwert ». Der_ tiefere Grund davon liegt in einem wesentlizhen
Unterscheidungsmerkmal zwischen dem jetzigen Beispiel und dem
frither betrachteten. Wihrend n#mlich in jenem die Entfernung z
eine stetige Variable ist, liBt die hier auftretende ganzzahlige Va-
riable n nur diskontinuierliche Verinderungen von endlicher Grofe
zu. Man tberzeugt sich leicht, daBl auch hier die Formeln
Lim W, (4 k) und Lim W,(—k) fur den Grenzfall kleiner % iden-
tische Werte ergeben wiirden, falls die Zahl & sich in stetiger
Weise andern konute.

Diese Betrachtungen ergiinzen also in gewissen Punkten jene
Ausfibrungen meiner fritheren Arbeit, welche sich auf die Gultig-
keitsgrenzen des zweiten Hauptsatzes bezogen; weitere Folgerungen,
welche mit dem damals entwickelten Begriff der Rickkehrzeit eines
abnormalen Zustandes zusammenhingen, moehte ich in einer eigenen
Studie nither auseinandersetzen.
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Ubrigens sei bei dieser (Gelegenheit noch ein weiterer Unter-
schied hervorgehoben, welcher bei vielen hierher gehirigen- Fragen
eine wichtige Rolle spielt. Die Formeln fur die Brow nsche Be-
wegung hestimmten namlich die Wahrscheinlichkeit einer gewissen
Verschiebung als Funktion der Grofe der Verschiebung und der
momentanen Lage, ohne jede Ricksicht auf die Vorgeschichte des
Teilchens *). In dem jetzigen Beispiele wire dagegen die Formel
(18) fur die Wahrscheinlichkeit, daf sich die Molektlzahl # um %
vermehre, nicht auf einen Fall anwendbar, in welchem wir wissen,
daB vor der Zahl n eine bestimmte Zahl, z. B (n 4 1), voraus-
gegangen ist. Diese Nachwirkung der Wahrscheinlichkeit einer
gegebenen Zahl ist ein Umstand, welcher das jetzige Beispiel
wesentlich kompliziert,

IV. Experimentelle Pritfung der Theorie.

Nun schreiten wir zum Vergleiche uaserer Theorie mit dem
derzeit bekaunten experimentellen Material. Es kommt diesbeztig-
lich nur die eine von Svedberg gegebene Zahlenreihe in Be-
tracht, welche wir eingangs anfiibrten. Um an derselben das Sehlnf-
resultat (28} zu prifen, bilden wir die Differenzen je zweier auf-
einanderfolgender Zahlen und nehmen das Mittel aus den Quadraten
derselben. Dies ergibt den experimentellen Wert A? =225 Nun
betriigt das arithmetische Mittel aller Zahlen » = 155, also mufite
nach jener Formel der Diffusionsfaktor P = 00726 betragen. Andrer-
seits kann diese Grofe miitels der Formel {10} berechnet werden,
falls man den Diffusionskoeffizienten £ auf Gruod der theoretizchen
Formel fir die Brown'sche Bewegung (8) ableitet. Unter der
Annahme 2)

w=00107, a=19pu, N=0606.10%
ergibt sich D == 1-04.1077 und hieraus fir

60

11:2[&_. f=39

i In Wirklichkeit gilt die Unabhiingigkeit von dér Vorgeschichte nur fiir
Zeitrinme, die eine gewisse untere Urenze (die Dauer der aunihernd geradlini-
gen Bewegung) erheblich itherschreiten.

%) Siehe Svedberg, L. c.
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der Wert vou § = 0.26. Um nun P als Funktion von § zu ermit-
teln, habe ich mit Zuhilfenahme der Tafeln far das Kram psche
Integral die nachstehende Tahelle zusammengestellt:

g= 01 02 03 04, 05 06 Q7 08 09 10
P—09i4 0888 0833 0780 0729 0680 0634 0591 0351 0514

Somis erhalten wir im obigen Falle den theoretischen Wert P =086,
welcher also um ein Finftel grofer ist als der aus den experimen-
tellen Daten ermittelte. Da die zur theoretischen Berechnung die-
nenden GroBen nur beilinfig bestimmt sind, kann man dies wohl
als eine ganz gentigend gite Ubereinstimmung ausehen; die Diffe-
renz mag wohl auch darauf zuriickzufthren sein, dab Svedberg
bei den mittels Keimflussigkeit hergestellten Goldlosungen eine
Verlangsamung der Brown’schen Bewegung bemerkte, was er
durch Abweichungen der Teilchen von der Kugelgestalt erklart
und was den Wert von P vermindern mufte.

Dieselbe Zahlenreihe kann auch noch zur Kontrolle der Abhin-
gigkeit des 42 Wertes von der Linge des angewendeten Zeitinter-
valls benittzt werden. Denn man kann sich beispielsweise die Dif-
ferenzen zwischen jeder Zahl und der viertndichsten bilden, und
aus den Quadraten derselben das Mittel nehmen; so erhdlt man den
Woert A* fir das Vierfache des im fritheren Falle geltenden Zeit-
intervalles von. gy Minute. Er betrigt 42 =280, was P=090
ergibt, withrend die theoretische Berechnung P = 0'93 liefern wiirde-

Nun kann man auch die grundlegenden Formeln (18) priifen,
indem man in deuselben den experimentellen Wert P= 0726 ein-
setzt, andrerseits aber in der Svedberg’schen Zahlenreihe die
Haufigkeit des Vorkommens bestimmter. Gruppen je zweier auf-
sinanderfolgender Zahlen bestimmt. So kommt beispielsweise die
Gruppe 10 vierzigmal vor, dividiert man also 40 durch die Anzahl
des Vorkommens simtlicher Einsergruppen 10, 11, 12, 13, 14, 15,
16, 17, welche 164 betriigt, so erhalt man die experimentelle Wahr-
scheinlichkeit, daB in jenem Zeitintervalle nach der Zahl 1 die
Zahl O erscheine. ’

Was vun die Ausfihrung der Rechnungen mittels der Formeln
(18) anbelangt, so kann man sich dieselbe durch eine leicht verifi-
zierbare Rekursionsformel erleichtern. Bezeichnen wir n&mlich von
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pun an die Wahrscheinlichkeit, daB die Zahl s auf die Zahl »

* folge, mit W(n, m) 1), so gilt allgemein die Formel

(84 Wu,m)=PWn—Lmy+{1—PWr—1m—1)

Man braucht daher nar die Wahrscheinlichkeiten der Nullgrup-
pen explizite zu berechnen, welehe betragen:

{ w0, 0) =e*"
W0, )=»P.e"

5 . v Pj?
(35) W0, 2) = £_§ !w)__ i

3
w{0,3)= E’ij—?— " usw.,

und findet dann die Wahrscleinlichkeiten der tibrigen Gruppen
mittels einfacher Rechnung nach der obigen Rekursionsformel. In
der ersten der nachstehenden Tabellen sind diese mit Hilfe des
experimentellen P berechneten Werte W angegeben; in der zweiten
die beobachteten, wie auch, daruntergesetst, die theoretisch zu erwar-
tenden Hiufigkeitszahlen der verschiedemen Ambo-Gruppen. Diesel-
ben erhdlt man aus dem W({n, m)-Werte, indem man diesen mit
dem Produkt aus der absoluten Wahrscheinlichkeit des Auftretens
der Zahl # [laut (1)] und aus der Gesamtzahl der Gruppen (= 512)
multipliziert. Dabei sind die Tabellen so eingerichtet, daB die erste
Vertikalreihe die vorangehende Zahl, die erste Horizontalreihe die
darauffolgende Zahl der Gruppe angibt So ist also beispielsweise
0112 der Wahrscheiolichkeitswert W(1,3) und die Gruppe 13
kommt experimentell 17 mal vor, wihrend die Rechnung 18 mal
ergeben wiirde.
1) Mit Beniitzung der friiheren Symbole miifte man

Win, mj= Wa{+ (m —n))
oder
Win, m) = Wa{— {n—m)
schreiben, je nachdem m > n oder m < # ist
M. Smoluchowski. Il 27
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I. Relative Wahrscheinlichkeitswerte W(n, m) bei gegebener Anfangszahl .

r 0124 280 290 | 186 | 083 028 008
H
|

! m=
[0 1 2 | 3 ¢ | 5 6
. :’
n= L0325 | 365 206 I 077 | 022 | 005 | -001
1 6236 . 354 | 249 ’ 12 | 037 | 009 | 002
5 G171 | 322 | -278 | 150 | 058 |07 00k
|

G090 | -237 ; 287 | 2As | 111 ‘043 013
0065 197 -274“ 234 139 | -062 021

O o W B e O

1I. Hiufigkeitszahlen der verschiedenen Gruppen (nm).

m=
, - ; ;
0ot 1t 2 13[4 5 6|7
6 || 1| |
neo BB 19 51 0
{8 | 40 ;28 | 81 2 1, | 7
! | i
——— -
¢ |0 a0 170 ) 1
0 | 6 | 43 19 6| 2] 0| o
| t
f : f Do
g (19 & | 3 2% 6 2 1
c2s L4 37 2] 7] 2 1] T
|
s 6 28 |22 18] 5
8 119 {2013, 6| 2 |~
. 280w e 2
|2 81 6, 8 1 7
o | | |
i | | i 1
s | Ol t o220 0
| os| 16 =2 19, 11 o7 | T |
] i i 1 | i J‘ |

Die Ub.eremsﬁmmung der beobachteten und berechneten Hinfigkeits-
zahlen ist wohl recht befriedigend zu nennen. Das durch diz For-
me.ln (18) gegebene Bild der ‘Versinderungswahrscheinlichkeit der
Teilchenzahlen stimmt mit Svedberg’s Experimenten so gut, als
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man dies bei der nicht sehr groBen Anzahl von Becbachtungen uand
dem hierdurch gesteigerten Einfluf zufillliger Abweichuogen nur
erwarten kann.

Bemerkenswert ist insbesondere die Verschiebung des Maxi-
mums der Wahrscheinlichkeit bei gegebener erster Zahl gegen
hehere Werte der zweiten Zahl, mit Zunahme der ersteren. Wenn
die anfangliche Teilchenzahl Null ist, so diirfte sehr wahrscheinlich
nach Ablauf eines Zeitintervalls ein Teilchen oder gar keines auf-
treten. Ist aber die Anfangszahl B, so wird wahrscheinlich nicht
die Zahl 0 oder 1, sondern 2 oder 3 nachfolgen. In gesteigertem
Mafe miifite dieser Einflup der vorhergehenden Zahl auf die nach-
folgende, welchen ich vorher als ,wahrscheinliche Nachwirkung®
der vorausgehenden Zahl hezeichnet habe, hervorireten, wenn die
Dauer der Beobachtungsintervalle verkiirzt oder die Schichtdicke &
vergroBert wirde. Dagegen wirde er ganz verschwinden, falls die
Intervalle erheblich linger, oder die Schichtdicke A viel geringer
wire, oder endlich, wenu es sich um eine Emulsion handeln wiirde,
deren Teilchen eine weit raschere Brown'sche Bewegung aufwei-
sen wiirden.

Auch unsere Formel (22) fur A kann man mit Hilfe der obi-
gen Tabelle kontrollieren, indem man fir jede Anfangszehl n das
Quadratmittel der Differenz in bezug auf die nachfolgende Zahl
ermittelt; man erhilt so die Resultate, welche in der nachstehenden
Tobelle zum Vergleiche mit den nach Formel (22) berechneten

zusammengstellt sind:

| n= ‘
i o | 1 2 | 8 | & | & |
; i . ; , ‘
hes | | 1 ! | %
" A2 beobachtet | g9 | rmvn 1w | em | &7 st
B borechnet | 230 | 143 || e & b | sw

1 |

i !

Svedberg gibt aufer der bisher besprochenen auch noch eine
sweite Zahlenreihe explizite an, welehe sich auf eine konzentrier-
tere Gummiguttemulsion von etwas groferen Teilehen bezieht und
entsprechend der langsameren Brow n'schen Bewegung auch eine
relativ kleinere zeitliche Veranderlichkeit 4* aufweist. Unsere For

1) Wenn eine einmalige, wohl nur zufillige Beobachtung der Gruppe 17

ausgeschlossen wird, erhiilt man statt dessen =185,
T
4
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meln lassen sich aber auf jenen Fall nicht genan anwenden, da in
demselben wegen der groferen Konzentration der Lésung die Be-
wegungen der Teilchen nicht mehr voneinander unabhiingig sind,
ein Umstand, welcher in der Abweichung der mittleren Schwan-

kung 0% vom theoretischen Werte (3) zum Vorschein kommt 1),

V. Theoretische Erginzungen.

Schlieflich sei noch eine Ergsinzung der Theorie erwihnt, wel-
che manchmal zur praktischen Anwendung kommen konnte. Bei
unserer ganzen theoretischen Rechnung hatten wir nimlich voraus-
gesetzt, dall die Emulsionsteilchen sich nur infolge der gewshnli-
chen Brown'schen Bewegung verschieben. Falls sich also uber die
letztere noch, beispielsweise infolge der Schwerkraft, eine gemein-
same fortschreitende Bewegung superponiert, wird die zeitliche
Verinderlichkeit der Teilchenzahl vergroBert erscheinen. Quantita-
tiv kann man dies leicht in Rechnung setzen, indem man einfach
an Stelle der gewthunlichen Formel fur die Brown'sche Bewegung
(9) bei der Ermittlung des Diffusionsfaktors P die Formel fiur
Brown'sche Bewegung im Schwerefelde ?) anwendet. Auf diese
Weise wird :

1L
36 P e — d ~ (E4r084Dt d
(36) ﬁym.—[)t__/ .z‘/e &,
1] H

wo v die gemeinsame fortschreitende Bewegungskomponente be-
deutet. Nach #holicher Rechnung wie an der vorgenaunten Stelle
erbilt man hieraus :

i Govr o
%{Vﬁ:t [2 _ e— T
FiA
T PaleavE o0V ’
37 +’%[f(—“ rdy— [ me‘”’dy]—{-

~w@VH +et2VBE

oo oo
e¥d evd }
_}_‘/‘(u~ A y + (rteyaVEE 4

) [Qﬁ: R. Fiirth, dans la réimpression citde: OStv;a.ld’s Klassike;r Nr. 207,
" Leipzig 1923, pp. 59 et 182134, Ed.]. .

%) Vgl. Smoluchowski, Bull. Int. de P'Acad. d. Se. de Cracovie, 1913,
p- 422, Gleichung (7} [p. 256 du présent Volume. Ed.]. -

P=
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Der Einfluf der fortschreitenden Bewegung hi#ngt also von dem
Werte des Verhiltnisses st/h ab; im Grenzfalle grofer Geschwin-
digkeit » wird natirlich P=1, d. h. die aufeinanderfolgenden
Zahlen sind voneinander ganz unabhingig; fur kleine Geschwin-
digkeiten verschwinden die Glieder erster Ordnung in v#/A und es
bleiben nur quadratische und hohere Glieder tbrig, was begreiflich
ist, da die Richtung der Bewegung ohne Einflug bleiben muB. Eine
Tberschlagsrechnung zeigt, daB diese Erscheinungen bei den vor-
her besprochenen Versuchen Svedberg's keine merkliche Rolle
spielen,

Eine weitere Erginzung der Theorie wiirde sich auf den Fall
beziehen, wo das beobachtete Emulsionsvolum eine andere Gestalt
besitzt als die einer planparallelen, beiderseits freien Schichte. Dabei
wiirden aber alle Uberlegungen unverindert bleiben, nur der Fak-
tor P wirde einer Modifizierung bediirfen, deren Ermittelang wohl
rechnerische, aber keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet.

Zusammenfassung.

In der vorliegenden Arbeit werden Formeln abgeleitet, we]che.
es erméglichen, die zeitlichen Anderungen der Anzahl der in e'inafn
gegebenen Volum befindlichen Teilchen einer Emulsion quantitativ
zu ermitteln, und der Vergleich derselben mit der Svedberg-
schen Beobachtungsreihe ergibt eine recht befriedigende Uberein-
stimmung. Diese Erscheinung bildet ein Analogon zu der Brown-
schen Molekularbewegung und hiingt mit derselben anch formell
zusammen, so daB sich aus systematischen Beobachtungen jener
zeitlichen Anderungen indirekt die Grofe der ,Brown'schen Be-
weglichkeit bestimmen ldBt. Abgesehen vom prinzip.lelleu Ix}te-
resse konnte somit diesem Phinomen auch insofern eine gewisse
praktische Bedeutung zukommen, als die direkte Mess?ng der
Brown’schen Molekularbewegung mit grofen Schwierigkeiten ver-

. bunden ist.
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