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Z réwnania (32) wyprowadzamy natychmiast twierdzenie Smo-
luchowskiego, podane na str. 279 wyszej, pod (7); czyli innemi
slowy twierdzenie (2j str. 422 tomu I-.go.

Liczba 0 jest zmienna wladeiwie w granieach.

(83) —1 oraz s—1;

wobec naszych zalozen i budowy wyrazu, stojacege po prawej
stronie réwuania (32), granice te nie réznia sie istotnie od granic
— 00 oraz -} co,
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XXV. GULTIGKEITSGRENZEN DES ZWEITEN HAUPT-
SATZES DER WARMETHEORIE.

Vortriige iiber die Kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitit, gehal-
ten in Gottingen auf Einladung der Kommission der Wolfskehlstiftung; Leipzig
und Berlin, B. G. Teubney, 1814 pp. 89—12L.

L

§ 1. Wer den Kampf zwischen der thermodynamisch-energeti-
schen und der atomistiseh-kinetischen Weltanschanung in den letzten
vier Jahrzehnten mitgemacht hat, wird es begreiflich finden, wenn
ich die Behandlung des obigen Themas mit einem kurzen histori-
schen Ruckblick einleite. Heute wird es uns nicht mehr leicht, uns
in die Stimmung zurtickzudenken, welche gegen Ende des vergan-
genen Jahrhunderts herrschte. Da waren ja die wissenschaftlichen
Fithrer Deutschlands und Frankreichs — mit wenigen Ausnahmen —
davon iiberzeugt, daB die atomistisch kinetische Theorie ihre Rolle
ausgespielt hatte ). Im Vertranen auf die groBen Errungenschaften
der Thermodynamik hatte man das von Carnot intuitiv erkannte
Prinzip, welches wir seit Clausius als den zweiten Hauptsatz
bezeichnen, zum Range eines absolut, exakt und ausnahmslos gul-
tigen Dogmas erhoben. Da aber die Molekularkinetik bei Interpre-
tation desselben auf gewisse Schwierigkeiten st6ft, namentlich was

Y) Vgl z. B. die Vorrede zu Boltzmanns Gastheorie. II. T. (1898); das
Referat iiber dieses Werk in Zeitschr. f. phys. u. chem. Unterr: 12, 371, 1898.
Ferner: W. Ostwald, Grundrif 4. allg. Chemie. 2. Aufl {1899). pp. 11, 95;
Uberwindung d. naturwiss. Materialismus, Leipzig 1895; E. Mach,; Prinzipien
d. Warmelehre (1896) pp. 364, 429; G. Lippmann, Rapports du I Congr. d.
Physique, Paris 1910, I, p. 546. P. Duhem gibt dieser Anschauung an vielen
Stellen seiner Werke Ausdruck, vgl > L'évolution de la Mécanique, Rev. Gén.
d. Sciences 14 (1903); Die Wandlungen d. Mechanik u. & mechanischen Natur-
erklarung, Leipzig 19115 Ziel und Struktur d. physik. Theorien; Leipzig 1908,
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die irreversibeln Vorginge anbelangt, hatte man sie samt der Ato-
mistik ohne weiteres als unhaltbar verdammt, obwoh®Boltzmann
pachzuweisen suchte, daf sich die Widerspriiche, falls sie existieren
doch praktisch nicht fithlbar machen konnten. Viel trug uibrigens
zu jener Stimmung auch die allgemeine, sozusagen agnostisch-
skeptische Stromung jemer Zeit bei, welche der Atomistik, wie
iiberhaupt jeder kithneren Spekulation mibBtrauend, nur die ntich-
terne, phinomenologische Beschreibung als allein berechtigte For-
schungsmethode ansah.

Das hat sich nun heute griindlich geiindert. Die spekulative
Richtung ist in der Physik wieder zu Ebren gekommen, und das
Moderne ist gerade die Kithnheit der Spekulation, wie wir aunch
in diesen Tagen gesehen haben. Was aber speziell unser Thema
anbelangt. so haben einerseits” die beispiellosen Erfolge der Elek-
tronik indirekt auch zur Festigung der experimentellen Grundlagen
der Atomistik beigetragen; andererseits hat ‘sich herausgestellt, dab
es tatstichlich Erscheinungen gibt, wo die Abweichungen zwischen
Thermodynamik und kinetischer Theorie experimentell nachweis-
bare GroBe erlangen, und die Untersuchungen solcher als ,expe-
rimenta crucis® dienender Fille hat die alte Streitfrage durchaus
zugunsten der Molekularkinetik entschieden. Die hierher gehorigen
Forschungen tiber Brownsehe Molekularbewegung, Opaleszenz-

erscheinungen, Konzentrationsschwankungen u. dgl. sind ja heute.

durch Perrins und Svedbergs Schriften bereits in weiten
Kreisen popularisiert worden, auch habe ich im vorigen Jahre in
Miinster einen zusammenfassenden Bericht iiber dieselben gegeben,
so daB ich heute auf eine detaillierte Anfzéhlung jener experimen-
tellen Nachweise wohl nicht niher einzugehen brauche ).

Heute steht also die Sache umgekehrt wie vor zwanzig Jahren.
Die Atomistik ist als Grundlage der heutigen Physik allgemein
anerkannt; der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ?) hingegen

Y M. v. Smoluchowski, Phys. Zeitschr, 18, 1069, 1912 [p. 226 du pré-
sent Volume Ed.]. Siehe auch: J. Perrin, Les preuves de la Réalité Molé-
culaire, Paris 1912; Les Idées modernes sur la Constitution de la Matiére,
Paris 1913 p. 1; Th. Svedberg, Die Existenz der Molekiile, Leipzig 1912.
Eine weitere, hierher gehtrigs Erscheinung, deren Existenz ich seinerzeit aus
theoretischen Griinden vorausgesehen hatte, ist jiingst von Mandelstamm
‘niher untersucht worden: Ann. d. Phys. 41, 609, 1913,

?) Wenigstens in seiner traditionellen Fassung.
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hat seine Stellung, als unerschiitterliches Dogma, als eines der
Grandprinzipien der Physik, ein fir allemal eingebiifit. Dabei ist
seine enorme praktische Bedeutung allerdings durchaus nicht ge-
schmilert, aber theoretisch ist er zu einer nur sehr angenshert
giiltigen Regel herabgesunken.

Heute tritt uns also die Aufgabe entgegen, die Giltigkeitsgren-
zen des zweiten Hauptsatzes niher zu prizisieren, und zwar mufl
ihre Losung nattrlich vom Standpunkt der Molekularstatistik aus
in Angriff genommen werden, denn dies ist heute die einzige Grund-
Iage fur theoretische Uberlegungen auf diesem Gebiete. So befrem-
dend eine solche Problemstellung einem Anhiinger der klassischen
Thermodynamik oder der Energetik klingen mag, liegt darin doch
nichts wesentlich Neues, denn es handeli sich da im Wesen gerade
um jene Fragen, welche den Kern der von Maxwell, Boltz
mann, Gibbs u a entwickelten statistischen Mechanik bilden,
Nur der Gesichtspunkt ist ein etwas anderer, denn wibrend jeme
Forscher nachzuweisen suchten, daf die Folgerungen der Molekular-
statistik in der Regel mit der Thermodynamik tbereinstimmen,
und daB die Differenzen praktisch belanglos sind, wollen wir ge-
rade jene Punkte niher untersnchen, in welchen die Unterschiede
der beiden Anschauungsweisen greifbar zutage treten.

Es wire allerdings ,moderner¥, anstatt jener Theorien die
neuere, etwas abweichende Richtung der Molekularstatistik zugrunde
zu legen, welche wir als Quantentheorie bezeichnen. Doch schien
es mir passend, aus Grinden, die ich spiter kurz berihren werde, -
einstweilen anf die Behandlung jemer Erscheinungen zu verzichten,
welche die Einfihrung der Quanten erfordern, und heute unser
Problem vom Standpunkt der klassischen, statistisch-mechanischen
Theorien zu betrachten.

Selbstverstindlich ist nicht daran zu denken, in eiier Vorlesung
eine systematische Darstellung oder eine kritische Analyse der sta-
tistischen Mechanik zu geben. Auch habe ich mich perssnlich nicht
speziell so sebr darum bemttht, die zahlreichen Liicken des logi-
schen Aufbaues derselben, welehe bisher durch intuitive Behaupt-
ungen iberbrickt wurden, auszuftllen. Es bleibt da trotz der
neneren, schinen Arbeiten von Einstein, Hertz, Ornstein
w. a. for Liebhaber logischer Strenge und Exaktheit bekanntlich
noch viel zu tun tbrig, wie dies namentlich P. und T. Ehren-
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fest 1 in ihrem trefflichen Enzyklopadie-Artikel klar auseinander-
setzen. Heute mochte ich nur versuehen, einige charakteristische
Punkte der infolge ihrer Abstraktheit im allgemeinen wenig an-
schaulichen statistischen Uberlegungen durch Aunalogie mit bereits
bekannten Erscheinungen niher zu illustrieren, und hoffe vielleicht
durch eingehendere Ausspinnung einiger damit zusammenhdngender
Ideen zur Behandlung des Themas etwas beizutragen.

§ 2. Des Zusammenhanges wegen miissen jedoch einige Leit-
gedanken der statistischen Mechanik vorausgeschickt werden, ob-
wohl  dies wohlbekannte Dinge sind. Dabei werde ich mich im
allgemeinen mehr an Boltzmanns Ideengang anschlieBen, wel-
cher mir der physikalischen Wirklichkeit und den -Begriffen der
Thermodynamik niher zu stehen scheint, als die mathematisch
eleganten, aber abstrakteren Gibbsschen Methoden.

Wenn wir den aungenblicklichen Zustand eines aus N Punkt-
molekilen bestehenden molekularen Systems mathematisch exakt
definieren wollen; so ist dazu erforderlich, daB wir die augenblick-
lichen Werte der Koordinaten g und der Momente p séimilicher
Molektile angeben; den derart bestimmten Zustand wollen wir in
Anlehnung an Planck % als ;Mikrozustand* bezeichnen, wihrend
Gibbs ihn die ,Phase” des Systems nennt. Kennen wir die wirk-
samen ' Krifte, so ist der weitere zeitliche Verlauf, die ganze Le-
bensgeschichte jenes Systems durch Angabe des anfinglichen Mi-
krozustandes schon fiir beliebig lange Zeiten eindeutig festgelegt
und 1Bt sieh, wenn wir den Mikrozustand als Punkt in einem
2 N-dimensionalen Raum abbilden, durch eine fortlaufende Zustands-
kurve versinobildlichen, weleche auf der (2N —1)~dimansionalen
Flache konstanter Energie E == const. liegen mu8.

Nun ist fur die Anwendbarkeit der statistischen Mechanik die
Bedingung wesentlich, da das betrachtete System ein ,ergodisches®
oder zum mindesten ,quasiergodisches” (Boltzmann, Ehrenfest)
ist, das heillt, dal es im Laufe der Zeit jeden kinematisch mogli:
chen und mit dem Energiesatz wvertriiglichen Mikrozustand durch-
luft oder wenigstens demselben beliehig nahekommt. Die nghere

Y P: w. T. Ehrenfest, Enzyklop. d. math. Wissenseh. IV 2, I, Heft 6
{1912 ;, daselbst auch ausfihrliche Literaturangaben.

) M. Planck, Acht Vorlesungen itber theoretischo Physik, Hirzel Leip-
dig 1910, p. &1, yeto Hirmel Leip
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Aufklarung der Tragweite dieser Voraussetzung ist iibrigens eine
der dringendsten noch zu lésenden Aufgaben der statistischen Me-
chanik, und es herrschen beziiglich dieses Punktes noch erhebliche
Meinungsdifferenzen ti.

Wird diese Voraussetzung zugegeben so folgt aus derselben
ohne weiteres der von Poincaré bewiesene und von Zermelo
in die Diskussion iiber den Wert oder Unwert der Gastheorie hin-
eingezogene Satz: dab die Bewegungsvorginge eines jeden solehen
Systems in gewissem Sinne -quasiperiodisch sind, indem immer eine
endliche Zeit angebbar ist, innerhalb welcher der Mikrozustand
seinem Anfangswerte beliebig nabekommen muf. so daB simtliche
Differenzen ¢ — ¢, und p — p, kleiner werden als eine vorgege-
bene, beliebig kleine Grife & Die Linge dieser Quasiperiode. des
Poincaré-Zermelo-Zyklus, ist natiirlich nur insoweit defi-
niert, als die GroBe des Koinzidenzgebietes & vereinbart ist. Boltz-
mann zeigte an einem Beispiele, wie man zu einer Schitzung der
Dauer dieses Zyklus gelangen kann 2). Er fand, daB sich die Ge-
schwindigkeitsverteilang der in 1cem® Gas enthaltenen Molekile
erst nach” einer Zeit von ungeheuerlicher Grofenordnung (gegeben
durch eine Zahl 10") wiederholt, wenn man als Koinzidenzgebiet
1 m3 annimmt, das heilit, wenn man zwei solche Geschwindigkeiten
als gleich ansieht, deren Unterschied einen Bruchteil eines Meters
betrigt. Jene Berechnung ist vielleicht micht ganz ohne Bedenken,
aber das Resultat ist wohl sicher, dafl es sich in derlei Fallen um
kolossale Zeitriume handelt.

Es sei noch ausdrieklich hervorgehoben, daB mechanische Sy-
stome, deren Bewegung genan konstant periodisch ist (so dab in
gleichen endlichen Zeitintervallen exakte Koinzidenz erfolgt) singu-
lire Auspahmsfalle bilden, welche sich in einer von den Gesetzen
der statistischen Mechanik abweichenden Weise verhalten. Das ist
ja begreiflich, weil eben solche Systeme nicht im obigen Sinne
quasiergodisech sein konnen, da sie immer ein und dieselbe Bahn-
kurve durchlaufen, ohne den auBerhalb derselben liegenden Zustin-
den nahezukommen. -

Nun konnen wir den Begriff der Wahrscheinlichkeit eines

Lot

1) Vgl insbesondere die ziemlich -skep Anscha
fest 1 ¢ :
3) Boltzmann, Wied. Ann. 57, 782, 1896.

von Ehren-
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Mikrozustandsgebietes prizisieren, indem wir darunter die relative
Zeitdauer ifir duBerst lange Zeiten) verstehen, innerhalb welcher
das System sich in dem betreffenden Gebiete befindet. Diese lifit
sich bekanntlich am einfachsten mittels eines mathematischen Kunst-
griffes darstellen, indem man sich im 2 N-dimensionalen Raume
auber der Energiefliche FE==const. auch noch die benachbarte
Fliche E-- dE=const. konstruiert denkt, welche das System
durchwandern wiirde, falls es eine mﬁmtESImaI grobere Energie
besife, Dann gelangt man auf Grund des Hamilton schen Prin-
zipes und des darauf aufgebauten Liouvilleschen Theorems von
der Invarianz der Zustandsgebiete zu einem einfachen Schlusse:
Die relative Hiunfigkeit verschiedener Lagen ist nimlich so verteilt,
dab alle gleichgroBen Mikrozustandsgebiete jener ,Energieschale®

dg,dqy...dg,dp,...dp,

gleich hiufig durchlaufen werden, oder kurz gesagt: siimtliche
tiberhaupt moglichen Mikrozustinde in derselben sind gleich wahr-
seheinlich

n Wi(giseoiusprye - p)dg1dgs ... dp, = Adg,dg,...dp,.

Dies Resultat, welehes der Gibbsschen mikrokanonischen Vertei-.

lung entspricht, gilt fiir ein isolivrtes System, das heiBt ein solches
von unverdnderlicher Glesamtenergie 1).

Fir die Prasis ist jedoch der Fall der wichtigste, wo ein Kor-
per in ein Wirmebad eingetaucht ist, also das betrachtete System
einen Teil eines viel grifleren bildet. In diesem Falle wird das
Teilsystem nicht genau konstante Energie behalten, und es wird
die Wahrscheinlichkeit eines gewissen Mikrozustandsgebietes dessel-
hen gegeben durch die bekannte Boltzmannsche Formel

»
@ Wig, s, .-- po)dgudgs ... dp,= Ade Hasdéll dgs ... dp,,

in welcher B die dem Zustand g¢,, ¢, ...p, entsprechende Gesamt-
energie, N die Avogadrosche Koustante H die Gaskonstante,
© die Temperatur bedeutet. Es entspricht das der kanomschen
Verteilung Gibbs's.

§ 3. In anderem Lichie stellt sich jedoch die Sache dar, wenn

!) Z. B. ein Gas, welches von idealen, starren und zugleich reflektierenden
Winden eingeschlossen ist.
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es sich nicht um die abstrakt in Gedanken vorgestellten Mikro-
zustinde, sondern um die physikalisch beobachtbare Wirklichkeit
handelt. Der Makrobeobachter gleicht einem Feldherrn: er hat gar
kein Interesse an der Lebensgeschichte der individuellen Molekile,
ibm ist Gberhaupt die Individualitit der einzelnen Molekile einer
Substanz ganz gleichgiltig; denn er hat kein Mittel dieselbe zu
identifizieren, und selbst die denkbar griofite Sorgfali erlaubt ihm
nur, die Anzahlen der gleichartigen, augenblieklich in gewissen
Lagen oder Geschwindigkeitsgebieten befindlichen Molekule za be-
stimmen,

Der Makrozustand wird also physikaliseh vollkommen genau
definiert, indem man die — im allgemeinen als grof vorausgesetz-
ten — Anzahlen der Molekille angibt, welche auf die kleinsten
physikalisch unterscheidbaren Zustandsgebiete entfallen. Er laft
sich bekanntlich mittels der Boltzmannschen Zelleateilung ver-
sinnbildlichen, welche ja in etwas geinderter Form auch bei der
Quantentheorie auftritt. In der Regel geht der Makrobeobachter
ibrigens noch viel einfacher zu Wege, indem er iiberhaupt npur
eine geringe Anzahl bequem mefbarer Parameter [Volum, Schwer-
punktskoordinaten usw.] beobachtet und die Verteilung in bezug
auf andere Varisbeln gar nicht kontrolliers. Es ist das eine Ver-
allgemeinerung jenes Begriffes, welche einer Integration npach den
im gegehenen Pall als gleichgiltig angesehenen Variabeln entspricht.

Die Definierung -des Makroznstandes ist somit unvergleichlich
weniger spezialisiert als jene des Mikrozustandes, sie erfordert selbst
im Falle groBter erzielbarer Genauigkeit eine viel geringere Anzahl
von Zahlenangsben (da auf jede Zelle im allgemeinen viele Mole-
kiile entfallen sollen), aber andererseits ist durch dieselbe die wei-
tere Bewegung des Systems nicht eindeutig festgelegt, da ja ein
und dasselbe Makrozuatandsceblet eine ganzz Menge von Mikro-
zustandsgebieten umfabt, deren einzelnen Punkten verschiedene
Fortschreitungsrichtungen der Zustandskurven entsprechen. Es kommt
also hier der Begriff der Wahrscheinlichkeit ia verstirktem Sinne

‘zur Qeltung, indem die Angabe eines anfinglichen Makrozustandes

die Zukunft nicht eindeutig definiert und das zeitliche Geschehen
nur mit gewisser Wahrscheinlichkeit voraussehen labt.

Im TLanofe eines Poinearé-Zermelo-Zyklus werden na-
ttirlich aueh simtliche Makrozastinde durchlaufen, und zwar im
allgomeinen eine grofe Anzahl von Malen, aber in verschieden-


GUEST


3638 XXV, GULTIGERITSGRENZEN DES ZWRITEN HAUPTSATZES

artiger Reihenfolge, Das Wesentliche dabei ist nun der Umstand,
daB sich die verschiedenen Makrozustinde sehr ungleich haufig
wiederholen, dafl also ihre Wahrscheinlichkeit oder, genauer aus-
gedriickt, ihre relative Zeitdaner innerhalb von Poinecaré-Zer-
melo-Zyklen eine sehr ungleiche ist Darauf beruht bekanntlich
die Boltzmannsche Auffassung der Entrople eines Makrozustan-

des als des 1\7{, fachen Logarithmus seiner Wahrscheinlichkeit.
PA

Das durchschnittliche Verhalten eines endlichen Systems ?) inner-
batb unermeflich langer Zeit entspricht nimlich offenbar dem, was
man in der Thermodynamik einen Gleichgewichtszustand nennt.
Diejenigen Zustinde, welche sich durch die grofite Anzahl voo
Permutationen gleichartiger Mikrozustéinde herstellen lassen, kommen
dabei weitaus am haunfigsten vor, entsprechen also dem Maximum
der molekularstatistischen Wahrscheinlichkeit, also im thermodyna-
mischen Sinne dem Maximum der Entropie. Zur Abkiirzung mégen
sie ,Normalzustinde* genannt werden. Da sie in so weit tber-
wiegender Zahl auftreten; stimmt auch der durchschnittliche Zustand
innerhalb auferordentlich langer Zeit nahe mit ihoen iberein.

Es kommen aber auch andere Zustinde vor, allerdings viel sel-
tener, welche einer merklich geringeren Permutationszahl entspre-
chen. Einem System, welches sich gerade in einem solechen weniger
wahrscheinlichen Zustand befindet, — wir ktnonen ibn einen ,ab-
normalen® Zustand nesnen — wird also ein geringerer momen-
taner Entropiewert zugeschrieben 2).

Das konnen wir nun aof Grund der Arbeiten von Boltzmann
und Gibbs wohl als feststehend annehmen, daB das durchschnitili-
che Verhalten eines Systems innerhalb schr langer Zeitriume, wel-
ches sowohl normale wie abnormale Zustdnde umfat, sich tatsichlich

*) Es mag ein isoliertes System sein, oder auch einen Teil eines griiBeren
isolieiten Systems bilden.

?) Wesentlich ist fiir diese Boltzmannsche Entropiedefinition, daf sich
1. in Anslogie zur Thermodynamik einem individuellen Korper ein momentaner
Entrop.ewert zuschreiben 1i8t, 2. daB die Entropie desselben auch fiir abnor-
male (also Nichigleichgewichts-)Zustinde durch Vergleich mit dem Normalzustand
definiert ist- Bel den Gibbsschen Entropiedefinitionen wird von vornherein
oine Systemmenge betrachtet, und somit der Begriff der Entropie, von der
Thermodynamik abweichend, auf eine Gesamtheit von gedachten Vorgingen —
und zwar in der Regel eine solche, welche dem durchschnittlichen Glei hg
wichtszustand entspricht — tibertragen.
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so darstellt, wie es der zweite Hauptsatz vom thermodynamischen
Gleichgewicht verlangt, daB also die Temperatur den integrierenden
Nenner der durchschuittlichen, innerhalb langer Zeitriume rever-
sibel zugefiuhrten Wirmemenge bildet. Dies ist bekanntlich jene
Formulierung des zweiten Hauptsatzes, welche dem Mathematiker
am meisten zusagt.

Es wire somit zwischen statistischer Mechanik und Thermody-
namik vollstindige Ubereinstimmung hergestellt, wenigstens bezurr-
lich der jetzt in Rede stehenden ravermheln Vorginge oder Glemh-
gewichtszustinde, wenn man nur das innerhalb langer Zeiten sich
zutragende durchschnittliche Verhalten der Korper in Betracht zie-
hen wirde, oder auch, was auf dasselbe hinauskommt: wenn die
in stimtlichen physikalischen Vorgiingen mitspielende Anzahl von
Einzelereignissen so unmefibar grob wire, daB die Abweichungen
von dem Wahrscheinlichkeitsgesetz der groBen Zahlen uberhaupt
nicht merkbar wiren. Merklich abnormale Zustinde missen ja
selbstverstandlich um so seltener sein, und der durchschaittliche
Zustand muf um so genauer mit dem wahrscheinlichsten oder
Normalzustand iibereinstimmen, je griller die fir die Prizision der
Wahrscheinlichkeitsverteilung maBigebende Zahl molekularer Ein-
zelereignisse ist.

IL

§ 4. Wie schon erwihnt wurde, giht es doch eine ganze Reihe
von Erscheinungen, in denen die Wirkung einer nicht allzugrofen
Molekiilanzahl zom Vorschein kommt, so daB die zufilligen Ab-
weichungen von dem Normalzustand oder Schwankungen physika-
lisch wahrnehmbar werden. Das ist.also der erste greifbare Wider-
spruch zwischen Molekularstatistik und Thermodynamik; wenn wir
einen Parameéter eines im thermodynamischen Gleichgewicht befind-
lichen Systems lingere Zeit hindurch beobachten, werden wir den
gemil der Thermodynamik zu erwartenden, dem Maximum der
Entropie entsprechenden Normalwert desselben zwar am haufigsten
vorfinden, auflerdem aber auch merklich abweichende Zustinde.
Der - zeitliche Mittelwert jener Abweichungen oder die ,mittlere
Sehwankung® (beziehungsweise die Wurzel aus dem durchsehnitt-
lichen Schwankungsquadrat) charakterisiert somit fur diesen Fall
die Differenz, die wir voraussichtlich in einem beliebigen Zeitpunkt
vorfinden' diirften, .
M. Smoluchowski. II. 24
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Es sei mir gestattet, den Fall ?) etwas nsher zu besprechen, an
welechem ich diese Verhiltnisse zuerst studierte: die zufalligen
Dichteschwankungen eines Gases, beziehungsweise Konzentrations-
schwankungen einer’ Lissung. Es ist das ja ein sehr einfaches und
jetzt schon vielfach besprochenes Beispiel, aber man kann ihm doch
noeh neue Seiten abhgewinnen. Knupfen wir gleich an die Versuche
an, welche 3vedberg zur Verifizierung der von mir hierftr an-
gegebenen theoretischen Formeln anstellte. Es wurde da eine in
Rube béfindliche kolloidale Goldlgsung mittels Ultramikroskops
betrachtet, und in bestimmten Zeitintervallen (39 mal pro Minute)
wurde die Anzabl der angenblicklich im Gesichtsfelde befindlichen
Goldkbrnchen notiert. Bs sei hier der Anfang einer derartigen,
jm ganzen 517 Beohachtungen wmfassenden Reihe angefthrt 2):

12000200182412810211113112511102381 usw.

Der Mittelwert der Anzahl n der suspendierten Teilchen, welche
sich in dem sichtbaren Volumteil befinden, ist in der ganzen Beob-
schtungsreihe » = 1'55. Wir sehen also, daf demgegenitber prozen-
tuell sehr bedeutende Schwankungen auftreten, was natirlich damit
zusammenhiingt, daB der normale Mittelwert » in diesem Falle so
klein war.

In diesem Beispiele kann man die untereinander genau gleichen
Goldkérnchen gleichsam als sichtbare Molektle einer gewissen
Substanz auffassen, welche sich durch Diffusion in dem Losungs-
mittel, Wasser, fast gleichmufig verteilt hat. Der momentane Mi-
krozustand, im friber definierten Sinne, wirde durch Angabe der
Lage und Geschwindigkeiten simtlicher Wassermolekile und Gold-
kirner zu definieren sein. Bei -der Beobachtung des Makrozustandes
sind dagegen die Wassermolekille tberhaupt ganz gleichgiltig, da
wir sie nicht sehen, und interessiert uns allein die Anzahl der im
betrachteten Volnmteile befindlichen Goldkorner. Dabei kann ein
jedes Korn offenbar mit - gleicher Wahrscheinlichkeit irgendeine
Lage iunerhalb des GefsBes annehmen und wird sie mit der Zeit

1 M. v. Smoluchowski, Boltzmann - Festschr, §. 626, 190%; Ann: d.
Phys. 25, 205, 19U8; Phys. Zeitschr. 18, 1069, 1912; Th. Svedberg, Zeitschr.
f. phvs. Chem. 78, 547, 1911; Zeitsthr. £ Kolloide 9, 219, 19115 Th. Sved-
berg u KatsujiInouye, Zeitschr. f. phys. Chem. 77, 145, 1911; Th. Sved-
berg, Die Existenz d. Molekiile, Leipzig 1912, insh. . 148.

%) Th. Svedherg, Die Existenz der Molekiile . 148,
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alle durchlaufen, Das bildet die Basis
betrachtang.

Ue-ES _wgre nznﬁmfiglieh {vorausgesetzt, daf die Korner geniigend
clein sind, so dab sie sich gegenseitio ni ind
unwahrscheinlich, daB allebiggsfjstIE;;lCht e aber auberst
betrachteten Raumteil anwesend sind, und der sangze tbrige Ra
leer.ist. Der wahrscheinlichste Fall ist jedoch o%'enbar eiuz aleiugl
mifiige Verteilung im ganzen Raume, und dem entspricht detx: :' -
liche Durchschnittswert einer Anzahl » Korner fur den betraehtit;t.
Raumteil. Der Thermodynamiker wirde also erwarten eiz;e unve .
dnderliche Zahl, in dem obigen Falle ein oder ZWEi’Kf")l'l‘lE‘!‘ vo:-
zufinden. Die wirkliche Anzahl # schwankt dagegen 1;111 die-e;
Mittelwert betriichtlich hernm, und zwar laf) Sic?l 23n\m auf Gr:nc;
des eben Gesagten leicht durch direkte Wahrscheinlichkeitshetrach-

tungen das Resultat gewinnen, daB die Wah heinlichkeit ef
Zab » bttt s ahrscheinlichkeit einer

®) W ="
¢ n!

unserer Wahrscheinlichkeits-

ganzen Lisang gerade im

und daf das mittlere Qué.drat der Verdichtung

n—v
»

0=

gegeben ist durch die Formel :

@ o=

T |-

Nun treten tatsiichlich in der Beobachtungsreihe, deren Anfaug oben
angegeben wurde, die Zahlen :

0 1 2 3 4 b [ 7
111 168 130 69 32 5 1 i

Male auf, und daraus findet man fitr 6% den beobachteten Wert

0637, wihrend obige Formel 0-645 ergibt, — gewiB eine befriedi-

gende T:Tbereiustimmung. .

Bemerken wir nebstbei, daB in der ganéen Uberlegung die Ge-
stalt des betrachteten Volumteiles, die Beschaffenheit der Korner
sc')wie die Art des Suspensionsmittels gar keine Rolle spielen. Sind
diese Umstinde, also ganz einfluBlos? Gewil nieht. Sie haben zwar
gar keinen Einflub auf den Betrag der mittleren Schwankung,
24

®
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welcher durch (4) gegeben ist, aber wohl bedingen sie die Ande-
rungsgeschwindigkeit ‘der Schwankungen. Wiren die Korner z. B.
in Glyzerin, anstatt in Wasser suspendiert, so wire die Brown-
sche Eewegung der Korner etwa 20-mal so langsam. Wir wiirden
viel langere Reihen gleichartiger Zahlen erhalten, aber sowohl fir
v wie for 6® mibten dieselben Werte resultieren. ’

§ D. In analoger Weise ist auch in anderen Fillen die Vertin-
derlichkeit der molekularen Schwankungen von vielfachen Neben-
umstinden abhingig, welche die mittlere Gréfie derselben gar nicht
beeinflussen. Es gilt namlich fir die zufilligen Schwankungen um
den normalen Gleichgewichiszustand eine sehr allgemeine Formel,
welehe vom speziellen Mechanismus des betrachteten Vorganges
weitgehend unabhéingig ist.

Ist die Abweichung vom Normalzustand durch eine Koordinate

¢ definierbar, so betrigt die Wahrscheinlichkeit eines zwischen &

und & -}~ de befindlichen Zustandes:

: )
(®) Wi(elde= de & de,
wo gx{g) die bei Verschiebung aus dem Normalzustand geleistete
Arbeit, 4 eine Konstante bedeutet. Dieser Satz 148t sich leicht als
Spezialfall ans dem vorher (2} angefiihrten Boltzmannschen &%
Gesetz ableiten 7). Er kann tibrigens auch in eine noch allgemei-
nere Form gefaBt werden, ndmlich

N

®) W(ede=de =

de

worin J, die einem Parameter-Werte £, S, die dem Normalzustande
entsprechende Entropie bedeutet, und 148t sich in dieser Form ein-
fach durch Umkehr der Boltzmanunschen Entropiedefinition

@ §= glog w

plausibel machen. Jene Form (6) enthilt, nebstbei hemerkt, als Spe-
zialfall auch die automatischen Schwankungen der Temperatur, die

%) Und zwar durch Tntegration nach den Momenten und den von e ver-
schiedenen Koordinaten. Vgl. insbesondere A. Einstein, Ann. d. Phys. 19,
871, 1806, 22, 569, 1907. -

e
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in eizem in ein Wirmebad getauchten Kirper auftreten '), und
zwar erhilt man fur dieselben die Formel

_ov g
W(d6)d8= 40 =8 g

und die mittlere Schwankung

Auch das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz 118 sich
als Spezialfall jener Formel interpretieren.

Bei der Anwendung der Sehwankungsformel (5) kommt am
hinfigsten der Fall stabilen Gleichgewichts vor, in welchem qua-
sielastische Krafte das System in die Normallage zartickzafihren
suchen. Dann wird die Wahrscheinlichkeitsformel mit dem GauB-
schen Fehlergesetz identisch, und die mittlere GroBe der Sehwan-
kungen wird dadurch anschaulich gemacht, daB die durchschnitt-
liche Schwankungsarbeit gleich wird: °

- H®
® 1=%%

also gleich der mittleren kinetischen Energie der fortschreitenden
Bewegung eines Gasmolekils in der X-Richtung (oder ,eines Frei-
heitsgrades®). Da diese 4.10714 Erg betriigt, sehen wir, wie gering
diese mittleren Abweichungen vom thermodynamischen Normal-
zustande sind, falls man 'sie in energetischem Mafe ausdrieks.

Als Spezialfall hiervon lassen sich aunch die oben besprochenen
Dichte- und Konzentrationsschwankungen behandeln, falls die anf
das betrachtete Volumen entfallende Molekiilzahl » gentigend groB
ist, 50 dafl man sie als eine kontinuierliche Vertinderliche auffassen
darf, und man erhalt dann fir ideale Punkimolekile die Dichte-
Schwankungsformel

— &
) Ve -5
(9) ) W(d)dd_l/zne dé
und daraus dieselbe Formél fiir den Mittelwert:
=1

v

‘) Vgl. auch: 6. L. De Haas-Lorentz, Over de theorie van de Brown;
sche Beweging, Leiden 1912, p. 93,
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welehe sich fir den Fall einer kleinen Molekiilzahl » dureh di-
rekte Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen beweisen 14B8t. Wenn es
siely nieht um suspendierte Teilchen, sondern um chemische Mole-
kitle handelt, ist ein direkter Nachweis der Dichteanomalien in
Anbetracht der kolossalen GroBe der_Zahl » in den kleinsten wig-
baren Mengen natiirlich ausgeschlossen, aber indirekt sind sie er-
kennbar durch die optische Inhomogenitit, die sie bewirken, und
das damit verbundene Tyndallsche Phinomen. So erkliren sich
die sogen. kritischen Opaleszenz-Erscheinungen. Doch das allgemein
hekannteste Beispiel derartiger Erscheinungen ist das Blau des
Himmels. In diesem Sinne konnte man sagen, dall die Menschen
seit jeher den augenscheinlichsten Beweis der Uberlegenheit der
molekular kinetischen Theorie iiber die Thermodynamik vor Augen
gehabt haben.

Unter anderen, in den letzten Jahren experimentell nachgewie-
senen - Schwankungserscheinungen bildet insbesondere die Vertei-
lung von Emulsionsteilechen im Schwerefeld ein auffallendes Beispiel.
Im ubrigen mochte ieh betreffs weiterer Details nochmals auf den
vorher erwihnten Bericht (1. ¢..'§ 1) verweisen.

IIL

§ 6. Wihrend sich das bisher Besprochene auf die ,Schwan-
kungen* bezieht, das ist jene Abweichungen von dem thermodyna-
miseh zu erwartenden Normalzustand, welehe man in einem im
statistischen Gleichgewicht befindlichen System zu einem beliebigen
Zeitpunkt wahrscheinlich vorfinden diirfte, gehen wir nun zu ande-
ren Fragen iiber, welche bisher noch wenig behandelt worden sind.

Vor allem sei ein von dem vorigen abweichendes Problem auf-
geworfen, welches sich ehenfalls auf ein im statistischen Gleichge-
wicht befindliches System bezieht, nimlich: Wie groB ist die mawi-
male Abweichung vom Normalzustand, die innerhalb eines gegebenen
Zeitraumes wahrscheinlich von selbst auftritt? Dies wiirde uns den
innerhalb einer gewissen Beobachtungsdaner voraussichflich zu er-
wartenden aufallendsten Ausnahmefall. charakterisieren und so die
Abweichung zwischen Thermodynamik und Molekularstatistik von
einer neuen Seite her belenchten.

. - Beispielsweise sei die von Svedberg gegebene. Zahlenreihe
§4) hetrachtet_. Der Mittelwert der 517, in Abstéinden von 4 Mi-
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nute gemachten Beobachtangen ist 1:55; teilt man jene Zahlen in
Gruppen von zweien und nimmt in jeder Gruppe die grifere der
beiden Zahlen, so erhdlt man das durchschnittlich innerhalb & Mi-
nuten auftretende Maximum, nidmlich 21; in =analoger Weise ist
das durchschnittliche Maximam fiir die Dauer Vg Minute: 371 fir
1 Minute 45; und das Maximum im Verlauf der ganzen, ftber
13 Minuten dauernden Beobachtungsreihe ist 7. Natirlich ist es.
428 man ein desto groBeres Maximum einmal zu heobachten er-
warten kann, je lingere Zeit hindurch die Becbachtung dauert.

Die theoretische Behandlung des obigen Beispieles wiire jedoch
sehr verwickelt, und es ist wohl besser, wenn wir vorderhand den
einfachsten solchen Fall ins Auge fassen, nimlich den Fall Brown-
scher Molekularbewegung eines Suspensionsteilchens, obwohl fiir
denselben bisher keine derartige experimentelle Untersuchung vorliegt.

§ 7. Bei den gewohnlichen Formeln der Brewnschen Bewe-
gung, welche experimentell so schin bestitigt worden sind, han-
delt es sich um die Verteilung der am Ende der Zeit ¢ erlangten
Elengatlonen der Teilchen, wihrend uns jetzt die grifte, innerhalb
einer gewissen Zeit ¢ auftretende Verschiebung interessiert.

Zur Losnng unserer Frage missen wir den Mechanismus der
Browoschen Bewegung niher analysieren: derselbe komuit be-
kanntlich nach Analogie mit einem Glickspiel zustande, indem das
Teilchen vollstindig unregelmalig gerichtete, annahernd geradlinige
Wegstiicke in groBer Anzahl zuricklegt, und die schlieBliche Ver-
schiebung die geometrische Resultante derselben bildet. Daher sind
die Formeln fur Brownsche Bewegung ganz analog mit dem
Bernoulli-Gaunfschen Fehlerverteilungsgesetz.

Wenn nimlich der Einzelversuch ebensogut 4-1 wie — 1 er-
geben kann, so sind bekanntlich die Gesamtergebnisse einer groleu
Anzahl n derartiger Versuche so verteilt, daf die Wahrseheinlich-
keit eines Uberschusses y der posmven L{n-}-y) tiber die negati-
ven (n — yj Fille betragt:

" (’M_!/'m *

und der mittlere, positive oder negative Uberschub betrigt: -

V=
Darans erhilt man tatsichlich die Formeln far die Brownsche
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Bewegung. némlich die Wahrscheinlichkeit, daff ein Teilchen sich
in der Zeit # um die Entfernung & aus seiner Anfangslage entfernt:

1 &

10 W di=—=—c md§
(10 ©at 2} Dt
und die mittlere, in der Zeit ¢ erfolgende Verschiebung:
an Ve =yzp1,
wobei die Diffusionskonstante D die Grofie

i . HO
(le) V= ¥T6npa

bedeutet, und zwar muf man als Grofle der positiven oder nega-
tiven Wegstiicke in der X Richtung annehmeén:

b 1 |/me
A= T Smuaf ¥
und als Anzahl der in der Zeit { zuriickgelegten Wegstiicke:

3
n= —n’wt 1)
m

Letatere GroBe entspricht somit” der Anzahl der zufilligerweise
entweder - 4, oder — 1, ergebenden Einzelversuche, und die ex-
perimentell verifizierten Formeln (10), (11) entsprechen der aus n
Versuchen resultierenden Endverteilung,

') Ohne in Einzelheiten einzugehen, bemerken wir nur behufs Erklrnng
dieser Annahmen, daf wihrend der auf ein einzelnes Wegstiick  entfallenden
Zeit t==m/3xpa sufolge des Stokesschen Reibungsgesetzes eine Verminde-
rung der urspriinglichen Translationsgeschwindigkeit im Verhiltnis von (1/e)®
eintreten wiirde. Daher charakterisiert z tatsfichlich die Dauer anniliernd ge-
radliniger Bewogung, und A, witrde die withrend dieser Zeit von dem Teilchen
surfickyelegte X-Strecke bedeuten, falls dasselhe sich mit der aus dem Aqui-
partitionsgesetz folgenden Molekulargeschwindigkeit bewegen wiirde (vel. Smo-
luchowski Ann 4. Phys. 21, 756, 1906) ) [Cf Vol. 1, p. 515, Ed.}. Ich halte
dies selbstverstindlich nicht fiir die exakteste Begriindung der Formeln 10,
{11}, denn die Vergleichung der wirklichen Bewegung mit einem Agwreuqte
geradliniger, gleichlanger Wegstiicke bildet offaubar nur eine Anngheruny und
188t einen gewissen Spielraum in den Annahmen fiir # und Z. zu; anch konnte
auflerdem die Annahme des Stokesschen (esetzes auf gewisse Bedenken stoBien;
doch gibt diese Begriindung den anschaulichsten Einblick in den Mechanismus
der Brownschen Bewegung, z, und darum handelt es sich im ohigen Fall.
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Nun fragen wir aber jetzt nach dem mittleren. unter » Versu-
chen einmal erreichten Maximal-Ubersehuf. Die Auntwort erfordert
ziemlich umstindliche Rechnungen 1j, von denen ich nur das Sehlub-
resultat anfihren michte: dal nimlich jener mittlere Maximal-
Uberschuf im Falle sehr grofier Zahlen » mit einer gewissen

Aunniherung proportional wird dem Werte [ulogn Die masimale,
in gewisser Zeit erreichte Elongation ist also natirlich groBer als

die mittlere Verschiebung; sie steht zn jener im Verhiltniss Viog »,
wichst also mit der Zeit verhaltnismifig langsam tber jene hinaus.

§ 8. Dasselbe Problem kehrt in simtlichen anderen Beispielen
molekularstatistischer Gleichgewichtszustinde wieder, ist aber im
allgemeinen noch schwieriger mathematisch zu behandeln, als in
dem eben besprochenen Falle. Derselbe ist nimlich insofern der
einfachst migliche, als es da gar keine in die Normal-Lage zuriick-
strebende Direktionskraft gibt, denn das in einer Flussigkeit von
gleicher Dichte schwebende Teilchen befindet sieh therall in einem
indifferenten . astatischen Gleichgewichtszustand. Damit hingt na-
tirlich auch die Tatsache zusammen, daB hier die Verschiebungen
aus der Anfangslage mit der Zeit tiber alle Grenzen hinauswach-
sen, falls wir den betrachteten Raum nicht durch feste Winde
begrenzen. Es gibt hier iiberhanpt keine stabile Null-Lage, und weil
2 =0 in Formel (5), anch keine mittlere Schwankung in dem vor-
her besprochenen Sinne (als Zeitmittel tber unendlich lange Zeiten).

Tn der Regel handelt es sich aber in der Physik um stabile
thermodynamische Gleichgewichtszustande; dann tritt also bei gro-
Beren Verschiehungen die in die Rubelage zurickwirkende Direk-
ticnskraft ie Wirkung, welche die Gralfe der in beliehig langen

1} Es hand=lt sich dabei um die Wahrscheinlivhkeit. daf unter m Versu-
chen einmal ein Uberschub  erreicht werde, wihrend alle iihrigen im — 1}
Versuche einen kleineren Ulberschub als » ergeben. Dieselbe ist gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten, welrhe dem Eintreten jenes kombinierten
Falles entweder beim ersten, oder zweiten . . . oder m-ten Versuch entspre-
chen. Beniitzung der Bernoullischen Formel, Ersetzung der Summen durch
Integrale und Reihenentwicklung unter Voraussetzang groBer ¥ (im Vergleich
2u Jm) ergibt diz gesuchte Wahrscheinlichkeitsformel, aus welcher sieh der
durchschnittliche maximale UherschuB durch angeniiherte Auswertung eines
komplizierten Integrals ergibt. Da es hier weniger auf das angefithrte Resultat,
als auf die Einfiihrung des Begriffes der mittleren maximalen Abweichung -
ankommt, migen die Details der Rechnung iihergangen werden.
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Zeiten erreichten mittleren Abweichung auf einen endlichen Betrag
(31 einschrinkt Die in einer gewissen Zeit wabrscheinlich erreichte
masimale Abweichung wird offenbar mit der Zeit noch langsamer
wachsen als im obigen Beispiel, aber das eine ist auch ohne Rech-
nung klar, deb sie fir gentigend lange Zeiten jedi::n beliebigen
Betrag (innerhalb der durch die Art des Systems besnmmteu' G-ren-
zen) erreichen wird. Denn auch der am wenigsten wahrscheinliche
Zuostand muB ja endlich einmal vorkommen.

Iv.

§ 9. Damit sind wir unversehens in das Gebiet jener Vor-
giinge gelangt, welche die Thermodynamik als irreversible bezeich-
net, und haben damit die am meisten diskutierte Streitfrage ange-
sehnitten: wie kann man die Natar der Irreversibilitit kinetisch
erklaren, da doch alle Bewegungsvorginge 1) reversibel sein milssen.

Wie wir sehen, gibt es vom Standpunkt der Molekularstatistik
tberhaupt keinen prinzipiellen Unterschied zwischen thermodyna-
misehen Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtszustinden, bezie-
hungsweise reversibeln und irreversibeln Vorgiingen, Samtliche nur
moglichen ,mikroskopischen Zustinde® besitzen im Verhiltnis zum
ansgeglichenen Normalzustand gewisse Wahrscheinlichkeiten und
entsprechende Entropiewerte. Wird ein molekulares System nur
hinreichend lange Zeit hindurch heobachtet, so wird man auch die
vom Normalzustand am meisten abweichenden Zustinde sich maneh-
mal ereignen sehen, und zwar werden dieselben im Verlauf von
Poincaré-Zermelo-Zyklen ebenso hiufig im Stadium abneh-
mender wie im Stadiam wachsender Entropie durchschritten. In
Ubereinstimmung mit den Prinzipien der Mechanik konservativer
Systeme kann man also die Zeit ebensogut im positiven wie nega-
tiven Sinne ablaufen lassen. Kurz gesagt: similiche molekularen
Vorginge sind prinzipiell reversibel.

An den in den letzten Jahren experimentell beobachteten Schwan-
kungsphiinomenen erscheint gerade der Umstand dem Thermody-
namiker am absonderlichsten, dal er hier mit eigenen Augen die

Umkehr von Prozessen sieht, die allgemein als irreversibel gelten.

Denn gemif der klassischen Thermodynamik soll ja der zweite

2

1} Natiirlich vorausgesetzt, die KElementarkrifte seien konservativer Natur,
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Hauptsatz in nichts znsammenfallen, wenn anch nur ein eiuziger der
als irreversibel geltenden Prozesse sich umkehren Lifit 1). Bei Sved-
bergs Versuchen sieht man ja das fortwihrende Schwanken der
Anzahl der im Dbetrdchteten Volum enthaltenen’ Goldkérner, heob-
achtet also die Umkehr des Diffusionsprozesses. Ebenso zeigt die
Brownsche Bewegung die Umkehr des Prozesses der inneren
Reibung in Flussigkeiten, denn die Emulsionsteilchen werden in
ihrer Bewegung durch die Flussigkeitsreibung aufgehalten, setzen
sich dann aber wieder von selbst in Bewegung; Teilehen, welche
sich infolge ihrer Schwere dem Gefifboden genihert haben, steigen
mitunter wieder von selbst in hshere Schichten hinauf.

Ist es also ein bloBes Vorurteil, weleches uns birher die Irre-
versibilitit der Diffusion, inneren Reibung usw. vorgetinscht hat?
Keineswegs, es kommt eben alles auf die Art des Anfangszustan-
des und auf die Zeitdauer der Beobachtung an. Witrden wir unsere
Beobachtung unermeflich lange Zeit hindureh fortsetzen, so wir-
den uns simtliche Vorginge reversibel erscheinen; annihernd nor-
male Zustinde wiirden hiufig wiederkehren, abnormale nur sehr
selten — aber wiederholen wiirden sie sich alle. Dagegen wiirden
wir bei verhalinismafig kurzer Beobachtungsfrist, falls wir von
einem sbnormalen, also recht unwahrscheinlichen  Anfangszustand
ausgehen, in der Regel nur den Ubergang zu wahrscheinlicheren
Zustinden, also eine Zunashme der Entropie antreffen, und der Vor-
gang wiirde uns irreversibel zu sein scheinen. Nun ist die Zahl
der Molekile, welche in den physikalischen Prozessen des gewdhn-
lichen Lebens zar Wirkung kommen, eine so ungeheuer groflle, die
Zustinde. die man als vom Normalzustand merklich abweichend
erkennt, sind im Sinne der Molekularstatistik so ungeheuer unwahr-
scheindich, daffi wir in der kurzen Zeit des menschlichen Lebens
fast nie Gelegenheit haben, ihre automatische Wiederkehr zu beoh-
achten.

Boltzmann dritckte dies so aus, dal die Kurve, welche die
Veriinderung der H-Funktion, das ist der negativ genommenen
Entropie eines Systems. als Funktion der Zeit angibt: H=f(f),
in der Nihe soleher Punkte, welche einem grollen H-Wert entspre-

1) Wir werden sehen, da doch der zweite Hauptsatz eine gewisse Be-
deutung behdlt, was damit zusammenhiingt, daf die ,Umkehr®  nieht vom
‘Willen des Experimentators abbingt.
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chen, fast immer sofort nach abwirts sinkt; und zwar gilt dies
sowohl fir wachsende wie auch fir abnehmende Zeitfolge. Diese
Boltzmannsche Erklirungsweise der Irreversibilitit ist bekannt-
lich vielfach angegriffen worden, und man hat sie mitunter ge-
radezu als sinnlos bezeichnet. Zur geringen Zahl jener, welche aus-
driwcklich fur dieselbe eingetreten sind, gehoren insbesondere .
und T. Ehreunfest, welche zur Klarlegung der Sache und zum
Nachweis, daB da wenigstens keine inneren Widerspriiche vorlie-
gen, beigetragen haben ). B :

§ 10, BEs dicfte deshalb wobl von Interesse sein, ein einfaches
Beispiel niher zn betrachten, an welchem man den graduellen
{lhergang vom phinomenologisch irreversibeln Verhalten zur un-
geordneten ,mikroskopischen® Molekularbewegung klar tiberblicken
und sich yon der Richtigkeit der statistischen Irreversibilititser-
kliarung tiberzeugen kann. ]

Stellen wir ums zuniichst vor, daB auf das in der Fliissigkeit
suspendierte, die Brownschen Molekularbewegungen ausfithrende
Teilchen (§ 7), von welchem vorher die Rede war, eine negative,
der Entfernung von der Y- Achse proportionale elastische Kraft
wirke. Vorstellbar wire eine praktische Realisierung dieses Falles
dureh Anwendung eines geschichteten Mediums mit variabler Dichte.
Wenn man anstatt § einen Winkel ¢ einfihrt, entspricht das un-
mittelbar auch dem Falle, wo ein Korperchen an einem diinnen
Torsionsfaden aufgehingt ist, so daB es unter dem Einflu der
elastischen, in die Ruhelage zuriickwirkenden Torsionskraft steht,
andererseits aber infolge Anwesenheit des umgebenden Mediums
die unregelmafigen rotatorisehen Brownsehen Molekularbewegun-
gen austihrt. Ieh habe schon an anderer Stelle darauf hingewiesen,
dap die Verwirklichung dieses Falles in einer zu Messungen ge-
eigneten Art im Bereiche experimenteller Moglichkeit liegt. Es' be-
steht fbrigens auch eine gewisse Analogie mit den Versuchen
Perrins iiber die Verteilung von Emulsionsteilechen im Schwere-
feld; die Analogie ist nur recht roh, aber erleichtert doch das
Verstindnis einiger Details der nachfolgenden Uberlegungen.

Nehmen wir also an, daB die #uBere elastische Kraft im Punkte
x gleich sei:

X=—bz,

1} Phys. Zeitschr. 8, 311, 1807 und Enzykl d. math. Wiss, L c.
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und bezeichnen wir ferner die Gesehwindigkeit, welche das Teil-
chen unter Einflub einer treibenden Kraft b und des Stokesschen
Reibungswiderstandes erlangen wiirde, zur Abktirzung mit 3. so
daB gilt: '

b
6aua

ﬁ:

Die Grofle g ist dann das MaB fur die durch die elastische Kraft
hervorgerufene Beweglichkeit, wihrend -der Diffusionskoeffizient
D des Teilchens die Iutensitit der unregelmaBigen Molekularbe-
wegung charakterisiert. Fur das Verhiltnis dieser Grofen [siehe
Gl (11 a)] gilt somit die Beziehung: ' ]

12 f_ N
(12 7= me"

Wenn nun ein derartiges, in einem elastischen Felde befindliches
Teilehen zu Anfang der Zeit von der Entfernung x, ausgeht, so
finde ich fir die Wahrscheinlichkeit, daB es zur Zeit ¢ die Abs-
zisse ...z dr einnehmen wird, den Ausdruck:

e ™)

:w(z-q“w) dx.

Sie werden mir wohl gestatten, dad ich die ziemlich umstind-
liche Ableitung dieser Formel, welche ich an anderer Stelle aus-
fuhrlich wiedergeben werde 1), heute tbergehe und die Formel nur
zur Hlustrierung unserer allgemeinen Betrachtungen benitze. Vor
allem sehen wir, dall unsere Formel fir gentigend kurze Zeiten ¢
identiseh wird mit der Formel (107 fir gewShnliche Brownsche
Bewegung. Dagegen stellt sich innerhalb sehr langer Zeitdauer (fir
t=oo} aus {13) eine stationire Verteilung her: ’

T 322 N e
(14) Wiglde =1/ L ¢ et 2 20/ Nb
&) 2=0° T 5, V He
in welcher der Einflub des urspringlichen Anfangszustandes ganz
verschwunden ist, und welehe in . Ubereinstimmang mit der allge-

) M. Smoluchowski, Bull. Int. Acad. d. Sc. de Cracovie, A. 1913,
p. 418 {p. 262 du présent Volume. Ed.].


GUEST


382 XXV, ¢ULTIGKEISGRENZEN DES ZWEITEN HAUPISATZES

meinen Sehwankungsformel (5) die (innerhalb langer Zeit) durch-
sehnittliche Wahrscheinlichkeit einer Abweichung 2 von der Nor-
mallage sngibt. Aus derselben folgt fiir die Entropie eines dureh
den Koordinatenwert x definierten mdkroskopischen Zustandes der
Ausdraek : ,

(15) S(x) = glog W(z) = const. — I—;E—,
der naturlich gleich ist der aus der Null-Lage geleisteten Arbeit,
dividiert durch die Temperatur.

Nun mboehten wir uns aber die von einem gewissen Teilchen
wirklich zurilckgelegten Verschiebungen graphisch konstruieren,
indem wir die Entfernung x desselben als Fuoktion der Zeit ¢
auftragen. Das wird dadurch erschwert, daB die zitternde Brown-
sche Bewegung eine sozusagen nicht differenzierbare Zickzacklinie
mit unermeflich vielen Zacken -ergibt, die mit unermeBlicher Ge-
.schwindigkeit ) durchlaufen werden. Also verfahrt man rationeller
in der Weise, dal man sich die momentane Lage des Teilchens
in-aufeinanderfolgenden Zeitintervallen d¢ anzeichnet, und die so
durch Verbindung dieser Punkie entstghende Kurve #) wollen wir
nun im Auge behalten (Fig. 1). Sie charakterisiert also die augen-

X

*,

Fig. 1.

blickliche Abweichung des makroskopischen Zustandes eines gege-
benen Systems vom Normalzustand und kaun in wenig verinderter

1) Dies wiirde aus der Formel :11) folgen. In Wirklichkit ist dieselbe nur
fiir solche Zeitintervalle giiltig, die erheblich grifer sind als die im § 7, Anm,,
angegebene  Zeit 7, und wird die Geschwindigkeit fiir sehr kurze Intervalle
gleich der Molekulargeschwindigkeit.

%} Es wire natiirlich zu viel von uns verlangt; da8 wir die Gleichung einer
solchen individuellen H-Kurve angeben sollten; seitdem man die Brownschen
. -Bewegungen ngher beobachiet, hat man ja schon -darauf verzichten miissen,
mit den sanft gewundenen glatten Kurven der gew&hnlichen analytischen Geo-
metrie die physikalische Wirklichkeit fiberall darstellen zau kdnnen,

=
-
).
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Gestalt auch zur Versinnlichung der zeitlichen Anderungen der
Entropie desselben dienen. Denn die entsprechende Boltzmannsche
H-Kurve erhielte man nach {15) einfach, indem man z* anstatt z
als Ordinate auftragen wiirde.

Das Teilchen durchliuft mit der Zeit alle moglichen Lagen,
hal sich natiirlich am meisten in der Nahe der Null-Lage auf, kehrt
aber auch mitunter in seine urspriingliche Entfernung z, zuriick,
indem es ein jedesmal in etwas verschiedener, durch den momen-
tanen Mikrozustand (Koordinaten und Momente simtlicher Molekiile
des Systems) bedingter Weise umher wandert.

§ 11. Wurde man sich nun alle Durchschnittspunkte der Kurve
mit der Geraden x==z,, samt den angrenzenden Kurvensticken,
vom Ausgangspunkte r=r,, =0, auftragen, so erhielte man ein
Zustandskurvenbiischel, weleches die wahrscheinlichen Bewegungen
einer Schar von Teilchen reprisentieren wiirde, die anfanglich alle
von demselben Punkt x, ausgehen. Die nach Ablauf der Zeit ¢ in
dieser Schar herrschende Verteilung ist natiirlich durch eben die-
selbe Wahrscheinlichkeitsformel {13) gegeben. Aus derselben findet
man sofort fir das Quadratmittel der Abweichung:

19 . B e e
und tar die durchschnittliche Abweichung:
(17) r=x,0H

For ganz kurze Zeiten gibt dies natiirlieh wieder die bekannte
Formel {11) der Brow nschen Bewegung:

(2 — 2,2 = 2 D1,

~ und die Teilchen verschieben sich mit gleicher Wahrscheinlichkeit

nach oben wie nach unten. Nach sehr langer Zeit aber ist die
Normal-Lage die wahrscheinlichste, und es stellt sich in Ubereinstim-
mung mit (3) die mittlere Schwankung her:

. - H6
welche in der Figur durch die punktierten Geraden z = 4- £ ans
gedeutet ist.

Wir sehen also: 1. da der makroskopische Zustand x, imner-
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halb langer Zeitriume, im Widerspruch mit der Thermodynamik,
ebensooft im Stadium wachsender wie abnehmender Entropie durch-
sehritten wird; 2. daB die zur Zeit ¢ herrschende mittlere Abwei-
chung Vi nur in dem Falle zeitlich abuimmt, falls der Ausgangs-

punkt auBerhalb der mittleren Schwankung & gelegen war. Im
entgegengesetzten Fall wichst die mittlere Abweichung der Punkte-
schar gegen jenen Grenmzwert £ an, und die durchschoittliche Ei-
tropie derselben mub im Widerspruch mit der Thermodynamik
mit der Zeit abnehmen 1); 3. daf jedoch, wenn der Ausgangspunkt
ein sehr abnormaler war (ry/§ sebr groB) schon nach sehr kurzer
Zeit die grobe Mehrzzhl der Kurven jenes Biischels unter den An-
fangswert sinkt.

TLetateres 140t sich leicht quantitativ nachweisen, indem man die
Zeit = berechnet, nach deren Verlauf die Wahrscheinlichkeit eines
Teilchens, ein & >> r, zu besitzen, nur einen Bruchteil ¢ der Wahr-
scheinlichkeit eines ® < &, betrigt, also:

@ )
/W’dz:-—adex.

So erhilt man fir jenen Zeitraum einen Ausdruck von der Grofen-
ordnung i ’

o 1/

19 ‘=,_(_,,_ .

19) r=glo)

diese Grobe, welche man vielleicht ,Bedenkzeit* oder ,Verszige-
rungsdauer? des Vorganges nennen kdunte, nimmi offenbar mit
Vergriferung der Abnormalitit x,/& beliebig rasch ab. Es kommen
eben stark abnormale Abweichungen x; >>> £ so selten vor, dafl ein

1) Eg ist ja klar, daf im stationiren Zunstand, in welchem alle moglichen
Lagen vorkomuen, der durchschnittliche Wert der Entropie kleiner sein mub,
als der Maximalwert derselben, welcher dem , Normalzustand® entspricht. Wiirde
es sich dagegen um die Wahrscheinlichkeit handeln, daB alle Teilchen einer
unendlich zahlreichen und unendlich lanze Zeit hindurch sich selbst iberlasse-
nen Systemschar in einem vewissen Momente bestimmte #-Lagen einnehmen,
so wiirde diese allerdings in endlichen Zeiten nur zunehmen. Es wiirde das dem
aZerrithren“ einer nicht stationfiren Verteilung bei Gibbs entsprechen. Eine
dementsprechende Entropie witrde also tatsfichlich nur zunehmen kinnen, aber
sie hiitte nur eine abstrakte Bedeutung und wiirde kein Analogon bilden zu
der den wirklichen augenblivklichen Zustand eines einzelnen Systems charskie-
risierenden thermodynamischen Entropfe. -

icm
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Beobachter, welcher ein stark abweichendes System =z, erblickt,
sicher darauf wetten kann, daB es entweder sich hereits auf dem
absteigenden Kurvenast befindet, oder aber unur sehr kurze Zeit
sich seines Aufstiegs frewen wird. Mit anderen Worten: aulerhalb
des Sehwankungshereiches haben die H-Kurven mit Vorliebe ihre
Maximalelongationen, innerhalb desselben sind die meisten Minima
gelegen, und dabei nimmt gleichzeitig die Dichte der Kurvenscharen
pach aufen hin kolossal ab.

In dem von uns betrachteten Falle konnen wir also daB Auf-
treten einer scheinbaren Irreversibilitat bei prinzipiell reversibeln
Vorgéingen in allen Einzelheiten verfolgen und finden dabei die
Boltzmannschen Gedanken aufs genaueste verwirklicht 1). Ubri-
gens dubert sich die Reversibilitit dabei anch in dem Umstande,
daB dieselbe Formel (18) auch fur umgekehrte Zeitfolge gilt, in-
dem sie die Wahrscheinlichkeit angibt, daB ein angenblicklich in
x, befindliches Teilehen sich vor einer Zeit ¢ innerhalb

z...x+dx
aufgehalten habe 2).

§ 12, Nun wollen wir an der. Hand dieses Beispieles gleich zu
einem weiteren Problem tbergehen. Ist der Anfangszustand. ein
seht abnormaler, also g >>> &, so ersehen wir aus dem Vergleich
der Formeln (16) und {17), daB die zufilligen. durch die Moleku-
larbewegung bewirkten Unterschiede der einzelnen, von jenem
Punkt x, ausgehenden Zustandskurven schon nach sehr kurzer
Zeit vernachlassigt werden kounen, indem sich alle Punkte fast
genau gemitf den gewohnlichen Gesetzen des irreversibeln Reibungs-
widerstandes hewegen werden:

(20) 2 ==z €

Das gilt jedoch nur, solange der Zustand sich weit auferhalb des
Schwankungsbereiches £ befindet. Innerhalb jenes Bereiches haben
die Vorginge wesentlich den Charakter der Brownschen Mole-

1 Ehrenfests Frklirnngsweise mittels der .Treppenkurve” findet hier
ihre Verwirklichung, falls man die Zeitintervalle A > wiihlt. Doch sehen wir,
da8 der diskontinnierliche Charakter der H-Kurve keine unbedingt wesentliche
Rolle spielt.

% Eine nithere Ausfilbrung dieses Punktes findet sich in der ziterten Ab~
handlung: Bull Int. Acad. d. Se. de Cracovie 4, 1918, p. 432

M. Smoluchowski. IL 25
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kularbewegung, und nur sehr selten kommt ein Ansteigen gegen
erheblich anormale Werte hin vor.

Es entsteht also die Frage: Kann man nicht die GroBenordnung
der Zeit T' angeben, nach deren Ablauf wahrscheinlich wieder eine
Wiederkehr 1) des urspriinglichen abnormalen, malkroskopischen
Zustandes eintreten konnte? Nach Formel (14) ist ja die durch-
schnittliche Wahrscheinlichkeit eines zwischen z; und z, — Az
gelegenen Zustandes bekannt und andererseits ist dieselbe definier-
bar als der Quotient der Zeiten, wihrend welcher sich das System
in jenem Bereiche x,...z, — Ax befindet, dividiert durch die Ge-
samtzeit, und dies konnen wir als dquivalent betrachten mit dem
Quotienten der einmaligen Durehschreitungsdauer A¢ des Gebistes
4z durch die Wiederkehrzeit 7'%). Es gilt somit:

Azx

At =27

Bz

Somit:
=

> 2nD e*? 2x £ =
21 T/ £z
&l 8 Bxy Bz ¢

Die Wiederkehrzeit ist also desto linger, je kleiner die Beweélich-
keit 8, und je grofer die Abnormalitat /& ist; sie wichst offenbar
duBerst raseh mit der Grifie der letateren.

Gewil 118t diese Rechoung an Strenge (in bezug anf die Art
der Mittelbildung) manches zu winschen iibrig, aber hinreichen
durfte sie doch zu einer Schitzung der GroBenordnung. der Zeit,
in weleher die Umkehr eines scheinbar irreversibeln Vorganges zu
erwarten ist. Dies ist offenbar die fiir die Frage der [rreversibilitit

*) Natiirlich abgesehen von der Brownschen Bewegungsphase innerhalb -

der ,Bedenkzeit* 7.

*) Eigentlich ist dies als mathematische Detinitionsgleichung des Begriffs
der Wiederkehrzeit T zu hetrachten. Die physikalische Bedeutung dieses Be-
griffes bervht darauf, da. T eine Art Mittelwert aus den Zeiten darstellt, wel-
che zwischen zwei aufeinanderfolgenden Durchschreitungen der x,-Lage ver-
streichen, falls @, >> £ ist.
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grundlegende Grisfe. Denn der von Boltzmann schitzungsweise
berechnete Poincaré-Zermelo-Zyklus. welcher die Ruekkehr
des Mikrozustandes bestimmt, hat vur eine abstrakte mathematische
Bedeutung; physikalisch beobachten it siech nur die Wiederkehr
des Makrozustandes, welche tibrigens, wie schon erwiihnt, in einem
Poincaré-Zermelo-Zyklus sich offenbar sehr oft ereignen muf,
da ja derselbe Makrozustand durch eine Menge verschiedener -Mi-
krozustinde realisiert wird 1).

§ 13. Ansloge Uberlegungen konnte man anf andere irreversible
Vorginge anwenden, doch wird die Durchfibrang der Rechnung
dadurch sehr erschwert, dall die Anderungsgeschwindigkeit des
Makrozustandes meist von mehr als einer Koordinate abhangt. In-
teressant wire es beispielsweise die Zeit za erfahren, innerhalb
welcher in einem wirfélfsrmigen Raume [von der Kantenlinge
= 1 em] in einer Mischung gleicher Teile Sanerstoff und Stickstoff
einmal selbsttitiz eine teilweise Entmischung eintreten dirfte, so
daB die miitlere Konzentration des Sauerstoffs in der einen Hilfte
des Raumes etwa um ein Prozent hther wire als in der anderen.
In diesem Falle hiingt der Diffusionsprozef von der ganzen Kon-
zentrationsverteilung ab. Vielleicht diirfen wir aber diesen Umstand
sufler acht lassen, um nichi in langwierige Rechnungen zu ver-
fallen, nod kinnen mit roher Annsherung in einer allerdings etwas
gewagten Weise folgendermaBen argamentieren:

War urspriinglich ein groBerer Konzentrationsunterschied der
heiden Raumhilften vorhanden, so stellt sich mit der Zeit eine
annihernd sinusformige Verteilang der Konzentration ¢ her, welche
sich mit der Zeit in exponentiellem Mafistabe verflacht:

-T2 mx
=} 4e ”sin—T.

Die angenblickliche - durchschnittliche Verdichtung in der einen
Raumbhilfte ist dann:
_24 =

%

[}

1) In Fillen der oben befrack Art, in welcher der Makrozustand durch
einen einzigen Parameter definiert wird, findet eine genaue Wiederkehr dessel-
ben statt, wihrend der Mikrozustand bei allen nieht exaki periodischen Syste-
men nur annghernd, je nach GrdBe des Koinzidenzgebietes, wisderkehrt.

25¢ -
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und die Zeitdaver, wihrend welcher 6 um Ad. abnimmt, wird :

Ao 2
At = —6‘ m .

Anderseits ist die allgemeine Wahrscheinlichkeit einer Verdichtung

des einen Bestandieiles der Mischung um

8...0—A4¢
nach Formel (9)
P
W(d)do .—..l/%ve“_ﬂAd %

wo v die normal auf die eine Raumhilfte entfallende Anzahl Mo-
lekule desselben hedeutet. Somit erhilt man in der friher darge-

legten Weise
B |/3n .
szl/ et

oder nach REinfihrung der mittleren Konzentrationsschwankung
g=1/): '

i
22) =12 &

xR
zip 8

5

o

Einsetzen der Zahlenwerte lehrt, da man nur dann hoffen kann,
eine einmalige automatische Entmischung vom oben angegebenen
Betrag zu heobachten, weun man eine Zeit 7' zuwarten wiirde, die
von der GriBenordnung 10 Sekunden ist. Prozesse von solchem
Malstabe kann man also ruhig irreversibel nennen. Dagegen wiirde
man fir Raumteile von kleinster mikroskopischer Siehtbarkeit
[0-2p]* eine Zeit 1" von der GroBenordnung 10~¢ Sekunden erhal-
ten *). Fir so kleine Raumteile kann also von einer Irreversibilitit
der Diffusion gar nicht die Rede sein.

Uberhaupt kann man allgemein sagen, daB die Irreversibilitit
nur ein subjektiver Begriff des Beobachters ist; dessen Anwend-
barkeit nicht von der Art des Naturvorganges, sondérn von der
 Lage des Ausgangspunktes und der Beobachtungsdauer abhiingt.
Solche Vorgtinge werden uns irreversibel zu sein scheinen, deren

') In solchen wiirde die mittlere Konzentrationsschwankung dem angenom-
menen Betrage der Entmischung nshekommen, daher verliert fiir dieselben
eigentlich der Begriff der Wiederkehrzeit seine physikalische Anwendbarkeit.
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Ausgangspunkt weit auBerhalh des mittleren Schwankungshereiches
liegt, und welche nur withrend eines im Vergleich zur Wiederkehr-
zeit kurzen Zeitintervalles beohachtet werden.

Die enormen quantitativen Untersehiede der Wiederkehrzeiten,
welche die vorigen Beispiele illustrieren. rechtfertigen natitrlich
vollkommen die praktische Wichtigkeit des Irreversibilitdtshegriffs
und zeigen, daB die molekularstatistische Autklirung desselben in
keiner Weise gegen die Erfahrung verstifi. Dabei sei noch aus-
dritcklich ‘betont, daB wir nirgends eine spezielle Hypothese der
molekularen Unordoung eingefihrt haben, etwa in dem Sinne, dab
in der Natur ein ungeordneter Anfangszustand eines Systems nie-
mals in einen geordneten ibergehen kénne, oder dall wahrschein-
lichere Zustinde immer auf unwahrscheinlichere folgen mibten.

Es laufen gewif bei der Hypothese der ergodischen Zustands-
verteilung manche Voranssetzungen unter, doch scheint mir eine
Unordnungshypothese in solcher Fassung nicht nur unniitig. sondern
sogar unrichtig zu sein. wie aus dem Vorhergehenden wohl zur
Gentige erhellt %),

§ 14. Es ist vielleicht nicht tiberflissig. auch noch ausdricklich
hervorzuheben, daB der Begriff der Wiederkehrzeit T eines scheinbar
irreversibela Vorganges sieh nur aof stabile  thermodynamische
Systeme anwenden 186t Ein indifferentes System ohne Null-Lage —
beispielsweise ein die gewdhnliche Brownsche Bewegung aus-
fihrendes Teilchen — besitzt gar keine mittlere Wiederkehrzeit
und aueh keine mittlere Sehwankung, weil dasselbe sich mit der
Zeit wahrscheinlich immer weiter aus seiner Anfangslage entfernt.

Man konnte versuchen, noeh einen verallgemeinerten Begriff
einzufithren: die miitlere Lbergungszeit, die durchschnittlich zum

) Der Stofzahlansatz, welcher in den Theorien der Diffusion, Zihigkeit,
Wirmeleituny und des H-Theorems der (Gastheorie zur Anwendung kommt,
heruht allerdings auf der Annahme einer gewissen elementaren Unordnung.
Er ist aber sicher nicht exakt richtig, wenn es sich um die Beschreibung der
zeitlichen Verlinderungen einer individuellen (Gasmasse handelt, dagegen
ist seine Anwendung ganz gerechtfertigt, wenn das durchschnittliche Verhalten

einer Schar solcher G dargestellt den soll, die von einem abnor-
malen makroskopischen Zustand gehen. Von der obigen Darstellung abwei-
hende, ganz eigentiimliche Anset fiber das Problem der Irreversibilitiit

sind jiingst von Borel gefiuBert worden: Journ. d. Phys. 8, 183, 1813. Ich
kann mich denselben in keiner Weise anschijefien, michte aber an dieser Stelle
in keine Polemik eingehen.
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Ubergang aus einem makroskopischen Zustand in einen anderen
erforderlich ist. Aber einigermaBen iberraschend ist es, dall bei
derartigen indifferenten Systemen auch keine mittlere Ubergangszeit
existiert.

_Es ist lehrreich diesen Umstand niher zu iiberlegen, indem man
ihn durch ein Wahrscheinlichkeitsexempel illustriert, da er zeigt,
wie leicht man auf diesem Gebiete in logische Fehler verfallen
kann. ‘

Es ist gewi, dab ein von einem gegebenen Punkt ausgehendes
Teilechen mit der Zeit infolge seiner Brownschen Bewegung jeden
heliebigen anderen Punkt erreichen wird. Ebenso wirde ein Spieler,
welcher ,Gerade oder Ungerade® spielt, jeden gewiinschten Batrag
gewinnen, falls er gentigend Kapital zur Verfugung hitte, nm die
ungiinstigen Eventualititen zu tiberdauern, denn er hat die Vorhand
und braucht das Spiel erst dann zu unterbrechen, wenn der ge-
wiinschte Betrag erreicht ist, was sich im Laufe der Zeit einmal
erejgnen muB Y). Trotzdem es aber der Spieler in seiner Macht hat,
jeden gewiinschten Betrag zu gewinnen, kann er daraufhin doch
keinen regelmifiigen Erwerb einrichten, denn die Anzahl von Wiir-
fen und damit auch die Spieldauer, welche zur Erreichung eines
auch noch so kleinen Uberschusses, sagen wir der Einheit, im
Mittel erforderlich ist, ist unendlich grob. Die Wahrscheinlichkeiten,
beim ersten, dritten, finften usw- Wurf die Gewinnsumme Eins zu
erreichen, betragen namlich: ’

—

.3
.4

=

3.5
1%

(=21

5 usw.

DO
Do =
N
Do
no
o] =

') Natirlich ist dabei vorausgesetzt, da8 die Gewinn- und Verlustehance bei
jedem Einzelwurf gleich sind. Wenn wie in Monte Carlo die Gewinnmiglichkeit
des Einzelwurfs kleiner ist als die Verlustmoglichkeit, so ist der Spieler natiir-
lieh immer im Nachteil. Es gleicht das dann der Brownschen Bewegung einer
Gnmmiguttemulsion in angesiuertem Wasser: die Teilchen werden - durch die
Schwere vorwiegand zu Boden gezogen, und wenn sie einmal an den Gefif-
lpden geraten, klehen sie schon fir immer fost. Dagegen ist das Verhalten der
Gummigutternulsion in reinem Wasser ganz verschieden, denn die an die Wand
stoBenden Teilchen bleiben nicht an derselben kleben, und es stellt sich die
von Perrin experimentell studierte stabile Schwereverteilung her. Es gleicht
das einer humanitiren Spielbank, welche dem bankerotten' Spieler erlaubt, in

Gedanken weiterzuspielen, und ihm den eventuellen schlieBlichen Reingewinn
bar auszahlt. .
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Deren Summe ist natirlich Eins, aber die durchschnittliche zum
Gewinn erforderliche Anzabl von Wurfen :

1,13 1.835 1 f
g2y i T s
bildet eine divergente Reihe.

Populdr ausgedriickt: Es ist sicher, daf der Spieler gewinnen
wird, aber wenn ihn gerade das Ungliek verfolgt, so verliert er
50 viel Zeit, daf die durchschniitliche Rentabilitit des Spieles Null
wird. Auf die Molekularstatistik iibertragen, lehrt uns das Beispiel,
dal die zum Ubergang eines Teilchens in eine gegebene andere
Lage durchschnittlich erforderliche Zeit unendlich groB ist. Sie
wird jedoch endlich werden, falls der Raum, innerhalb dessen das
Teilchen sich bewegen kann, durch Gefillwinde begrenzt ist, so
daB das System ein endliches wird. Dasselbe gilt allgemein fiir
stabile Systeme.

V. ’

§ 15. So hat uns also die Molekularstatistik der Reihe nach
drei GroBen an die Hand gegeben, welehe in Ubereinstimmung mit
mnseren  bisherigen Erfahrungen die Fehlergrenzen des zweiten
Hauptsatzes der Thermodymamik charakterisieren: die mittlere
Schwankung um den Normalzustand, die mittlere, in einer bestimm-
ten Zeit zu erwartende maximale Abweichung und endlich die
Wiederkehrzeit abnormaler Zustinde.

Gleichzeitig hat aber die quantitative Berechnung gezeigt, daf
diese Fehler in der Praxis nur hei jenen Vorgiingen in Betracht
kommen, bei welchen die mittlere Schwankung eine physikaliseh
merkliche Grofie ist, wihrend sonst die praktische Bedeutung der
Thermodynamik in vollem MaBe besteheu bleibt. Es kann also
selbstverstindlich keine Rede davon sein. ein fiir die moderne
Physik so wichtiges okonomisches Erklirungsprinzip wie den zwei-
ten Hauptsatz einfach umzustoflen. Wie ware derselbe demnach
zu formulieren, wenn man sich nicht damit begniigt, die experi-
mentell nachgewiesenen Mangel der traditionellen Fassung dessel-
ben einfach zu ignorieren ).

') Bei der Diskussion dieses Vortrages vertrat Prof. Planck die Anschau-
ung, man konne auch die kiassische idealisierts Thermodynamik in ihrer bis-
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Wird er in der abstraktesten und am meisten von Anthropo-
morphismus freien Weise ausgesprochen: ,Die Entropie eines ab-
geschlossenen Systems kann im Laufe der Zeit nur zunehmen, so
tritt der Widerspruch am deutlichsten zutage. Die Entropie eines
Systems kann ja ebensowohl zu- wie abnehmen (vgl. Fig. 1). Man
kann nur so viel behaupten, daf das Zeitmittel der Entropie im
Laufe der Zeit einem gewissen, relativ sehr hohen Durchschnitts-
wert zustrebt. Letzterer kann aber unter Umstinden auch etwas
kleiner sein als der Anfangswert, und zwar dann, wenn der Aus-
gangspunkt sehr nahe dem Normalzustand, innerhalb des Schwan-
kungshereiches liegt.

Analoge Bedenken bietet die meist tbliche Formulierung:
»Wirme kanu nicht von selbst von niederer zu htherer Tempe-
ratur ubergehen®. Sie geht ja tatsichlich ganz regelmilig vom kal-
teren zum wirmeren Korper und auch umgekehrt tber, ndmlich
angefihr in dem Mafle, welches der mittleren Energieschwankung
entspricht. Unter Umstiinden, allerdings sehr selten, wird sie sogar
in beliebig groflen Quantititen zum wirmeren Korper iibergehen.

Vom Standpunkt der Molekularstatistik ist ja die ganze Sonnen-
wirme moglicherweise nur als eine solche, innerhalb des Weltalls
zufiillig eingetretene Ansammlung von Wirme zu erkliren ). Jeden
falls rithrt aber der fir Irreversibilitit wichtige Umstand, dafl wir
_es in der Praxis fast immer mit sehr abnormalen Anfangszustinden
zu tun haben, indirekt nor von der Sonnenwirme her.

Wie haltlos erscheint von diesem Standpunkt auvs die Clau-
sinssche Behauptung: ,Dié Entropie des Weltalls strebt einem
Maximum zu®. Der Molekularstatistiker wird in derselben nur -eine
AuBerung menschlicher Kurzsichtigkeit und Kurzlebigkeit sehen.
So glauben vielleicht auch die ersten. Frithlingsblumen, daf das
Klima des Weltalls immer wirmer wird, denn die umgekehrte
Knderung im Herbst erleben sie niemals. In analoger Weise ist ja

herigen Gestalt aufrechterhalten, aber dafiir die ihr widerstreitenden mikrosko-
pischen Molekularerscheinungen von ihrem Geltungsbereiche ausschliefen. Das
wiirde jedoch den Nachteil haben, da8 man auf die Rinheit der Naturerklirung
verzichtet; auch wird ein solcher Vorgang dadurch erschwert, daB jene Erschei-
nungen vielfach ins Makroskopische iibergreifen.

Y Vgl z. B. L. Boltzmann, Ann, d. Phys. 60, 396, 1897. Eine andere
Moglichkeit beruht beksnntlich auf den auBerhalb des Rahmens dieser Studie
fallenden Erschsinungen radioaktiver Transformationen.
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iiberhaupt die Moglichkeit organischen Lebens eben an eine solehe
Phase gebunden, welcher ein sehr abuormaler Aufangszustand vor-
angegangen war, welche also eine Dissipation der aufgespeicherten
Energie erméglicht.

§ 16. Unzweckmiifiig erscheinen ebenfalls jene Fassungen des
zweiten Hauptsatzes, welche auf dem Begritf von Kreisprozessen
beruhen, denn erstens kommen da wieder dieselben Schwierigkeiten
zum Vorschein wie dort, auflerdem aber ist es fraglich. nb sich der
Begriff der Kreisprozesse widerspruchsfrei formulieren ldlit wenn
man dabei mit ,mikroskopischer® Genanigkeit zu Werke geht.
Streng genommen, gibt es iiberhaupt keine Kreisprozesse. im mikro-
skopischen Sinne, ausgenommen bei exaki periodischen Systemen.

Die in Rede stehenden Formulierangen des zweiten Haupt-
satzes lieBen sich mit der Molekuolarstatistik wohl nur derart in
Ubereinstimmung bringes, daB man in dieselben Begriffe aufnimmt,
welche der eigentlichen Thermodyunamik fremd sind, wie die ,.mitt-
lere Sehwankung¥, oder dall man sich auf ein ganz unbestimmtes,
vages Wahrscheinlichkeitsgefithl beruft, was heides aus naheliegen-
den Griinden untunlich erscheint.

Dagegen ist es auch vom Standpunkt der Molekularstatistik
exakt richtig (vgl. § 3), dad es kein ,Perpetuum mobile zweiter
Art® geben kann, wenn man n#imlich diesen Ausdruck dahin pri-
zisiert, daB er ,eine sutomatische, Wirme niedrigster Temperatur
verbrauchende Maschine. von fortdauernder, endlicher Arbeitslei-
stung” bedeutet. Will man dies durch eine Formel ausdriicken, so
ist vielleicht die Form:

Lim ™~ =0
am geeignetsten. Das Verhiltnis der Arbeit, welche auf Kosten von
Wirme niedriger Temperatur in einer gewissen Zeit ,von selbst*
geleistet werden kann, zu jener Zeit konvergiert fiir lange Zeit-
daver zur Null, oder kurz gesagt: Die Umgebungswirme einer
Maschine kann keinen dauernden Arbeitseffekt von endlicher Grsle
liefern.

Eine solche Fassung geniigt aber auch zur Ableitang der abli-
ehen Anwendungen auf Physik und physikalische Chemie, in ent-
sprechend eingeschrinkter, vorsichtiger Formulierung und bei Her-
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vorhebung des angeniherten, grob empirischen Charakters gewisser
Voraussetzungen. ’

§ 17. Es ist von groBem Interesse, diese urspriingliche und nach
Plancks Ausdrucksweise am meisten anthropomorphe Fassung
des zweiten Hauptsatzes noch etwas niher zu analysieren, in wel-
cher man die Natur vom Standpunkt der Nutzlichkeit fur den
Menschen betrachtet und ein Naturgesetz in die Form einer prakti-
schen Ingenieursregel gekleidet hat.

Wie ich schon an anderer Stelle ausgefithrt habe, ist die weit-

verbreitete Meinung, als ob man die molekularen Schwankungen.

ohne weiteres zur Konstruktion eines einfachen Perpetuum mobile
benutzen konnte, durchaus unrichtig. Das ist ja von voraherein
klar, da ja such die Molekularstatistik lehrt, daB das durchschnitt-
liche Verhalten molekularer ~Systeme in langen Zeitrfumen dem
itblichen Entropiesatz entspricht. Aber interessant ist es, die Fehler
aufzusuchen, die man bei der Erfindung derartiger angeblicher
Perpetua. mobilia zu begehen pfegt. Ein richtiger Physiker ist ja
durch einen- abstrakten Rechenbeweis niemals befriedigt, er mub
sich die Tatsachen auch anschaulich machen kinnen, das nennt er
erst: , Verstehen®. :

So mdgen also ganz kurz nur zwei spezielle, aber typische
Beispiele besprochen werden. Denken wir erstens an eines jemer
Gummigutteilchen, welehe trotz ihrer Schwere dureh die Brown-
sche Bewegung tber dem Gefiiboden schwebend erhalten werden.
Verbinden wir dasselbe mit einer vertikalen, sigeartiz ausgeschuit-
tenen Zahnstange, oder besser einer Schiene, in welcher eine zick-
zackformige Nut ausgeschnitten ist, und lassen wir in letatere in
bestimmter Hohe einen Zapfen eingreifen, den eine elastische Feder
nach der einen Seite driickt, so daB das Teilehen im normalen
Zustand sich infolge Einschnappens dieser Stellvorrichtung nur von
unten nach obed, aber nicht in umgekehrter Richtung bewegen
kann. ) .

- Man konnte glauben, das sei eine Art Perpetuum mobile, denn
infolge der Browunschen Molekularbewegung mub das Teilehen
manchmal um die Hohe eines Zackéns in die Hohe steigen, dann

aber schnappt die Stellvorriehtung ‘ein, und so wird die Sache in

ungefiihr gleichen Intervallen regelmibig weitergehen: es wird in
regelmifliger Weise Arbeit gegen die Schwerkraft geleistet werden.
Der Fehler liegt nun in diesem Falle darin, daf wir auf die
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Schwankungen vergessen haben, welche auch die Stellvorrichtung,
als molekulares Gebilde, von selbst ausfuhren muB. Infolge dersel-
beii wird sie ehen gar nicht in der gewinschten Weise funktio-
nieren konnen. Allerdings wird das Teilehen manchmal ein Stick
in die Hohe gehoben werden, sber dapn wird es wieder einmal
njedersinken, und dasselbe geschieht auch bei der einfachen Brown-
schen Bewegung ohue Stellvorrichtung.

Der ganze Unterschied der beiden Fille heruht in einer gering-
figigen Komplikation der Formel, welche die Haunfigkeit einer be-
stimmten Hohenlage y angibt. Bei der gewdhnlichen Brow nschen
Bewegung eines im Schwerefeld befindlichen Teilchens lautet sie:

. . »
W(y)dy= Ade = Na'y,
und hier kommt statt dessen (gema (5)):

hd [Py~+oritpdl
¥ Larty
a0 d

Wiydy=Ae

" wo f(y) die der Lage y entsprechende potentielle Energie der Fe-

derkraft der Stellvorrichtung bedeutet, welche nebstbei bemerkt
gering sein muf im Vergleich zur Schwerkraftarbeit /y. Mit me-
chanischen Automaten gelingt es also nicht, ein Perpetuum mobile
zu konstruieren, und man tberzeagt sich leicht, daf da auch elek-
trische Kontakte u. dgl. nichts niitzen.

§ 18. Versnchen wir die Sache von einer anderen Seite anzu-
greifen. Denken wir uns zwei gleiche Korper A und B, einen
jeden von der Wirmekapazitit y, welche urspringlich in Kontakt
stehen und in einem beliebigen Momeut getrennt werden; dann
wird wahrscheinlich zwischen denselben eine zufillige Temperatur-
differenz bestehen, und zwar im Mittel nach § b vom Betrage

T 2 H 6*

yziG!: —3? 77
sber wenn man Zeit hat und einen geeigneten Moment abwartet,
kann man auch beliebig grofe Temperatarunterschiede 46 erzielen.
Also nehmen wir drei Korper ABC, urspriinglich gleicher Tem-
peratur; verbinden wir 4 und B und warten, bis B um A@ wir-
mer wird als 4 und C, und verbinden dann B mit C; warten, bis
B kalier wird als A, verbinden B mit 4, warten wieder, bis B
wirmer wird als C, und verbinden B mit (' usw. Wenn wir so
systematisch zuwege gehen, konnen' wir in regelmiliger Weise,
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ohne Arheit zu leisten, beliebige Wirmemengen vom kiilteren Kor-
per 4 zum wirmeren B hiniiberschaffen und diese auf der anderen
Seite nutzbar verwerten.

Nun aber verbessern wir diese Vorriehtung noch dureh Anbrin-
gung einer automatischen Umsteuerung der Bewegung des Mittel-
korpers B, so daB er vou oben (C) nach unten (4) sinkt, wenn
das in ihm angebrachte Thermometer unter einen gewissen Punkt
fillt, sich von unten nach oben erhebt, wenn es iber einen gewis-
sen Teilstrich steigt. Dann haben wir ja den gewiinschten Automa-
ten. Allerdings geht ein gewisser Arbeitsbetrag bei der mechani-
schen Auslgsung nutzlos verloren, aber man kann ihn relativ klein
machen im Verhilinis zur gewonnenen Wirmemenge. Ist das nicht
ein Perpetunm mobile? Wo liegt da der Fehler? Abermals darin,
daB die mechanische Auslosevorrichtung ihré automatischen Schwan-
kungen ausfihren muB. und zwar — das ist hier das Wesentli-
che — sind die mechanischen Schwankungen nicht mit den ther-
mischen koordiniert. Dadurch ist aber die Selbsttitigkeit der
Vorrichtung unmoglich gemacht.

§ 19. Soweit unsere jetzigen Kenntnisse reichen, gibt es also
trotz molekularer Schwankungen kein antomatisches, davernd wir-
kendes Perpetuum mobile, aber wohl konnte eine solehe Vorrich-
tung regelmibig funktionieren, falls sie durch intellizente Wesen
in passender Weise betitigt wiirde. Im letsten Beispiele warde das
hergits angedentet, und analoge Effekte kénnte man im Beiapiele
des § 17 erzielen, wenn man 2. B. ein jedesmal, wenn das Teilchen
zufilligerweise in die Hohe steigt, einen fir dasselbe undurchdring-
lichen, aber schwerelosen QefiBboden nachschiebt. In einem solehen
Falle laBt sich die ganze Sache nicht als ein durch hestimmte, mit
der Zeit unverdnderliche Gleichungen gegebenes mechanisches Sy-
stem suffassen, und die Ausfihrangen der statistischen Mechanik,
samt dem Beweis des (eingeschriinkten) Entropiegesetzes, verlieren
ihre Anwendbarkeit. :

Ein .Perpetuum mobile ist also moglich, falls man nach der
iiblichen Methode der. Physik. den experimentierenden Menschen
als eine Art ,Deus ex machina¥ auffallt, welcher von dem momen-
tanen Zustand der Natur fortwihrend genau unterrichtet ist und
die makroskopischen Naturvorginge in beliebigen Momenten ohue
Arbeitsleistung in Gang setzen oder unterbrechen kann. Er brauchte
somit durchaus nicht wie ein Maxwellscher Damon die Fghig-
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keit zu besitzen, einzelne Molekille shzufangen, wirde sich aber
doch schon in obigen Punkten durchaus von wirklichen Lehewesen
unterscheiden. Denn die Hervorbringuug irgendeines physikalischen
Effekts durch Betiitigung des senserischen wie auch des motorischen
Nervensystems derselben ist immer mit einer Energieentwertung
verbunden. abgesehen davon. daB ihre ganze Existenz an fort-
wihrende Dissipation derselben gebunden ist. Ob alsu bei Beriiek-
sichtigung dieser Umstinde wirkliche Lebewesen dauernd, oder
wenigstens in regelmafiger Weise. Arbeit auf Kosten der Warme
niederster Temperatur erzeugen konuten, erscheint wohl recht zwei-
felhaft, wiewohl unsere Unkenntnis der Lebensvorginge eine defi-
nitive Antwort ausschlieft.

§ 20. Die zuletzt bertibrten Fragen fibren sehon tber den
Rahmen der eigentlichen Physik hinaus. Wenn man aber zum
SchluB nochmals den rein physikalischen Grundgedanken erwagt,
auf welchen sich die ganze Behandlung unseres Themas stitzte, so
driingt sich ein sehr wichtiges Bedenken auf Hat die statistische
Mechanik, auf welcher die ganze Argumentation aufgebant war,
hente @berhaupt noch eine wirkliche Existenzberechtigung? Sollte
sie nicht vielmehr, so wie die ganze Mechanik, durch eine statisti-
sche Elektrodynamik oder Elektronik ersetzt werden? Welche Ge-
stalt wiirden dann die obigen theoretischen Uberlegungen annehmen ?

Vielfach ist ja die Methode tiblich, daf man noch vom alten
pvorelektronischen® Standpunkt aus die elektrisehen Erscheinungen,
samt der Strahlung, einfach unter die Gesetze der statistischen
Mechauik einzwingt. Zweifellos fuhrt dies teilweise zu ganz richti-
gen Folgerungen, aber in der Natur der Sache ist das Verfahren
wohl nicht begriindet, nachdem die Mechanik sich heute in Elektro-
dynamik aunfgeltst hat. Die formale Analogie gewisser Entwicke-
lungen der modernen Elektrodynamik mit dem Hamiltonschen
Prinzip ist doch kaum ein gentigender Beweisgrund. Denn gegen
die ergodische oder guasi-ergodische Hypothese, welche in der sta-
tistischen Mechanik mit unterliuft und daselbst berechtigt zu sein
scheint, erheben sich auf dem Gebiet der Elekirodynamik die
ernstesten Bedenken ), ganz abgesehen von den experimentell kon-
statierten Widerspriichen in der Strahlungstheorie.

) Bo scheinen die freie Ausstrablung elekiromagnetischer Wellen in den
unendlichen Raum, das Auftreten -retardierter Potentiale, und ebenso such die
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Personlich bin.ich also gewiB der Ansicht, daf der Standpunkt
der statistischen Mechanik in gewissem Sinne veraltet ist, und daB
hierin die Wurzel der Schwierigkeiten liegen diirften, welche uns
beim Planckschen Strahlungsgesetz entgégentreten. Einstweilen
ist aber, trotz aller bisherigen Bemithungen, statistische Elektronik
ein leeres Zukunftsprogramm.

Es steht bekanntlich noch der heute am meisten begangene,
provisorische, zwischen blofler Theorie und zwischen Praxis ge-
schickt hernmlavierende Mittelweg offen, indem man die Quanten-
theorie auf die statistische Mechanik ktinstlich aufpfropft, ein Ver-
fahren, welches ja allerdings in gewissen Teilen der Physik bereits
so wunderschone Resultate gezeitigt hat. Gewil wird man das hente
in Rede stehende Problem von diesem Standpunkt aus noch allseitig
diskutieren miissen, und es diirften sich vielleicht noch weitere
Divergenzpunkte gegentiber der Thermodynamik ergeben; doch
angesichts der verschiedenen, sich hier noch ertffnenden hypothe-
tischen Moglichkeiten, und der heute noch bestehenden Unsicherheit
betreffs der Formulierung der Grrundlagen der Quantentheorie sehien
es mir passender, in diesem Vortrage auf dem Boden der klassi-
schen statistischen Mechanik zu bleiben.

Es ist das eine wohl nicht tiberfliissige Vorarbeit, und wir sehen
wohl, was fiir einen Fortschritt sie im Vergleich zur phénomeno-
logischen Thermodynamik bildet.

empirisch festgestellten Erscheinungen der radioaktiven Transformationen Bei-
spiele einseitizer Vorgiinge zu sein, welche vom reversiblen Verhalten mecha-
nisch-ergodischer Systeme ganz abweichen.
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Sitzunysberichte der Akademie der Wissenschaften in Wien, mathem.-naturw.
Klasse, Bd. CXXIII, Abt. I a. Dezember 1914; pp. 23812405,

I Einleitung.

Bei der Untersuchung der molekularen Schwankungserseheinun-
gen, welche heute in der Molekularphysik eine so wichtige Rolle
spielt, handelt es sich meist um Probleme von zweierlei Ari: Wenn
wir in einem  bestimmien Augenblick einen Parameter eines. in
thermodynamischem Gleichgewicht befindlichen Systems ins Auge
fassen, kinnen wir nicht erwarten, dal wir genaun den der idealen
Gleichgewichtshedingnng entsprechenden Normalwert desselhen vor-
finden werden. sondern jener Parameter diirfte je nach Zufall einen
etwas griBeren oder kleineren Wert besitzen; im Laufe der Zeit
werden fortwihrend unregelmifiz wechselnde Abweichuugen vom
Normalzustand aufireten, wobei dieselben jedoch meist nicht viel
ther den Bereich der sogenannten ,mittleren Schwankung® hinaus-
gehen werden. Einerseits kdnnen wir also nach dem allgemeinen
Verteilungsgesetze dieser Abweichungen fragen. das ist nach der
Wahbrscheinlichkeit, daB in einem beliebigen Moment eine gewisse
Abweichung vom Normalwerte bestehe. Andererseits dringt sich
aber auch die Frage nach der zeitliclhen Verinderlichkeit der
beobachteten GrioBe auf; es wird sich um die Wahrscheinlichkeit
handeln, daB der urspriingliche Parameterwert nach Ablauf einer
bestimmien Zeit eine gegebene Veriinderung erfahre. ’

Die Probleme der ersten Art sind relativ einfacher Natur und
man kann auf Grondlage der statistischen Mechanik sogar ein sehr
allgemeines Gesetz angeben, welehes die Verteilung der Abwei-
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