XXIv. O FLUKTUAC]ACH TERMODYNAMICZNYCH
! RUCHACH BROWNA.

Prace Matematyczno-Fizyezne, tom 25 (poéwigco;ly pamigei Augusta Witkow-
skiego), str. 187—263. Warszawa. 1914,

Indukeyjny charakter fiayki pociaga za sobg konsekwencje, iz
zadnej hypotezy w fizyce nie mozemy nigdy udowodnié w tem
znaczeniu, w jakiem uzywamy wyrazu ,dowéd“ w  matematyce.
Jezeli dbamy o dcistodé terminologji, nie powinnidmy wogéle mé-
wié o ,prawdziwosci“ Zadnej teorji fizycznej, ani nawet o jej praw-
dopodobienstwie 1), lecz o jej wiekszej Iub mniejszej uzytecznodei
2 pojecie ,experimentum crucis* musimy porzucié, jako pozbawiony
istotnego znaczenia przezytek dawniejszych, naiwniejszych czaséw,
].«:1«':*(1?7 nauka nie byla jeszeze jak dzisiaj przesiaknigta sceptycyzmem
teorjl poznania. Mimo to zdarza sie i dsisiaj, ze znajdujemy tak sy-
stematyczne potwierdzenia pewnej teorji, tak zadziwiajace spraw-
dzenia woioskéw, poezatkowo wzbudzajacyeh nieufnosé, ze zdaje sig
nam, jakoby zaufanie do danej teorji zyskalo podstawy wprost na-
macalne, choé nauka ostrzega przed bezwzgledns wiars.

Astronom dzisiejszy przyjmuje systemat Kopernika za fundament
bezwzglednie pewny. Fizykowi wydaje si¢ niemozliwem watpié
o prawdziwosei undulacyjnej teorji zjawisk akustyeznyeh, choé
filozof slusznie kazds teorjo uwazaé bedszie za ,obrazé zjawisk
przyrody, nie zgadzajacy sig z rzeezywistoseia, leez tylko do pew-
nego stopuia odpowiadajacy naszym wrazeniom zmyslowym, przez
owe zjawiska wzbudzanym.

) PoniewaZz nie mamy Zadnej moznosei okreslenia, co przez prawdopodo-
bienstwo w tem znaczeniu mamy rozumieé,
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Do rzedu teoryj. wzbudzajacych takie niezwylkle zaufanie, pray-
byla w nowszyeh czasach takze atomistyezno-kinetyezna teorja ma-
terji. Zyskala ona po dlusszyw okresie upadku tak jaskrawe po-
twierdzenia, z zarzutéw przeciwko niej podnoszonych wyrosly tak
niespedziewane ,dowody®, ze utwierdzilo sig jej stanowisko, jaku
jednej z najpewniejszych i najwasniejszych teoryj fizyeznyeh. Do-
wodéw tych iw znaczenin ograniczonem slowa) dostarczyly gléwnie
badunia dwu kategoryj zjawisk : wlaseiwosei gazéw rozrzedzonych
oraz fluktuacyj termodynamicznych.

Badania nad gazami rozrzedzonemi !) wykuzaly istotne znaczenie
pojecia t. zw. .drogi swobodnej czasteczek 1 fem samem stwier-
dzily slusznoé¢ nowszyeh pojeé o czasteezkowe] strukturze gazéw..
Pomiary Maxwella, pofniej Kundtai Warburga, sprawdzily
nieprawdopodobuie brzmisee przypuszezenie teorji kinetyeznej: ze
lepkos¢ gazu nie zalezy od stopnia jego rozrzedsenia, Ze natomiast
przy bardzo wielkieh rozrzedzeniach, gdy swobodna droga ezaste-
czek jest poréwnywalna z rozmiarami naczynia, wystepuje slizganie
sig gazn wzdiuz seian naczynia, ktére mozna takze ilosciowo do-
kladnie wyrazié jako funkeje drogi swobodnej.

Zapelnie analogicane zjawisko znalazl autor niniejszego referatu,
zgodnie z teorjs, w zakresie przewodnictwa cieplnego; doszedl za$
réwnoczednie do waiosku dalszego: ze w gazach bardzo rozrzedzo-
nyeh, gdy droga swobodna jest wigksza niz rozmiary naezyh, zja-
wisko przewodnictwa powinno odbywaé si¢ w sposdh zupelnie réiny
od normalnego, mianowicie tak, jak gdyby ono bylo promieniowa-
niem cieplnem, o natgzeniu proporcjonalnem do gestosei gazu. Dazieki
wydoskonalenin techniki-eksperymentalnej Ku udsen zdolal stwier-
dzié dogwiadezalnie wietylko te wnioski, ale réwnies inne konsek-
weneje teoretyezne, odnoszace sig do transpiracji i wystgpowania
sit radjometryeznych w gazach rozrzedzonych; Gaede w ostatnich
latach jeszeze dalej poprowadzil te badania i uwienczyl je wynale-
zieniem swej slynnej ,pompy molekularnej®.

Jakkolwiek wazne jest jednak doswiadczalue sprawdzenie owyeh
przewidywan teorji kinetycznej w zakresie fizyki gaséw rozrzedzo-

1) Pewien ogélny poglad, wraz z wskazéwkami bibljograficznemi, dajg arty-
kuly: L. Dunoyer, Les gaz ultrararéfiés, w dziele: Les jdées modernes sur la
constitution do la matitre, Paris 1913 p. 2155 M. Smoluch owski, Bull. Aead.
d. Se. de Cracovie 1911 p. 432 [tom ninisjszy, str. 155; prayp. wyd.]; M. Knud-
sen, Rapp. Congrés Solvay, Paris 1912,
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nych, jako dowéd stusznosei naszych pogladéw na strukture gazéw,
przecies druga kategorja zjawisk, badania nad fluktuacjami, posiada
jeszeze o wiele donio$lejsze ogélne znaczenie, gdyz wigsa sig one
bezposrednio z zasadniczym rysem teorji kinetycznej, ktéry w prze-
ciwstawieniu do pogladu termodynamicznego podkresla pewien in-
determinizm ') makroskopijnych zjawisk materjalnych, pocigga-
jacy za sobs wprowadzenie do dziedsziny fizyki pojeé przypadku
iprawdopodobiefstwa i wyrasajacy sie juz w zewngtrzne]
formie tej teorji: usywaniem statystycznej metody rozumowania.

Weieleniem owego. indeterminizmu jest w dawnej klasycznej
teorji kinetyeznej slynne prawo rozdaialu predkosel czasteczkowyeh,
wygloszone przez Maxwella w roku 1860. Nietylko kierunek
predkodei kazdej czasteczki jest praypadkowy, tak samo od przy-
padku zalesy jej wartosé. Waha sig ona okolo pewnej wartodei
sredniej 1 tylko ta warto$¢ érednia jest 4cisle okreslona przer tem-
peraturg gazu. Jest to plerwszy przyklad zjawisk, ktére daisiaj
rozumiemy przez ogdlng nazwe ,fluktuacyj i ktéremi w niniejszem
studjum blizej zajaé sig zamierzamy.

Genjalna mysl Maxwella wprowadzila zupelnie nowy rys do
rozwazan kinetycznych, ale znaczenie jej ograniczalo sie na razie
do exystej teorji, gdys umiano tylko posrednis droga obliczad dre-
dnie predkosei; nie znano sposobu bezposredniego, do$wiadezalnego
ich wyznaczania, a tem mniej sprawdzenia Maxwellowskiego prawa
rozdziatu, Dopiero ostatnie lata zaznaczyly sie wybitoym pod tym
wzgledem postgpem; poznane. eksperymentalns metode wyznaczania
predkosel czgsteczek, snujac dalej badania, rozpoczete niegdy$ przez
Rayleigha i Michelsona, nad szerokodeia linij widmowych,
ktéra na moey prawa Dopplera musi odzwierciedlaé rozkiad
predkosei ‘ezasteczek §wiatlo wysylajacych. Pomiary widmowe, do-
konane przez francuskich fizykéw Buissona i Fabryego?)
przy uZyeiu rozrzedzonych gazéw jedmoatomowych (He, Ne, Kr,
pobudzonyeh do $wiecenia w rurkach Geisslera), daly wyniki zu-
pelnie zgodue z teoretyeznem obliczeniem $rednich predkosei czg-

Y Uzywamy wyrazu ,indeterminizm® dla oznaczenia, e przebieg zjawiska
zalezy od- okolieznodci, nieprzystepnych, nigdy bezpoéredniej kontroli doéwiad-
czalnej, t. j- od spéhrzednych i od predkosei wezystkich atoméw; przyjmujemy
wszakie, e od tych wielkodei zaledy W sposéb prawidluwy. Nie jest to zatem
wlaé‘:iwy indeterminizm w filozoficznem znaczeniu stowa.

3 H. Buisson et Ch. Fabry, Journ. d. Phys. 2, p. 442, 1912.
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steczkowych. Zyskano zatem doswiadczalne sprawdzenie twierdze-
nia zasadniezego, ktére wydawalo sig zrazu nieprzystgpne obser-
wacji bezposredniej; nie zdolano jednak jeszeze wydoskonalié tej
metody tak dalece, zeby mogla postuzyé jako kontrola calego prawa
rozdzialu predkosei 1j.

‘W rozwoju teorji kinetyeznej wlasnie 6w indeterminizm stano-
wil najpowazniejsza trudnodé, ktéra przez pewien czas tak dalece
dyskredytowala te teorje, ze liczha jej zwolennikéw stopuniala do
szczuplego grona pod koniee 19-go wieku. Wszak zdawalo sig, ze
nieokreslonosé zjawisk elementarnych ezgsteczkowyceh musi pocig-
gnaé za soby takie pewns nieckredlonodé wypadkowyeh zjawisk
makroskopijnych. najzupelniej sprzeczng z doswiadezeniem codzien-
nem, ktére przekonalo nas tak dalece o prawidlowosci zjawisk
fizyeznych, ze uwazamy jg za pewnik niewzruszony.

Najdobitniej sprzecznosé ta wystepuje w uwadze, uczynionej
pierwszy raz, zdaje sie, przez Losehmidta, e wsaystkie zja-
wiska materjalne powinny byé cdwracalne, jezeli w nich ujawniaj
sig tylko sily konserwatywne (jak przyjmuje sie w teorji kinetyez-
nej). Zdawaloby sie, ze w przeciwstawieniu do chwilowego, rzeczy-
wistego ukladu predkosei wszystkiech eczasteczek réwnie dobrze
istnie¢ moglby inny uklad, w kiérym wszystkie predkosei miatyby
wartosei takie same ale kierunki przeciwne, a wiéwezas cale zja-
wisko musialoby preebiegaé w sposéb odwrotay. Tymezasem taki
przebieg odwrotny tworzylby jaskraws sprzecznodé z dodwiadezalnie
ugruntowanem twierdzeniem termodynamiki o bezustannem wazra-
staniu entropji.. Pokrewny w tresei, choé¢ pod wzgledem formy
odmienny, zarzut przeciwko teorji kinetyeznej podniési Zermelo
w rokn 1896, powolujae sig na twierdzenie Poincarégo, wedlug
ktérego ruchy skoiezonych, konserwatywnyeh systematéw mecha-
nicznych sg ,qiasi-perjodyczne®, gdyz zawsze ,podaé mozna skoi-
czony okres cgasu, w ktdrego obrebie spélrzedne i predkodei wsayst-
kich punktéw materjalnyeh zbliza sig dowolnie blisko do swyeh
wartosel poczatkowych®. Z tego twierdzenia réwnies wynikaloby,
ze entropja musistaby z czasem powrdeié do wartodei poczgtkowej.

1) Interesujace prohy zostaly pod tym wzgledem takge podjete przez Ri-
chardsona (Phil. Mag. 16, p. 890, 1908; 18, p. 681,/1909) oraz Millikana
{Phys. Zeitschr. 11, p. 11, p. 1102, 1910) przy sposobnofei zbadania pewnych
zjawisk elektronowyeh. Zbyt wicle jednak zawieraja one hypotez dodatkowych,
Zeby moina byte z nich wyelagngé wnioski stanowceze.
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Boltzmann usilowal wprawdzie wytlémaczy¢ te sprzecznosei
w ten sposéh, ze przebieg ,odwrotny* zjawiska. termodynamieznego
jest wprawdzie mozliwy, ale nadzwyczaj nieprawdopodobny, ze 6w

,quasi-perjod* (Poinecaré-Zermelo) jest w przypadkach do-

stgpnych obserwacji okresem niezmiernie dlugim, tak ze nie mo-
semy spodziewaé sie, zebysmy kiedykolwiek spostrzegli zjawisko,
okazujace zboczenia od przebiegu normalnego.

Nie da sie jednak zaprzeczyé, ze wywody Boltzmanna po-
siadaly jeszcze liczne wady. Ogélne jego twierdzenia opieraly sig
w znacznej czesei na intuicji a nie na rachunku, metoda matema-
tyezna zas, ktdrej najezesciej uzywal, polega na twierdzenin o praw-
dopodobienstwie zjawisk zlozonych i usprawiedliwi¢ sig daje tylko
w zalozeniu, ze gaz jest ,czasteezkowo nieuporzgdkowany“ (molekular
ungeordnet), albo przynajmniej, ze stan jego dazy zawsze do coraz
wigkszego nieporzadku. Hypotezie tej, ktérg takie jeszeze np.
Planck ) uwasa za niezhedny, stusznie zarzucano niejasnosé; auto-
rowi za$ niniejszego referatu wydaje sig ona mesluszn@, a’co wie-
cej niepotrzebng (patrz § 42)

Niejasnosei ezy sprzecznosei, tkwigce wiadeiwie juz w samym
indeterminizmie zalozeh podstawowych, ktdre teorji- kinetyczuej
zarzucali zwlaszeza zwolennicy szkoly energetycznej, wyznajaeej
bezwzgledng " écislosé praw termodynamiki (jak Ostwald, Du-
hem, Mach, Helm), przyczynily sig do tégo, #e pod koniee
ubieglego wieku teorjg tg uwazano zazwyczaj za przezytek, skazany
na zaglade ?). Zastanowilo to wprawdzie krytykéw, ze w roku 1401
jeden z najgenjaluiejszych badaezy na-polu termodynamiki, J. W.
Gibbs, wydal dzielo p t ,Elementary Principles of -Statistical
Mechanies®, ktérego tendencja bylo udowodnié, ze pewnego rodzaju
zbiorowiska systematéw mechanicznych musza w przeciagu diugich
okreséw czasu zachowywaé sig naogél w sposéh zgodny z zasadami
termodynamiki i e zboezenia; przewidywane przez teorje kinetycans,
pozostans niedostrzegalnie male w przypadkach dostgpnych doswiad-

) M. Planck, Acht Vorlesungen iiber theoretische Physik, Leipzig 1910,
p. 50, ) :

?) Patrz np. wstep do drugiego tomu dziela Boltzmanna: Gastheorie
(1898); W. Ostwald, Grundrif d. allg. Chenue, 2 wyd. (1899) str. 11, 95;
tenze: Uberwindung d.naturwissensch. Matemahsmus, Leipzig 1895; E. \Iach
Prinzipien d. Wirmelehre (1896) p. 864, p. 429; P. Dubhem, Ewolucja Mecha-
niki, Wiadom. mat. t. 7, 8 (1903, 1904).
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czeniu, gdyz wobec olbrzymiej liczby ezasteczek prawo wielkich
liczh musi stosowac sig z wielks dokladnoscia. Metody matema-
tyczne Gibbsa pod niektéremi wzgledami stojs wyzej od metod
Boltzmanna, ale i w nich znajduja sig pewne luki argumentacji
logicznej, wypelnione rozumowaniem intuicyjuem, tak ze i one scep-
tykéw, watpigeyeh o motzliwosei pogodzenia pojeé kinetycznych
z termodynamiks, nie zdolaly przekonaé.

Przyznaé musimy, Ze, mimo cennych prae poiniejszych (Ein-
stein, Hertz, Ehrenfest, Ornstein i ioni), nie wszystkie
jeszeze trudnosel znalazly catkowite wyjasnienie; w mechanice sta-
tystyeznej jeszeze pozostaje pole do utrwalenia struktury logiczno-
matematyeznej 1).

Jezeli zatem w ciagu ostatniego dziesigeiolecia taki zupelny
przewrdt nastapil w pogladach Swiata naukowego na wartosé teorji
atomistyezno-kinetyeznej, ze w roku 1906 nawet dawny, zacigty jej
przeciwnik, Ostwald, pod jej wplywem waipié zaceg! o nieomyl-
nodei termodynamiki dogmatyeznej ?), jezeli dzisiaj teorja ta odzy-
skale w zupeluodei znaczenie podstawowego pogladu dla fiayki
materji, zawdzigezaé nalezy te zmiany nie wydoskonaleniu subtelnej
analizy mechaniki statystyeznej, lecz po czedei posredniemu wply-
wowi poteznego rozwoju teorji elektronowej, gléwnie zas badaniom,
ktére wykazaly w sposéb zupelnie naoczny, ze przewidywane przez
teorje kinetyczns zboezenia od normalnego preebiegu zjawisk fak-
tycznie istniejs.

To wlaénie stanowi gldwne znaczenie zjawisk fluktuacyjuyeh,
ze ope stanowezo rozstrzygaja dawny spér z termodynamiks —
na jej niekorzysé. Dowodzg one, ze makroskopijne parametry ter-
modynamiezne nie wystarczajg do scislego okreslenia stanu ukladu
materjalnego 1 e indeterminizm wmikroskopijoych zjawisk czastecz-
kowych nie jest wytworem wyobrazni fizykéw-teoretykéw, Ze prze-

1) Co do literatury tego przedmiotu odsylamy przedewszystkiem do Swie-
tneg: artykulu sprawozdawczego B.iT. Ehrenfestéw w Encyklopedji nauk
matemstvczuych uzupelnié trzeba go pracami najnowszemi, miedzy ktéremi
wymieniamy: J. Kroo (Ball. Acad. d. Se. de Cracovie 1918, p. 548).

% W. Ostwald, Zeitschr. £ phys. Chem. 57, p. 383, 1906; na innem
miejscu, we wstepie do czwartego wydania wymienionego wyZej Grundrif
{1908}, antor ten powiada (odnofnie do ruchéw Browna): ,lech habe mich
itherzeugt, daB wir seit kurzer Zeit in den Besitz der experimentellen Nach-
weise fiir die diskrete oder kirnige Natur der Stoffe gelangt sind, welche die
Atomhypothese seit Jahrtausenden vergeblich gesucht hatte®.

M. Smoluchowski. il 18
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jawia. sig owszem, w dosirzegalny sposéh, w owych przypadkowych
fluktuacjach. Tem samem statystyczna metoda rozumowania i zlg-
czony z nig rachunek prawdopodobiefstwa wysuwaja sie na czolo
fizyki, jako wlaseiwe metody badania teoretycznego, a termodyna-
mika i wszystkie dotychezasowe prawa fizyki, o ile odnoszg sig do
cial materjalnych 1), schodzg do rz@du przyblizenie waznych regul
przecigtnego przebiegu zjawisk.

" Fluktuacje gestoSei. ’

§ 1. Prawdopodobiedistwo obecnosci pewnej liczby czgste-
czek w danym zakresie przestrzeni. Istote zjawisk fluktiacyjnych
najlepiej zrozumiemy, roztrzgsajae najprzéd najprostszy prazyklad
takich zjawisk, nastgpnie stopniowo uogdlniajae poznane prawidia.
Tym najprostszym przykladem sg fluktuacje gestosel gazu idealnego,
znajdujgcego sig w stanie réwnowagi termodynamicznej; od nich tez
rozpoeza}em systematyczne badanie tych zjawisk w r. 1904 7). Wy-
réznia sie on migdzy innemi,tem, Ze mozna go zanalizowad teore-
tyeznie prostym bezposrednim sposobem, nie wymagajacym weale
powolywania sig na ogélne wzory mechaniki statystyeznej.

W klasyeznej teorji kinetyeznej przyjmuje sig zawsze, ze liczba
czasteczek, zawartych w pewnej objetodei gazu, jest' proporejonalna
do tej objetosei, tak jak gdyby chodzilo o substancjg - ciagla; obli-
czenia Maxwella, Clausiusa, Boltzmanna, w nowszych
czasach Langevina, Jeansa, J. J. Thomsona it d. opierajs
sig na tem zalozenin. Widocznie jednak praypuszezenie takie musi
za sobg pociagnaé bledy, z powodu niecigglosei czasteczkowyeh, gdy
chodz o zakresy przestrzeni, ktérych rozmiary ss tego samego rzgdu
wielkodei (albo tez mniejsze) jak odleglodci cazasteczkowe. Ale na-
wet i w wigkszych zakresach przestrzeni wadliwosé jego musi wy-
stepowad, gdyz czgsteczki w gazie idealnym nie beds ulozone w re-
gularnych odstgpach (jak to zapewne ma miejsce w krysstalach)
lecz zupelnie prazypadkowo; wskutek tego muszs, wystgpowaé przy-
padkowe ich nagromadzenia i rozrzedzenia.

1) Wylgezamy same prawa mechaniki oraz grawitacji. Kto wie jednak, ezy
nie uda sig kiedy takze rozloZyé zjawisk grawitacji lub xéwnai Lorentza
na prostsze mikroskopijne zjawiska skladowe.

. ) M. Smoluchowski, Boltzmann-Festschrift, p. 626. 1904; Bull. Acad.
d. Sc. de Cracovie 1907, p. 1057. [tom I, str. 421, 570, 589; preyp. wyd.].
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Prawdopodobienstwo takiego praypadkowego zgeszezenia mozna.
w tym razie ocenié w-nastgpujacy sposdh 1) Jezeli do naczynia
o objgtosei ¥ wpuseiliémy jedng czssteczke gazu a, wéwezas praw-
dopodobiefistwo, azeby ona chwilowo znajdowala sie w ezedci owego
naczynia, posiadajacej objetod¢ v, wyuosié bedzie »/V. Wpuszezajae
drugs ceasteczke b, trzecig c,..., czgsteczke n, otrzymamy dla ana-
Ioﬂ'lcznych prawdopodoblenstw takie same wyrasenia, gdyz zaloze-
nie, ¢ mamy do czynienia z gazem idealnym, wyklueza istnienie
sil migdzyczasteczkowyeh; obecnodé jednej cagsteczki nie wplywa
weale na prawdopodobienstwo obecnosei innyeh.
Prawdopedobiefistwo, aseby réwnoczesnie wszystkie owe cza-
steczki a, b, c,..., n znajdowaly sie w objetodei o, bedzie zatem
wynosifo
P
(7"

Jezeli wogdle wpuscilismy N czasteezek do naczynia ¥, prawdo-
podobiefistwo, azeby pozostale N — » czgsteczki nie znalazly sig
w objetodel v, lecz W pozostalej czesei ¥— o, bedzie analogicznie

. V— p\¥
Sk
Jeseli indywidualnodé czasteczek jest nam obojetna i tylko o to
chodzi, zeby jakiekolwiek # z pomigdzy wesystkich N znajdowaly
sig w dziedzinie », a ressta w V— v, otrzymamy odpowiednie wy-

razenie na prawdopodobiefistwo, muozsc iloczyn powyiszych wyra-
zen przez odpowiedniy liezbe kombinacyj:

(L Pin) = M(}\S’i - (%)5 (’V;. v')n—,..

W razie réwnomiernego rozkladu przypadlaby na dziedzing v

) R. Lorenz i W. Eitel przedstawili niedawno wyniki mojej pracy
w obszernym wywodzie, wykonywajse z drobiazgows szezegilowoseis rachunki
pr ie kritko zone: Zeitschr. f. phys. Chem. 87, pp. 293, 43%. 1914
Bardzie] systematyczna, ale rachunkowo zawilsza metoda rozwazania, na ktdrg
przed kilkoma miesigeami prof” Wlad. Natanson zwrécil mojs uwage, polega
na podzielenin calej dziedziny ¥ na pewng lezbe przedzialéw o jednakowej
wielkofei i obliezenin prawdopodebiefistwa réinych rozkladéw cagsteczek na
owe przedzialy, podobnie jak wedlug Boltzmanna postepuje sie przy obli-
czanin entropji. Ostateczne wyniki sg oczywiscie te same. [Zob. przypisek dolg-
czony, w tomie ninigjszym, do tej rozprawy; prayp. wyd.).

18%
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liczha oN]V, ktérg dla skrdcenia oznaczymy przez ». Przy uzyein
tego skrdcenia otrzymujemy ostateczne wyrazenie, plzypuszezsga,e,
e n/N, »/V sa dostatecznie malemi liczbami, przez uzycie znanego
wzorn Stirlinga:

log Nl=(N-|-4)log N—
w formie nastepujacej:

@ P(n)=

N+ 4$log2m ...

Pyt
Tal

To jest wyrazenie, do ktérego dazyliSmy; oznacza ono prawdopo-
dobienstwo, azeby n czgsteczek bylo zawartyeh w dziedzinie, na
ktérs w razie réwnomiernego rozkladu przypadlaby liczba v czg-
steezek. Prawdopodobiefistwo, zeby zadna czasteczka w niej sie nie
znalazla, bedzie zatem

PO)y=r¢".

Prawdopodobietistwo obeenosei tylko jednej, wiagnie dwdch, wiasnie
trzech... czgsteczek bedzie wynosilo:
1}2 v ’}J3 - V
L ve 58 A 2—.—36
Suma tych wszystkich wyrazéw musi - oczywiseie réwnaé sig jed-
nosci, a przecigtna liczba czasteczek jest », zatem:

P(1)+2P©2)+3P(3) +...=

co réwniez latwo sprawdzié mozna. .

§ 2. Odleglos¢ najblizszej sgsiednie] czasteczki. Pierwsze z po-
wyzszych wyrazen, P(0), mo#na zressts interpretowaé jeszeze w inny
sposéb, jezeli praypudeimy, ze dziedzina v ma ksztalt kuli, wykre-
$lonej okolo pewnej czasteczki; ujawnia sig wéwezas zwigzek z pew-
nem zagadnieniem, ktére P. Hertz opracowal w roku 1907, nie
wiedzae zreszts widocznie o mojej dawniejszej pracy ¥). Wyrazenie
P(0) oznacza w takim razie prawdopodobienstwo, azeby owa prze-
strzeni kulista pozostala pusta, ezyli, azeby najblizsza czasieczka po-’
- siadata odleglodé wigksza niz promien owej kuli r,. Mozna wéwezas
rozréanié dwie alternatywy: 1) ezasteczka najblizsza znajduje sig
w odleglodei wigkszej niz promien ry, przyczem zakladamy ry, >7q;

%) P. Hertz, Mathem. Ann, 67, p. 387 (1909).
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prawdopodobiefistwo tego przypadku wynosi e~ albo 2) odleglodé
jej jest zawarta migdzy granicami r; < r <C7y. Prawdopodobiefstwo

* tej drugiej alternatywy ozmaczymy przez P(ry, 7). Wynika zatem:

e = Plry,rs),

otrzymujemy tym sposobem prawdopodobiefistwo P(ry,;) ukladu,

w kiérym najblizsza sgsiadka danej czasteczki znajduje sig w war-

stwie kuliste] o promieniach ry, 7. Przechodzge do granicy, kladae

zatem :
rg—ry=dr

mamy prawdopodobienstwo pobytu jej w obrebie elementarnej war-
stwy kulistej o promieniu »:

(3} P,dr:e“’@-’dr.
ar

Wirazenie to mozna napisaé w innej formie, wprowadzajac pojecie
gestosci {ezyli liczby czasteczek przypadajgcej na jednostke obje-
tosel) y, gdyz wéwezas mamy

v=§mrdy
a zatem:

P dr= 4nr’7e-§'w dr.

Stad oblicza sig przecigtna odleglosé najblizszej czgsteczki

xhe=dr = 0‘? 54 R

3—

Vi mys Vr
Heriz doszed! do takich samych wynikéw inng metods; roz-
wazal réwnies analogiczne przyklady w przestrzeni wielowymiaro-
wej. Dla pordwnania zwazmy, ze w razie réwnomiernego ukladu
prostokgtnego odleglosé czasteczek wynosilaby

4)

1
3

Vr

a w razie ukladu czworodciennego (ktéry jest najgestszym ukladem
réwnomiernym):

r==
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1 0891

HE s

Rézniea tyeh liczb, w poréwnaniu do obliczonej 7, ilustruje niere-
gularnoéé ukladéw czgsteczkowyeh, zreszty jednak zagadnienia te
majg wylaeznie teoretyczne znaczenie. Wigkszg donioslo$é natomiast
posiadaja kwestje nastepujace.

§ 3. Sredmie i przecietne odchylenie. Prawdopodobiedstwo
pewnego zgeszczenia. ' Nieréwnomiernosé przypadkowego ukladu
czasteczek oceni¢ mozna wedlug ,przecigtnej* lub ,4redniej war-
tosel odehylenia rzeczywistej liczhy czasteczek 7 od normalnej ich
liezby . OkreSlenia te rozumiemy w nastepujacy sposdb: jezeli
wprowadzimy pojecie -zggszczenia J, czyli stosunku nadmiaru liezby
czgsteczek do przecigtnej ich liczby:

n—1y9p
»

- 6’
wtedy ,praecigtnem odehyleniem* nazwiemy érednis arytmetyczng
bezwzglednych wartosei | 6 |; natomiast przez ,srednie odchylenie®
rozumieé bedziemy pierwiastek z przeciginego kwadratu wartosei J.

Obie te wielkosei mozna tatwo obhczyc na podstawie wzoru (2)
Dla pierwszej z nich wynika:

% o~
b | =225 "
gdzie k oznacza liczhe calkowits réwng #, albo, jezeli » nie jest
catkowita, najblizazs liczbe calkowits nniejszg od # 1). Dla sred-
njego odehylenia otrzymuje sig jeszeze prostszy wadr:

®) ' Vo= =
. V_ ’
ktory wskazuje, e wielkodé ta zalezy wylapzme od liczby. normal-
nie przypadajgcej na dang dziedzing i jest do pierwiastka z niej
odwrotnie proporcjonalna.
Zasadniczy wzér na prawdopodobiefistwo - pobytu pewnej liczby
czasteczek w danej dziedzinie (2) praybiera uproszezons postad przez

) Podalem ten wzér listownie Th. Svedbergowi, ktéry go oglosit
w Zeitschr. f. phys. Chem. 73, p. 547, 1910.
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wprowadzenie pojecia zgeszezenia 6, jezeli, stosujge go do wielkich
liezb », usyjemy wzorn Stirlinga na rozwinigeie liczhy n!. Staje
sig on identyczny z prawem rozdzialu blgdéw Gaussa:

v %
m P(d)daz_—l/%.e dé.

Srednie zgeszezenie oblieza sle wowezas zapomocs znéw wzorn
(8) jak poprzednio; przecigtne odchylenie gestosci bedzie mnisjsze

od sredniego w stosunkn V—f;

§ 4. Wplyw sil miedzyczasteczkowych, Zanim przejdziemy
do zapytanis, o ile wyniki naszych rozwasan dajs sie sprawdzié
doswiadezalnie, zastandwmy sig jeszeze, jakie zmiany w tem zja-
wiskn spowodowad musialoby istnienie miedayczgsteczkowych sit
przyciagajacych lub odpychajaeych. Zrozumieé mozna bez zadnego
rachunku, ze sily przycisgajace muszg stwarzaé tendencjg asocja-
cyjng, a zatem przyczyniaé sie beds do powigkszenia przypadko-
wych nierdwnomiernosei, jakie takie w gazie idealnym musialyby
istnied. Odpychajace sily natomiast beds mialy skutek przeciwny:
beds dazyly do wyréwnania gestosei Taki istotnie otrzymalem
wynik przy szczegdlowem obliezeniu (w pracy cytowanej), opartem
na metodach statystyki czasteczkowej, ktérych uzywali Maxwell
i Boltzmann w badaniach nad ekwipartycjs energji. Nie weho-
dzae w szezegdly, ograniczg sig do przytoczenia . rezultatu konco-
wego, ktéry sig tym wladnie sposobem otrzymuje, wprowadzajae
zalozenia, sluzace za podstawe do wyprowadzenia wzoru van der
Waalsa, mianowicie: e czgsteczki zachowujs sig jak kule spre-
zyste, dzialajace na siebie silami przycisgajscemi (o stosunkowo
wielkiej sferze dazialania) Prawdopodobiefnstwo zgeszezenia & jest
w takim razie dane przez wyraZenie: !)

e 15 u e
) P =ae TR EE]
w ktérem b jést czterokrotns ohjetodcia czasteczek kuhstyeh c jest
wielkodeig zalezng od nateienia sil prayciagajacyeh, a zas jest spél-
ezynnikiem proporejonalnodei, kiéry okreslamy w znany spossh
z warunkun:

Y Wzér (18) loc. cit., p. 639, w nieco odmiennej pisowni.
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) “od
: ded=1.

Keztalt tego wzorn ilustruje wyzej wygloszone twierdzenie: sila przy-
ciagajgea zmniejsza bezwzgledng wartos¢ wykladnika, a zatem po-
wigksza nieréwnomiernofci, podezas gdy sily odpyehajace, ktére
ujawniaja sig w chwili zderzesi kul sprezystych, potegujs daznodé
do wyréwnania gestosei. -

§ 5. Ogblne wzory na fluktuacje gestosci. Znacznie prostszs
postaé przybieraja powyzsze rachunki dla gazéw nieidealnych, je-
zeli opieramy je nie na bezposredniej metodzie obliczenia, lecz na
uzyeiu ¢ *#-prawa Boltzmanna, eo umozliwia wyprowadzenie
wnioskéw w bardzo ogélnej postaci, dajacej sig zastosowaé do ja-
kiegobadZ osrodka plynnego, o znanem réwnaniu charakterystycz-
nem 1), .

Prawo Boltzmanna mozna wyrazié w nastgpujacej formie 2),
Jezeli poréwnywamy stany réwnowagi termodynamicznej (w tej
samej temperaturze) dwéeh analogicznych systematéw ezgsteczko-
wych, ktére réznia sie w swym ustroju jedynie tem, ze w jednym
z mnich A4 ’panujg pewne sily potencjalne (zewnefrzne albo mie-
dzyezasteczkowe), ktérych brakuje w drugim B, wtedy prawdopo-
dobiefistwo pewnej konstelacji czasteczek w systemacie A bedzie
wigksze - od prawdopodobienstwa analogicznej konstelacji w syste-
macie B w stosunku ¢*%, gdzie y oznacza energje potencjalna owej
konstelacji, a  jest znanem skréceniem:

N

F6~

Prawo to, ktére uwazaé mozna za nogélnienie znanego wzoru, okre-
slajacego rozklad cisnienia barometrycznego, jest w zwiazku z Boltz-
mannowskiem pojeciem entropji i tworzy w nieco -odmiennem
sformulowaniu wazny skladnik mechaniki statystycznej; zobaczymy
pbiniej, z¢ na niem oprzeé mozna ogblng teorje fluktnacyj (§ 37).

Wyobrazmy sobie gaz, zamknigty w naczynin waleowatem za-
pomoca tloka, do ktérego praykladamy sile F, réwnowazaes stale
ciénienie zewngtrzne p,, oraz zalezne od polozenia tloka, wewngtrzne

h=

) M. Smoluchowski, Rozpr. Akad. Um. w Krakowie 47, p. 179, 1908;
Ann. d. Phys. 25 p. 205, 1808. [Tom I, str. 570 i 589; prayp. wyd.].
?) Poréwnaj np. Boltzmann, Gastheorie, II. Th., p. 137,
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cignienie p. Wypadkowa wszystkich sil dzialajacych na tok jest
zero i tlok z réwnem prawdopodobienstwem moze praybraé jaka-
badz pozycje w obrebie naczynia. Bedzie on je istotnie praebiegal,
wykonywajac rodzaj ruchu Browna (patrz Rozdzial ITj; pod wegle-
dem energji kinetyeznej bedzie sie tak zachowywal, jak gdyby byl
pewnego rodzaju czgsteczka.

Jezeli usuniemy dodatkowe sily F(czyli przylozymy takie same
sily w przeciwnym kierunku) i tlok pozostawimy wylsezpie dzia-
laniu cisnien gazu, wiedy prawdopodobiehstwo pewnej jego pozyeji
bedzie okreslone przez powyisze twierdzenie, pray podstawieniu za
wielkodé y: pracy wykonanej przez owe sily dodatkowe — F, przy
poruszeniu sig tloka z pewnej pozyeji poczatkowe]. Poniewaz rodzaj
tloka w tem rozwazaniu jest obojetny, mozna go usunaé zupelnie;
otrzymiuje sie tym sposobem prawdopodobiefstwo konstelacji, w kté-
rej ohjetosé wlasciwa gazu jest zawarta migdzy v i o dv:

B
v o
7g.f (rmrwia
T

(9) Ploidv=Ae du.

Jezeli chodzi o niewielkie odstepstwo od gestosei normalnej,
mozna rozwingé calke, zawarts w wykiadniku [oznaczajaca prace
uzyts na jzotermiczne zgeszezenie gazu z objetodei normalnej do
ohjetosei rozwazanej] na szereg Taylora; otrzymuje sie:

(10) Pid)dé = V z T as,
gdzie o jest skroceniem wyrazenia:
v
(11) R A—
s 12v
2R8p ( ; @)

Stad wynika $rednie praypadkowe zgeszczenie:

= Rbg (190
(12 Vo=|/—=22 (b a—p)'
Wartosé éredniego zgeszezenia zalezy zatem w danym ofrodku od
liczhy ezgsteczek » rozwazanej dziedziny w taki sam sposéh, jak
to juz widzielismy w poprzednim praykladzie (§ 3). Jakie zas
w réznyeh ofrodkach panowaé beds zgeszezenia, to zalezy gléwnie
od-ich Scisliwosei; im mniejsza Scisliwosé, tem wigksza tendencja
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do praypadkowych nieréwnomiernosei. Jezeli ofrodek jest gazem
idealnym, przez podstawienie prawa Boyle-Charles’a powracamy
znéw do wzoru (7); tak samo, podstawiajae wzér van der Waalsa
w formie przez Boltzmanna poprawionej:

e« RO b b be
s= e +a)
kladge zatem

ap RO 2b ,158* 24 ]
ﬁ=“FP+7+§ﬁ—mﬂ’
otrzymujemy wynik zgodny poprzednio  wyprowadzonym wazo-
rem (8).

W celu lepszego uzmyslowienia sobie wartodei zgeszozen i roz-
rzedzett rozwazmy kilka przykladéw liezbowyeh. W jedoym cen-
tymetrze szesciennym gazu o normalnem cignieniu gestodé réini sie
od normalnej przecigtnie tylko o 2'10~"" cz¢d¢, natomiast w obrebie

kostek o rozmiarach, mikroskopijnie jeszeze wyrasnie widzialnych

[02u4]8, ktére zawieraja okolo 2-4.105 czgsteczek, musza panowad
srednie nieréwnodei gestodei rzedu 02°,. Podobnie, w objgtosei

[024]2 eteru etylowego (o temperaturze 20°) bedg istnialy srednie 4 -

rzeda 0-03%),. - :

§ 6. Wplyw fluktuacyj gestoéci na réwnanie charakterystyczne
i inne obliczenia teoretyczne. Xatwo zrozumied mozna, ze fluk-
tuacje gestodei wplynaé muszs na obliczenie wszelkich wielkodei
fizyeznych, ktére zaless od innej potegi liczby cagsteczek anizeli
pierwszej potegi.  Wielkosei proporcjonalne do liczby  czgsteczek
(jak cigiar wlasciwy, cieplo wiasciwe), (doznajs, odpowiednich oscy-
lacyj, ale srednia ich wartodé nie zmienia sig, W poréwnaniu z oérod-

kiem o réwnomiernej gestodei, Natomiast wszystkie znane dotych-

czas obliczenia drogi swobodnej, spélezynnikéw lepkosei, przewod-
nictwa ciepluego, obliczenia dotyezace przewodnictwa elektryeznogei
w gazach i t. p., ktére bez wyjatku opierajs sie na przyjeciu réw-
nomiernego rozkladu czasteczek, wymagajs pewnych poprawek, ze
wrgledu na powyzsze zjawiska. Nie beds one naogdl bardzo znaczne,
ale z zasadniczego punktu widzenia potrzeba rewizji owych rachun-
kéw jest wazna. Te same uwagi odnosza sig réwniez do obliczenia
réwnania charakterystycanego z pewnych zalotef co do istoty
- czasteczek 1 sit migdzyczgsieczkowyeh. Tak np. réwnanie van fer
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Waalsa, wskutek poprawkil) wyrazu afs?, ktéra okztzuje sig
zalesng od temperatury, zmienia kssmtalt w sposéb zasadniczy. Po-
prawka ta bylaby tylko w tym razie znikomo wmals, gdyby sfera
dzialania sil przyciagajacych miedzyczgsteczkowych by'rla bardzo
duga w poréwnaniu do zakresn przestrzeni, w kidrym Jeszeze pa-
nujs dostrzegalne nieréwnomiernoéci. Podobne rozwazania stosujy
sig takze do wyraszéw, zalesnyeh od objetosci. Obliezenia tych wy-
razéw, zawierajacych wyzsze potegi wielkoscei 4/v, dokonane przez
Boltzmanna, H A. Lorentza, Jigera, van Laara®) w eei'u
wyprowadzenia wzoru ,Scislego®, wymagajs rewizji, gdyz Rm.yj?me
rozkladu réwnomiernego czasteczek jest réwnowazne z pominigeiem
wyrazéw tego samego rzedu wielkosei. Nie wehodzimy jednak w te
szezegdly, gdyz nie majs one wielkiego znaczenia }-!rak.tyczneg:o;
wiemy dobrze, ze zalozenia van der Waalsa odbiegajg wogdle
dosé daleko od rzeezywistosel.

Z teoretycznegoe punktu widzenia zastosowanie powyiszych. roz-
wazat do rownania stanu przedstawia jednak pewien interes i pod
tym wagledem, ze o$wietla przejscie z fazy gazowej do ftazy. cieklej,
jako zjawisko prawdopodobieistwa i stwarza odpov.v'iedn}a, 1L}t’e1:pr&?—
tacje t zw. reguly Maxwella, sluigeej do obliczenia cifnienia
pary nasyconej. Idse dalej ta drogs, doszloby sig .d'o'lzac‘]onalne_]
teorji zjawisk przesycenia i przegrzania; deial to dzisiaj Jeszcze le-
zaey zupelnie odlogiem. Niema tu miejsca na rozirzgsanie w‘sz.yst-
kich owych zagadnien; odsylamy do obszerniejszyeh uwag w miejscu
wyzej wskazanem. o

§ 7. Fluktuacje gestodci w stanie krytycznym. Rozumie sig,
ze wszystkie omawiane poprzednio poprawki beds nieznacizne W Zwy-
kiych warunkach, jednak ich wartod¢ moze niepomiernie Wzrosm_;é
w pewnych przypadkach osobliwych, ktdre sprayjajs wystepowaniu
nier6wnomiernofei gestosel, mianowicie w poblizu punktu krytyez-
nego dsnej substancji. Wszak wiadomo, ze stan krytyczny okresla
sig matematycznie warnnkami:

%p _o. 2P __
3= 03 T 0 )

1) Przyblizone obliczenie podalem w Boltzmann-Festschrift, p. 635, 1904
[tom I, str. 421; proyp. wyd.].

% Poréwn. np. L. Boltzmann, Gastheorie II, p. 164, J. P. Kuenen,
Zustandsgleichung, B hweie 1907, p. 164.
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zatem w tym punkeie tendencja do nieréwnomiernoSci jest nad-
miernie zwigkszona. Zastosowanie wzoru (10) byloby jednak bledne,
gdy# rozwiniecie calki wzoru (9) na szereg Taylora musi w tym
przypadku objaé wyrazy czwartego rzedu; w samym punkeie kry-
tyeznym wazny bedzie zatem wazdr ksataltu

P(6)dd = der"dd,
gdzie
13 = (?_ﬂ)
(13) Y= gg, 4i\7w),
ktéry przy podstawieniu réwnania van der Waalsa daje $rednie
odchylenie gestodci, zalesne tylko od liczby czgsteczek, nie za$ od
rodzaju gazu, wyrazajaee sig'w funkejach I' w”formie:

(19 e i e

o T
Obliczenie to daje pojecie ‘o nadzwyczajuym wzroscie fluktnacyj
w punkeie krytyeznym. W przykfadzie wymienionym w § 5 dre-
d.nie fluktuacje osiggnelyby wartodei dwéeh procentéw gestosei prae-
cigtnej, gdyby chodzilo o eter, znajdujaey si¢ w temperaturze kry-
tyeanej, w objetosei [0-2g]% Z drugiej strony rachunek ten moze
uchodzi¢ tylko za pewne przyblizenie, po pierwsze ze wzgledu na
znane watpliwosei, dotyezgce dokladnosei réwnania van der Waalsa,
po drugie dlatego, ze z powodu owyech nieréwnosei wiasnie sam
ksztalt réwnania powinien doznaé pewnych zmian. Ta ostatnia nwaga
ma znaczenie ogélniejsze, gdyz stosuje sig do kazdego réwnania
charakterystyeznego i wskazuje potrzebg dalszego poglebienia ana-
lizy matematycznej, o ile chodzi o ilociowo dcisle obliczenie fluk-
tuaeyj w.stanie krytycznym.

§ 8. Teorja: opalescencji oérodkéw pozornie jednorodnych.
Dotyehezasowe nasze rozwazania mialy charakter wylseznie teore-
tyezny; obecnie zajmiemy sie pytaniem, czy obecnosé ﬂuktuaéyj
gestosei, ktérych wartosé obliezyliémy, nie objawia sig bezposrednio
w ziawiskach dostgpnych kontroli dogwiadezalnej. Pod tym wazgle-
dem wskazalem [w drugiej z eytowanych - prac] zjawisko Tyun-
dalla ezyli ,opalescencji¥, ktére wystgpuje wybitnie w' gazach,
gdy znajduja si¢ niedaleko punktu krytycznego, a podobnie tez
w podwéjnych mieszaninach’ cisezy, w poblizu t. zw. krytyeanego
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punktu rozpuszezalmo$ei. Jezeli np. rurke Natterera, ogrzang
powyzej temperatury krytycanej, powoli ochladzamy, przepuszezajac
przez nia réwnoczesnie smop intensywnego Swiatla, zawartosé za-
ezyna wysylaé wyrazne niebieskawe $wiatlo opalescencji, w obrebie
1 do 2 stopni powszej temperatury krytycanej; natgzenie tego
dwiatla wezrasta az do chwili, kiedy menisk okazuje sig i cleez
oddziela sie od gazu. W fazie cieklej jeszcze rowniez przez jakis
czas trwa to zjawisko, ale zanika przy dalszem stygnigein.

W mysl pogladéw Lorda Rayleigh?), kibry teorji zjawiska
Tyndalla podwigell szereg klasyeznyeh w historji nauki prac,
wystgpowanie tego zjawiska dowodzi, ze osrodek jest pod wzgledem
optyeznym niejednorodny, mianowicie, Ze rozmiary ziarn optyczoie
roznorodnyeh, ktére powodujs dyfrakeje swiath, sy male w po-
réwnaniu do dlugodei fal $wietlnyeh. Jezeli bowiem promien Swia-
tha, o dlugodei fali 4, przechodsi przez osrodek, zawierajaey w jed-
nostce objgtosei n czastek, kazds o objetosei T i spdlezynniku
zalamania, wigkszym o Ap od spilezynnika ezystego osrodka g,
wowezas natgzenie promienia piérwotnego maleje wedlug zwyklego
prawa absorbeji:

(15) I=1¢e™,

przyezem spélezynnik & absorbeji, albo raczej ekstynkeji, okresla
sig. wzorem :
32 m3n T2 (Ap\®
(16 = ()
Réwnoezesnie odpowiednia ilosé emergji uchodzi w kierunkach
boezayeh jako (linjowo spolaryzowane) $wiatlo rozproszone, ktore
oznaczamy wiasnie nazws opaleseencjl.
Autorowie, ktérzy badali opalescencje krytyezna®), nie mogli
sobie wyilémaczyé, skad pochodzi niejednorodmoié fazy cieklej
i gazowej, zupelnie zagadkowa z punktu widzenia termodynamiki

s Lord Rayleigh, Phil. Mag. 41, pp. 107, 274, #47, 1891; 12, p. 81,
1881; 47, p. 375, 1899; Proc. Roy. Soe. 84, p. 25, 1910; 90, p. 219, 1914

2, M. Altschul, Zeitschr. £ phys. Chem. 11, p. 578, 1893; K..v. Wesen-
donk, Naturw. Rdschau 9, p. 210, 1894; 22, p. 145, 1907; M. Trawers und
F. Usher, Zeitsehr. f. phys. Chem. 57, p. 835, 1906; 5. Young, Proc. Roy. b
Soe. 78, p. 262, 1806; F. B. Young, Phil Mag. 20, p. 793, 1910; F. Don-
nan, Chem. News 20, p. 139, 1904; Rep. Brit. Ass. 1904, p. 504 Donnan
oiwiadezyl mi Hstownie w r. 1913, Ze praylacza sig do mojej teoxji.
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i wymyélali celem wyjasnienia sztuczne hypotezy. Wedlug teorji
kinetyeznej ttémaczy si¢ sprawa w prosty sposéb, jako optyczny
skutek nieréwnomiernodci gestosci ofrodka; chodzi tylko o oceng
ilogciows tego czynnika, co osiggnaé mozna przez odpowiednie do-
stosowanie obliczenia Rayleigha. Wymaga ono wprawdzie naogél
znajomodei liesby i objetodci czgstek rozpraszajaeych &wiatlo, ale
w naszym przypadku sprawa upraszoza sig przez uwage, Ze z czgéel
gestszyeh i rzadszych sklada sig cala objetodé, wige nT = 1; z dru-
giej strony znane réwnanie Liorenza i Lorentza, podajaee
zwigzek spolezynnika zalamania ze zmiang gestosei:

w—1
w2
daje wartod¢é wyrazenia :

dp_(@—L@+2),
© 6u? ’

1
17 ~ == const.
an o

W réwnaniu (16) zhika,ja, zatem nie dajace si¢ zosobna wyznaczyé
wyrazy n, T i wynika wreszeie, po podstawieniu wzoru na fluk-
tuacje 6 (12):

— (__ ?1’)
Gy potm Do a0 (5
- utis N v

Scistosé powyzszego wzorn ') wydaje sie na pierwszy rzut oka
watpliws, zwlaszeza, Ze obliczenie Rayleigha odnosi sig do cza-
stek  jednorodnych, zawieszonych w innym' osrodku jednorodnym
i z gdry niewiadomo, o ile ono pozostaje waizne w naszym 'pray-
padku, gdzie chodzi o zmiennoéé ciagls. Watpliwodei te zostaly
rozproszone przez prace Einsteina?), w ktérej optyczna strona
- problematu doznala pewnego poglebienia. Szezegélowe obliczenie
rozproszonych fal elektromagnetycznyeh, oparte o réwnania M a x-
wella, waér Lorentza (17) oraz o rozwazanie ogdlnych fluk-

1) Uwagajse 6w wywdd za grube przybliZenie, nie wypisalem w pracy mo-
jej z r=1908 (eyt. § B) kofcowego wzorn (18), lecz tylko podalem metode ra~
chunkn oraz, jako ilustracje, wartosé Hezby h , odnosagey sic do powietrza (co
prawda wskutek bledu rachunkowego o polowe za maly). Wywdd powyzezy
zostal  nin extenso’ podany przez Keesomsa w pracy ponizej cytowanej.

%) A. Einstein, Ann. d. Phys. 33, p. 1275. 1910,
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tuacyj (Rozdzial IV), dalo wynik ten sam (18), jaki wyplywa z po-
WYZsZegy UProSZCZONEgo rozumowanii.

Wzoru tego, tak samo jak wzorn (12), nie mozna sfosowad do
bezposredniego otoczenia punktu krytyeznego, gdyz tam uwzglednié
trzeba wplyw wysszych poteg zgeszezenia d; z drugiej strony, za-
lozenie rachunku Rayleigha, ze ,ziarna* sy male w poréwnaniu
do diugosel fal dwietlnyeh, nie bedzie tam dokiadnie wazne. W kaz-
dym razie jest to rzeezs pewns, Ze ziarnistosé optyezna w punkeie
krytycznym osigga wartod¢ maksymalns, choé $cistego obliezenia

" spélezynnika ekstynkeji b dla tego przypadku jeszeze nie wyko-

nano 1.

§ 9. Kontrola do$wiadczalna kinetycznej teorji opalescencji.
Teorja powyZsza znalazla pewne poparcie ilosciowe w pomiarach,
wykonanych przez Keesomsa i Kamerlingh Onnesa?) nad
etylenem w temperaturach od 0-06° do 2-41° ponad punktem kry-
tyeznym. Autorowie i stwierdzili przyblizong zgodnosé wzoru (18)
z doiwiadezeniem co do zaleznosei spélezynnika 2 od temperatury
jakotez co do bezwszglednej jego wartosei, przyczem za podstawe
rachunka sluzyl im empiryezuy wzér Verschaffelta, wazny dia
otoczenia punktu krytyeznego:

9p__ )
(19) , Vi, =105 0—0).

Dalsze i dciglejsze pomiary bylyby bardzo pozgdane; nastreczajs
one jedndk znaczne trudnosei, gdyz owe zjawiska ss nadzwyczajnie
ezulym wskaznikiem nietylko temperatury ale tez objgtosei kry-
tycznej. Trzeba zatem obie te wielkosei wyzpaczaé z niezmierng
starannoscis, co dla drugiej jeszeze wigksze przedstawia trudnodei
niz dla pierwszej. Systematyczne badania wielkosei 2, w zaleznodei
od obu owych czynnikéw, bylyby niewstpliwie najdokladniejezym
sposobem wyznaczania punktu krytyeznego 3).

1) Poniewas nziarna, o rozmiarach wigkszych niZ dlugos¢ fal swietinych,
jeszeze okazuja pokaZne réimice gestosei (pordwn. § 7, zatem obok opaleseencji
whaiciwej musi wystapié biale zmgtnienie ofrodka, co tez istotnie obserwuje sig
w samej chwili tworzenia sig menisku cieklego.

) W. Keesom i Kamerlingh Onnes, Comm. Leyden. Phys. Labor.,
Nr. 104 p. 15, 1908; W. Keesom, Ann. d. Phys. 35, p. 591, 1911,

3) M. Smoluchowski, Bull. Acad. d. Sc. de Cracovie 1911, p. 493, Phil.
Mag. 28, p. 165, 1912; Z. Klemensiewicz, Stghler's Handb. d. Arbeitsme-
thoden d. anorgan. Chemie, Bd. III, pp. 199, 217,
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Nieprzychylne stanowisko wobee powyzsze] teorji zajmuje Hein 1),
powolujae sig zwlaszeza na doswiadeszenia, kidre rzekomo dowodzg
mozliwodel przejécia substancji przez stan krytyczny bez wystepo-
wania opalescencji. Nie wchodzae w szezegdlowe roztrzgsanie tej
pracy, zauwazymy, ze autor ten walezy wogdle przeciwko teorji
ciaglodei przejécia ze stanu cieklego do gazowego, przyjetej po-
wszechnie od czaséw Andrewsa i van der Waalsa, i jest
zwolennikiem teorji, bardzo zreszts niejasnej, Traubego, o istnie-
niu dwéch zasadniezo rdsnych rodzajéw czasteczek: ,liquidonéw*

»gazonéw®. Podkladem do$wiadezalnym dla tej teorji sg doswiad-
czenia, wykazujace pewnego rodzaju opdnienie zmian stanu, kiére
zreszty znika natychmiast przy zakleeniu substancji. Wydaje sie
rzeczg bardzo mozliwa, Ze zjawiska te polegajs tylko na opdznieniu
wyréwnania temperatury oraz na niedostatecznej czystosei sub-
stancji ). Jezeliby si¢ jednak owe obserwacje mialy sprawdzié,
niezaleznie. od tych powoddw, nie mogloby to stanowié zarzutu
przeciwko mojej teorji opalescencji krytycznej, gdyz zrozumialg
jest.rzecza, Ze stosuje sig ona tylko do stanu réwnowagi termody-

namiczuej, a zatem.do substaneji ,rozmieszanej“.

' Zjawiska opalescencji analogiczne jak w gazach, znajdujgeych
sig w stanie krytycznym, wystepuja réwniez, jak juz wspomina-
lismy, w t. zw. krytyeznym -punkeie ro}zpuszcialnoéci mieszanin
podwdjnych, Obliczenia analogiczne do § 8 daja sie latwo do nich
dostosowaé i waor koncowy jest niemal identyezny z wzorem (18).
Tlodciowe pomiary spélezynnika ekstynkeji A zostaly na tem polu
wykonane przez Friedlanderas) i pray ich pomocy Wo. Ost-
wald wykonal z pomyslnym skutkiem kontrole wzoru teoretyesz-
nego, stwierdzajse te samg zaleznodé od temperatury (odwrotng
proporcjonalnosé. do § — 6,), jaka znalefli dla gazéw Keesom
i Kamerlingh Onnes.

§ 10. Blekit nieba. Z temi ZJ&WIEkaml laezy sig bardzo zajmu-
jacy problemat: kwestja niebieskiej barwy nieba. Wiadomo, ze
Lord Rayleigh tImacsyl ja na podstawie wzoru (16), jako
skutek opalescencji, spowodowanej przez czasteczki powietrza; uwazal

Y} P. Hein, Zeitschr. £ phys. Chem., 86, p. 885, 1914.

*) Te same czynniki prawdopodobnie tiémaczg obserwacje W. Eepko w~
skiego, Zeitschr. f. phys. Chem. 75. p. 608, 1910.

%) 1. Friedlinder, Zeitschr, f. phys. Chem. 88, p, 385, 1901. Wo. Ost-
wald, Ann. d. Phys. 86, p, 848, 1911,
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zatem powietrze za ,metny oérodek, skladajscy sig z présni i za-
wieszonyeh w niej czgsteczek gazowych. Trudnodé, polegajacs na
tem, ze niewiadomo, jaks tym czasteczkom nalezy przypisaé obje-
tosé T i jakg wartosé Ap, omingl Rayleigh, wyprowadzajae ze
swojej teorji wynik ogélny, Ze osrodek metny jako calosé musi
posiadaé pozorny spélezynnik zalamania, wynoszgey: (u-+nTAu).
Przypuszezajac. w powyzszym przypadku, ze to wladnie jest nmor-
malny spélezynuik zalamania powietrza. kidry oznaezyé mozemy
znakiem w,, nadajemy, zapomoca wzora

=1+ nTAp,
réwnaniu (16) ostateezng forme:
32 313 s
(20) =" Tl — 1

Wrystepuja tu juz tylko wielkosei przystepne kontroli liczbowej;
o ile moina wnioskowaé z dotvehezasowyeh pomiardw, zdaje sie,
ze rzad wielkosei h, wynikajacy z tego obliczenia, istotnie mozna
pogodzié ze stopniem obserwowanej w korzystnyeh = warunkach
przezroczystosei atmosfery, oraz z barwa i stanem polaryzacji Swiatla,
pochodzacego = nieba.:

Tiémaczenie blgkitu nieba w mysl teorji Rayleigha na pozér
nie ma Zadnego zwisgku z naszym tematem, tymesasem okazuje
sig fakt nadzwyczajnie godny uwagi, se wzdr (18) daje takze te
sams formule (20), jezeli zastosujemy go do gazu idealnego. Po- -
czgtkowo sadzilem, Ze istniejs zatem dwa niezalezne powody opa-
lescencji gazéw w stanie normalnym: rozpraszanie swiatta, powodo-
wane przez same czasteezki (wedlug Rayleigha) oraz rozpraszanie,
wywolywane przez nieréwnomiernosé rozkladu gestodei gazu. Dazi-
siaj natomiast przechylam sie¢ raczej do przekonania, ze tak nie
jest i e obadwa eszynniki s w rzeczy samej identyezne %), Anali-
zujae bowiem obliczenie Rayleigha, spostrzegamy, ze otrzymuje
on natezenie Swiatla ugietego, poechodzgcego od n czasteczek, doda-
jac poprostu wartosei natezenia s$wiatla, wzbudzonego przez kaida
z nich, zosobna  wzigts, bez wzgledu na mozliwe interferencje; to
oczywiseie moze byé usprawiedliwione jedynie w takim razie, jezeli

¢
@ Skrystalizowanie tego pogladu zawdzigezam rozmowie prywatne] z Ein-
steinem.
M. Smoluchowski. IL 19
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#rédla drgat wiérnych sg zupelnie przypadkowo, nieregularnie roz-
mieszezone. W takim razie uklad musi wlasnie zadoddezynié pra-
widlom wylozonym w §§ 1—38. Gdyby, przeciwnie, istnialy miedzy
czasteczkami bardzo silne sily  odpyehajace, zniklyby fluktuacje
gestodcel; czasteezki musialyby uloiyé sie w regularng siatke prze-
strzenny; réwnoczesnie rachunek Bayleigha stracilby wowezas
wazelks podstawe.

Teorje blekitu nieba Rayleigha moznaby zatem uwazaé za
specjalny przypadek naszej teorji opalescencii, w zastosowaniu do
gazu idealnego; obliczenie metods Einsteina uwydatnia wlasnie

niezbedne zalozenia co do prawdopodobienstwa ukladu czasteczek,
" ktére takze w rachunku Rayleigha sy potrzebne, choé tam nie
wystepujs tak wyraznie. Metoda matematyczoa Einsteina nie
moze. nas jednak jeszcze zupelnie zadowolnié, gdyz opiera sie na
polempiryeznym, pélteoretycznym wzorze Lorentza oraz na Max-
wella réwnaniach elektromagnetycznych, podezas gdy z dzisiej-
szego punktu widzenia mechanizm zjawisk promieniowania polega

na ruchach elektronéw i scisla teorja wiladciwie na ich rozwasaniu -

powinna by¢ oparta. Te same zarzuty takie podnie$é mozna prze-
ciwko metodzie rachunkowej. Rayleigha, kiéra réwniez posluguje
sig makroskopijnemi pojeciami stalej dielektryecznej i t. p., podezas

gdy zrozumienie owych zjawisk wymaga zastapienia - tych ‘pojeé |

przez skladowe zjawiska elektronowe.

Wielki postep w tym wladnie kierunku stanowis prace WL
Natansona?®), w kiérych autor ten wydoskonala teorje Ray-
leigha, rozwazajac wlaseiwy mechanizm powstawania fal wiérnyeh
opalescencji wskutek drgan . elektronowych, wzbudzanyeh przez
swiatlo padajgce. Pokazaly one, ze do wywodu wzoru (20) wystar-
cza przyjecie pewnyeh zalozen, ktérych uzasadnienie dane byé moze
zreszty tylko praez rozwazania z zakresu prawdopodobienstwa,

Dotychezas zatem przeciwienistwo dwéch kategoryj teoryj ble-
kitu nieba, tu oméwionych, nie zostalo jeszeze calkowicie wyja-
énione. Praypuszczam jednak, #e sa to nie tyle przeciwienstwa
treded, ile raczej metody i 2e w ostatecznej, wydoskonalonej teorji
znalez¢ musza miejsce mysli przewodnie obydwéch 8posobSw: szeze-

-

Y} WL Natanson, Bull. Int Acad. 4 Se. de Cracov;e, 1910, p. 915;
- oraz 1914, pp. 11 835.
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gélowe roztrzasanie mechanizmu elektronowego 1 statystyczne roz-
wazania prawdopodobiefistwa pewnego jego ukladu. Pokaze sig
moze, e wszystkie wymienione powyiej wywody dszg réznemi,
mniej lub bardziej éeislemi drogami rozumowania do tego samego
wynika ostatecznego i Ze przy konsekwentnem przeprowadzeniu
analizy pozostanie dla gazu idealnego wainy wzér (20), ktéry na
razie jeszcze posiada pewns drobng domieszke hypotetycznodei ).

Bardzo pozgdana bylaby seisla kontrola doswiadezalua powyz-
szych rozwagan, dotyczacych blekitu nieba. Niesiety jest ona bar-
dzo utrudniona przez uboczne zjawiska, spowodowane wilgoeis
atmosfery, pytkami w niej sig unossgeemi i t. d. 1 malo jest na-
dziei, zeby pomiarami nad optycznemi wladciwoseiami atmosfery -
ziemskiej mozna bylo stanowczo rozstrzygngé kwestje Scisloscl
wzoru (20). Mozna jednak obliezyé z tego wzoru, Ze istnienie opa-
lescencji musialoby daé sie stwierdzié w gazach przy odpowiednich
warunkach bezposrednim sposobem laboratoryjuym, nietylko, gdy
gaz znajduje sig w poblizu stanu krytyeznego, ale nawet juz pray
zwyklem ciénienin. Rozpoczalem badaniz do$wiadezaloe nad tym
przedmiotem, ktéry zwlaszeza takze z tego wizgledu wydaje sig
ciekawy, Ze istnialaby tu mozliwosé skontrolowania wzoru (20) dla
gazéw o wyraznych prazkach absorbeyjnych i zbadania, czy istotnie
opalescencja wzrasta w bliskosei tych prazkéw, w miarg zmian
spdlezynnika 4, eo laezy sig z badaniami Wooda?) nad rzekoms
resonancjs optyezng par i gazéw.

§ 11. Opalescencja roztwordw koloidalnych. Opréez dwéch
rodzajéw opalescencji krytyeznej (§ 9) istnieje jeszcze trzeci przy-
padek, w kiérym obserwujemy wybiine wystepowanie zjawiska
Tyndalla, mianowicie w rostworach koloidalnych, tak ze nawet
uwa.zamy je za jedno z gléwnych Lryter_]ow stuzgeyeh do rozpo-
znawania tych roztworéw. Tlémaczy sie to bardzo latwo ma mocy
wzorn (16); ktéry pozostanie wasny dla rostworn koloidalnego, je-
zeli ten jest tak rozrzedzony, ze czgstki rozdzielajs sig przypadkowo,
czyli, ze dla cidnienia osmotyeznego przez nie wywieranego przyjaé

) [Por. przypisek (2 str. 223 niniejszego tomu; przyp. wyd.].
% R. W. Wood oglosil szereg prac w Phys, Zeitschr. Tresciwe przedsta-

_wienie znalesé moima w dziele ,Researches in Physical Opties* New York,

Columbia University Press 1913. Najnowszy przyczynek stanowi praca: R. W.
Wood et L. Dunoyer, Radium 11, p. 119, 1914
) 19*
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mozna prawo van't Hoffa (poréwn. §§ 13, 36)1). Poniewaz » 7T
oznacza ‘calkowits objetodé czastek zawiesiny, widzimy, e opale-
scencja roztworéw o danej zawartodei bedzie tem silniejsza, im
wigksza jest objetosé pojedynczych czastek 7, t. j. im dalej od
wladciwyeh roztworéw przechodzimy do emulsyj i zawiesin.

Pomiary spélezynnika % dalyby nam zatem $rodek wyzna-
czenia wielkosei I'; bylaby to zatem, o ile mi wiadomo, nows,
optyezna metoda wysznaczania cigraru czasteczek roztwordw koloi-
dalnych. :

§ 12. Wykazanie fluktuacyj gestoéci w emulsjach, Jezeli od

wladciwych, ,amikroskopowyeh” roztworéw koloidalnych przej-

" dziemy do zawiesin czastek, dostrzegalnyceh w ultramikroskopie lub
mikroskopie, otwierajs si¢ nowe mozliwodei doswiadezalnego skon-
trolowania i zuiytkowania wzoréw (2)i (10), gdyz wéwezas mozna
bezposrednio zliezyé czastki, zawarte w jednakowych objetoseiach,
albo lepiej: mozna obserwowaé weini tg sams dziedzing przestrzeni
i powtarzaé wyznaczanié liczby czastek, wniej zawartych, w regu-
larnyeh przedzialach - ezasu. Tym sposobem odchylenia od liczby
przecigtnej # mozna empirycznie wyznaczyé.

Wykonaniem- takich  pomiaréw zajal sig pierwszy Svedberg,
postugtjac sig przytem bardzo prosty metods eksperymentslns:
obserwowal koloidalne zawiesiny zlota lub innych substancyj (rteci,
selenu, gumiguty, tluszezéw) za pomoes ultramikroskopu, ktérego
pole widzenia tak bylo zwezone (przez wstawienie odpowiedniej
zaslony), e widoezna w niem byla tylko mals, odrazu wyznaczyé
sig dajaea liczba cazgstek. OSwietlajac preparat tylko chwilowemi
blyskami swiatla (39 razy na minutg), ofrzymal np. w jednym
przypadku szereg 517 liczbowyeh iwyznaczes, ktérego poczatek
ponizej podajemy:

n == 12000200182412810211118112511102331 ..,

Srednia liczha », wynikajaca z calego szeregu, jest » = 165, Wi-
dzimy zatem, ze liczba ezgstek, obeenych w danej dziedzinie prze-

Y) Nasuwa sie zagadnienie, ezy i o ile rzekome odchylénia od prawa
van't Hoffa dla gestych emulsyj odzwierciedlajg sie w zjawisku opalescencji,
*) Th. Svedberg, Zeitschr. f. phys. Chem. 73, p. b47, 1910; Koll.
Zeitschr. 9, p. 219, 1911; Th. Svedberg u. K. Inouye, Zeitschr. f phys.

Chem. 77, p. 145, 1911. Th. Svedberg, Die Existenz d. Molekiile, Leipzig
1912, p. 148, )
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strzeni, nie jest niezmiennie okredlona, nie wynosi 1 lub 2, jakby
byé musialo W razie réwnomiernego rozdzialu, lecz waha sig bar-
dzo znacznie, migdzy granicami 0—5 (w calym szeregu dochodzi
kilkskrotnie do 7). Czy zas uklad czastek jest zupeinie przypad-
kowy, to skontrolujemy, obliczajac empiryczne wartodei sredniego
lub przecigtnego odchylenia. Otrzymujemy:

31 — 0637,

podezas gdy z wzoréw teorstycznyeh (5) i (5) wynikaloby 5% = 0-645.
Zgodnesé jest zatem zupelnie zadawalniajgea.

Podobre pomiary wykonal tez I1jin %), uzywajsc jednorodnych
rozrzedzonyeh emulsyj gumiguty i otrzymal réwniez wyniki, po-
twierdzajace zupelnie przytoczone wzory. Jako przyklad pedajemy
zestawienie stu pomiaréw, odnoszaeyeh sig do pewnego przypadku,
kiedy przeeigtna liczha czastek zngjdujseych sig w polu widzenia
byla 150, W drugiej kolumnie podajemy, jak czgsto zauwazano
pojawianie sig n ezgstek, a w trzeciej kolumnie odno$ne wartodel,
obliczone na moey wzoru (5).

n ;Pobsl';PobL
I S
0 | 22 | 22
1| 83 | 3 |3 obs. =066 |8 | obl. = 067
3% % B oobs. =06k B obl =065
3 13 | 13
T
5 2 1

Zgodnoéé liczb drngiej i trzeciej kolumny, a tak samo wartodel
przecigtnego odchylenia, jest zadziwiajaca, lepsza nawet, niz mozna
sig bylo spodziewad, nwzgledniajse stosunkowo mals liczbe obser-
wacyj.

Dowodzi to wszystko, 28 w tego rodzaju zawiesinach koloidal-
nyeh i emulsjach czgstki istotnie zachowuja sie jak czasteczki gazn
idealnego, t. j. nie podlegajs zadnym silom miedzyezasteczkowym.

4 B. 11jin, Zarn. russ. ehim-fiz. Obszez. 43, p. 134, 1912; Zeitschr. f.
phys. Chem. 83, p. 592, 1913,


GUEST


294 XX1V. 0 FLUKTUACJACH TERMODYNAMICZNYCH

§ 13. Mozliwos¢ odstepstw od prawa van't Hoffa. Tem bar-
dziej zajmujacy jest wobee tego wynik dalszych badan Sved-
berga i jego spélpracownikéw, ktére wykazaly istnienie systema-
tyeznyeh odstgpstw od owych praw dla’ roztworéw koloidalnych
o wigkszej koncentracji. Poniewas kwadrat redniego odehylenia &
wedlug wzorn (12) jest zwiszany ze spolezynnikiem Scisliwosei
substancji, wiee stosunek tej wielkosei, doswiadezalnie wyznaczonej,
do teoretycznie obliczonej, odpowiada stosunkowi Scifliwodei rze-
czywistej 8 do dcisliwodei §, obliczonej dla gazu idealnego ):

D dos. g

Fiobl  Bo

Odstgpstwa od prawa van’t Hoffa dla ciénienia osmotycanego,
wywieranego. przez czastki roztworu koloidalnego, musza zatem
ujawnié sig w tem, ze stosunek ten wypadnie wigkszy lub mniejszy
od jednosei. Przy uiyeiu roztworéw rozrzedzonych stosunek byl
prawie dokladnie réwny jednosei, natomiast zmniejszal sig znacznie
w miarg wzrostu koneentracji, we wszystkich badanych roztworach;
to znaczy, Ze écisliwosé byla stosunkowo za mala, z czego wyni-
kaloby, ze czastki muszg na siebie wywieraé sily odpychajace,
wehodzace w gre przy zmniejszaniu ich odlegloei. Tak- otraymano
“dla ‘pewne] emulsji gumiguty, ktdrej = czastki mialy promien
a==005.1074 mm, nastepujace wartodci stosunku @/8, przy réznych
koncentracjach v [podanych w liczbach czgstek na 10~® mms8}:
»=15 37 74 122 183 246 208 368 490  73b
%:0'921 826 -776 -697 675 :637 -605 534 B2 522,
Westgren zdolal ujaé materjal zehrany przez siebie i Sved-
berga w przyblizong regule empiryezns, wedlug ktérej stosunek
B/B, jest mniejszy od jednodei o wielkodé proporcjonalng de kon-
centracji roztworu, do kwadratu promienia i trzeciego pierwiastka
z gestosel czgstek.

Co do natury sil odpychajacych, ktére ujawniaja si¢ w zmniej-
szaniu. sig ' $eisliwodei, nie posiadamy zadnej jeszeze wskazéwki.
Nie moze byé mowy o wplywie objetosei ezastek; sadze, ze odnosne
rozwazania Svedberga, dasace do wykazania analogji z réwna-

) Svedberg uiywa do obliczenia wartodei przecietnych |6, co na to
samo wychodzi.

icm°®

XXIV. O FLUKTUACJACH TERMODYNAMICZNYCH 295

niem van der Waalsa, nie majs podstaw, gdys w owych roz-
tworach czasteczki zajmowaly zawsze tylko czgéé minimalng (rzedu
10~%) calej objetosci, zatem wyraz b/v byl znikomo maly. Moznaby
mysleé o nabojach elekiryeznych, lub moze o silach napieeia po-
wierzchniowego, albo ‘tez o silach hydrodynamicanych, spowodo-
wanych przez obecnosé cieklego ofrodka miedzy poruszajacemi sig
czgstkami; ale na razie sa to kwestje dalsze, gdyZ w ostatnich cza-
sach wyniki, dotyezaee odstgpstw od prawa van't Hoffa, do
pewnego stopnia zachwiane zostaly przez inne badania, wykonane
przez Westgrena oraz Constantina, ktére przemawiajs za
zupelny scisloseis owego prawa, w znacznie szerszym obrebie kon-
centracyj. Powréeimy do tego zagadnienia jeszeze w dalszym ciagu
(§ 86); na razie zaznaczamy tylko, Ze ewentualne watpliwosei mogs
dotyeze¢ w kazdym razie tylko sposobu wykonania pomiaréw, nie
za$ uzyte] metody. Zasluguje ona przeciwnie na wigksze jeszeze
zastosowanie, gdyz daje nam nadspodziewanie prosty sposéb badania
praw cisnienia osmotycznego w roztworach koloidalnych i1 zawie-
sinach, .

§ 14. Wplyw Huktuacyj gestosci na fluktuacje promienio-
twérczosci. Jeszcze o jednej spornej kwestji wypada nam wspo-
mnied, kibra lgezy sie z naszym przedmiotem. Svedberg?) usi-
lowal dowiesé istnienia fluktuacyj koncentracji w roztworach wla-
$eiwych, mianowicie uiywajge roztworu substancji promieniotwér-
czej 1 mierzac fluktuacje pradu jonizacji przezen wzbudzonego. Sa-
dzil, ze w takim razie flukiuacje pradu elekiryeznego muszg byé
wigksze (w stosunku I:V:?) niz t. zw, fluktuacje Schweidlera
(§ 43), wystepujace wskutek przypadkowosei rozkladu promienio-
twoérezego przy uzyein stalej substancji promieniotwoérezej, gdyz przy
ugyein roztworu kombinujs sig fluktuacje dwoéeh czynnikéw nieza-
leznych: koncentracji roztworu i predkosei rozkladu promieniotwér-
ezego. Dokladna analiza prawdopodobienstwa wykazuje jednak blad
w argumentacji Svedberga i dowodzi, ze nie powinna tu istnieé
dostrzegalna réznica miedzy substancjami stalemi a roztworami, jako
czynnikami jonizujaeemi; przynajmniej, jezeli sluszne jest powszech-

1) Th. Svedber g, Ark. f. Kemi, Svensk. Akad. 4, Nr. 22, 1911; Phys.
Zsitschr. 14, p. 22, 1913; M. Smoluchowski, Phys. Zeitschr. 13, p. 1074,
1912; E. v. Schweidler, Phys. Zeitschr. 14, p. 198, 1913; T. Ehrenfest,
Phys. Zeitschr. 14, p. 675, 1913; Th, Svedberg, Phys. Zeitschr. 16, p. 512,1914,
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nie dzisiaj przyjgte przypuszczenie, e rozklad atomu nie zalezy
~od_koncentracji substancji, ani od rozkladu innyeh atoméw. Wobee
tego wyniki - dogwiadezalne Svedberga, ktére zdawaly sig po-
twierdzaé jego rozwazania teoretycane, przedstawiajs sig zupelnie
zagadkowo; na razie wycigganie jakichbgdZ konkluzyj byloby przed-
wezesne.
§ 15. Czasowa zmienno$¢ fluktuacyj gestoscei. Badagia do-
swiadezalne, ktére omawialiémj w § 12, dowodzs, e czastki roz-
" rzedzonyeh roztworéw koloidalnych ukladajy sig przypadkowo i nie-
regularnie, zupelnie jak czgsteczki gazu idealnego. Wykazuja one
zatem, w sposéb bardzo prosty i oczywisty, charakterystyczny rys
teorji kinetycznej, ktéry nazwaliSmy indeterminizmem. Ale
ponadto stwierdzaja one jeszeze fakt o zasadniczem znaczeniu dla
tejze teorji: ze uklad czgsteczek ciagle si¢ zmienia, gdy# poruszajg
gi¢ one bezustannie. .
Pewnego rodzaju miare tej zmiennodei mdglby stanowié prze-
cigtny kwadrat réznicy dwdch po sobie nastgpujaeyeh liczb; wiel-
kodé ta musi zalezeé w dodé zawily sposéb od ksaztaltu dziedziny,
wypelnionej emulgja, od przedzialéw miedzy kolejnemi wyznacze-
niami’ liezh ezastek, a opréez tego od wlaseiwej ich ruchliwosei.
Prawidla tych zjawisk do dzi§ dnia jeszeze nie sg wyswietlone, ale
tyle przewidzie¢ mozna, ze wystgpi tu zasadnicza réznica, zslesnie
od dlugodei przedzialéw. W razie, jezeli sg one bardzo dlugie,
czgstki praybiors za kazdym razem uklad, niezalezny od poprzed-
niego i zmiennosé przypadkowa tych liczb da sig stosunkowo latwo
wyznaczyé. Natomiast w razie dostatecznie krétkich  przedzialéw
zmiennodé musi przedewszystkiem zalezeé od ruchliwodei czastek
i moze sluzyé za pewng jej miare. v
Tym sposobem badania te wiszs sie swoja trescis ze zjawiskiem
oddawna znanem pod nazwa ruchéw Browna, do ktérych w dal-
szym ciggu przechodzimy.

Ruchy Browna.

§ 16. Zarys historyczny. Dzigje wiadomodei naszych o t. zw.
ruchach Browna stanowis tak interesujacy rozdzial w historji fizyki,
ze wypada im na tem miejscu poswigeié kilka stéw. Dowodzg one
jak zjawisko, od dawien dawna znane i wiele razy obserwowan;
przez badaczy zajetych pracami mikroskopowemi, moglo péjéé
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w niepamieé i doznawalo pogardy ze strony nauki oficjalnej, zapo-
znawajacej przez dlugie lata jego wladeiwg istote. Pokazujy tez, jak
puste i bezplodne sa usilowauia eksperymentatoréw, nie kierujaeych
si¢ teorjs racjonaln, jak wreszeie zjawisko odrazu wyjasnia sig
i nabiera pierwszorzednego. znaczenia, jako waine ogniwo w dzi-

_siejszym pogladzie atomistycznym, gdy tylko wilaseiwa teorja dala

Kkluez do jego zrozamienia i blizszego zbadania ).

Nagwa ,ruchu czasteczkowego® pochodzi od angielskiego bota-
nika Browna, kiéry w r. 1827 zanuwazyl pray badaniach mikro-
skopowyeh, ze drobne ziarnka skrobi, zawieszone w cleczy, trzesg
sig i wykonywajs nieregularne ruchy, przypominajade ruchy roju
komaréw albo gromady mréwek; przy blizszem zbadanin przekonal
sig, 2e jest to zjawiske ogélue, okazywane przez jekiebgdd drobne
czastki substancyj organiczayeh lub tes anorganieznych, jezeli znaj-
dujg sie w takich warunkach. Zjawisko samo, co prawda, jus inni
uegeni przed Brownem spostrzegl, jak Needham 17560, von
Gleichen 1764, ale blize] niem sig nie zajeli. Z nazwg owg
Brown Isczyl zresztg mysl nieco odmienng od naszego dzisiej-
szego pogladu, gdyz przez molekuly, pojgeie wowezas jeszeze nie
tak wyraznie skrystalizowane jak dzisiaj, rozumial owe drobne, po-
ruszajaee  sig czgstki; nazwa oznaczala tylko fakt zauwazony, bez
jakiejkolwiek myéli jego wytlémaczenia. .

W pééniejszych czasach pojawilo sig wigeej pomysiéw w celu
wytlomaczenia, niz istotnych przyezynkéw do znajomodci zjawiska,
Powodem jego powstawania mialy byé: wewnetrzna cyrkulacja
wiréd cieczy (3. Exner) prady konwekeyjne wywolane przes
promienie cieplne, pochlotigte przez ezastki (Regnault), zjawiska
radjometryezne (Kolatek, Quincke), roznice napigeia wlosko-
watego wskatek zanieczyszczed (Maltézos. Mensbrugghe),
pieréwnodcei napigeia wloskowatego wskutek ogrzania (Quincke),

1} Bibljografje’ badah nad ruchem Browna, oraz dyskusje régnyeh prac
nad tym przedmiotem eczytelnik znalesé moie w rozprawie mojej: M. Smolu-
chowski, Rozpr. Akad. Umiej. w Krak. 46, p. 257, 19063 Ann. d. Phys. 21,
p. 756, 1906; oraz w artykulach sprawozdawezych: 8t Jahn, Jahrb. d. Ra-
dioakt. 6, p. 229, 1909; Th. Svedberg, ibidem 10, p. 467, 1913; wreszcie
w ksiazce: Dr. Haas-Lorentz, Die Brown'sche Bewegung, Brannschweig
1913. Badania Perrina i jego szkoly sa dobrze przedstawione w artykulach:
J. Perrin, Die Brown'sche Bewegung i t. d. Kolioid.-Chem. Beihefte 1, p. 221,
1910; Rapp. du Congrés Solvay, Les preuves de la réalité molécaldire, Paris 1812,

.
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sily “elektryezne (Jevons, Rihlmann), specyficzne sily odpy-
chajace (Meade Bache) i t. d. Niektérzy autorowie upatrywali
w tem zjawisku objaw wewnetranych ruchéw czgsteczkowych, wéréd
cieczy panujaeych (Wiener, Cantoni, Thirion, Carbonelle
Gouy), nie potrafili jednak naogél podaé argumentéw deeydujq-’

cyeh na korzydé tej interpretacji. Z pomigdzy tych ostatnich naj-

trafniejsze z dzisiejszégo punkta widzenia wydajs sig nam rozwa-
zania Grouy’ego; autor ten zdolal swemi doswiadezeniami do pew-
nego stopnia wykazaé niezaleznosé zjawiska od takich zewnetranych
okolicznosei, jak natgzenie - ofwietlenia, wstrzasnienia, parowanie
eieezy i 4. d,co w awissku z jego powszechnoseig wyklueza z géry
przewazng czgfé innych, wymienionyeh poprzednio, hypotez.
Pozostawalo jednak nietknigte wlaseiwe jadro kwestji: czy'zja‘-
wisko ‘obserwowane odpowiada iloSciowo wymogom teorji atomi-
styezno-kinetycznej. Pod tym wagledem zdawala sig istnieé sprzecz-
nosé zasadnicza. Predkosei czgstek; podane np. przez F, Exnera,
v’v:ynosily mniej wigeej 0-0008 cm/sek (dla czastek gumiguty o s’;redj
‘niey 0-001 mm, w wodzie). Tymezasem, przyjmujae, zgodnie z teorjs
klnetyf:zna,, ze Srednia energja czasteczek cieczy musi réwnad sig
energji kinetycanej owych czgstek, otrzymaloby sig predkodé teore-
tyezng rzedu 04 cm/sek, wige przeszio tysiae razy wigkszy.
Sprzecznosei miedzy spostrzezeniami réznych autoréw oraz rés
norodnosé i chwiejnosé teoretycznych tiémaczen byly zapewne po-
wodem, Ze wogdle zjawisko to ignorowano, tak ze w zadnem
z obszernych dziel i podreeznikéw fizyki (z jedynym wyjattkie‘m
Le%lmanna pMolekularphysik) az do- ostatnich lat ani wzmianki
o niem nie znajdujemy. Jak obes zaé ogélowi uczonyeh byla mysl
0 jego molekularno kinetyeznej istocie, tego dowodzi charaktery-
styczny fakt, ze, gdy w ostatniem dziesigeioleciu ubieglego wiekn
szkola energetykéw’ i fenomenalistéw (Mach, Ostwald, Zer
n;'elo it d) okrzyczala poglady atomistyczno-kinetyczne za naiwne
menfmkowe wierzenia, nie znalazl sig nikt, nawet po stronie zwo:
%enmkéw owych pogladéw, ktoby wskazal byl ruchy Browna,
jako oezywisty dowéd ruchéw ciepluych czasteczkowych. ’
gdy w latach 1905 1 1906 pojawily sig prace teoretyczne Ein-
steina’) oraz autora nidiejszego referatu, kiére obie, przy uzyein

9 A. Binstein, Ann. d. Phys. 17, p. 549, 1905 ;
. Phys. 17, p. 549, 1905; 19, p. 371, 1906; Zeitschr.
£, Blokirochom. 18, p. 41, 1907; 14, p. 355, 1008, o LR
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metod rozamowania cafkiem odmiennych, prowadzily do wynikéw
zgodnyeh co do wladciwej istoty ruchéw Browna, eksperymen-
tatorowie zajeli sig tym przedmiotem, stosujge jedyng wlasciwg
w tym przypadku metode badania, polegajica na sporzgdzaniu sta-

- tystyki przesunieé, osiagnigtych przez czastki w pewnych czasach.

Zrozumiano, ze liczby, kiére Exner uwazal za miarg predkosel
czastek, nie odpowiadajs bynajmniej predkosei ruehu rzeczywistego;
s4 to wypadkowe przesunigeia, wynikajace z geomefrycznego sila-
dania wielkiej liezhy drobnych wyehylen, posiadajacych wszystkie
moiliwe orjentacje w preestrzeni. Znikla zatem sprzecznosé wyze)
saznaczons, gdyz przesunigeie, osiagnigte w jednostce ezasn, musi
byé wielkoseis znacznie nizszego rzgdn niz rzeczywista predkosé
ruchu, odbywajscego sig po niezmiernie zawilym, zygzakowatym
torze.

Co do prac tearetycznych, zaznaczyé wypada pewng réznice
punktu wyjécia. Rozwazania Einsteina majy charakter bardziej
abstrakeyjny, gdyz wyplynely z ogdlnych jego badad w zakresie
mechaniki statystycznej; on tez pierwszy podal wizdr teoretyezny,
wyznaczajacy przesuniecia czastek zawieszonych w cieczy; ale na

_razie pozostawil on kwestje otwarts, czy przewidziane teoretycznie

‘zjawisko odpowiada temn, eo znane bylo jako rach Browrna
Autor niniejszej pracy ') przekonany byl o molekalarno-kinetyeznej
istocie ruchu Browna od roku 1900, kiedy dowiedzial sig z pracy
Exnera o jego istnieniu i od tege czasu usilowal stopniowo roz-
wijaé jego teorje, rozwazajac zrazu prawdopodobny uklad czastek,
nastepnie zjawiska ruchu, wynikajace z kombinacji drég swobod-
nych, wreszeie sam mechanizm ruchéw cagstek, spowodowanych
przez uderzenia otaczajacych ezgsteezek. W wynikach spotkal si¢
z Binsteinem, odrebng drogs postgpujgeym. Autor tez pierwszy
na to zwréeil uwage, se zjawiska analogiczne, ale kierowane nieco
odmiennemi prawami ilodciowemi, muszg wystgpowaé w gazach.
Przedmictem tym zajmiemy sie jeszeze w § 30.

W rzedzie eksperymentatoréw, ktérzy podjeli owe badania, na-
lezy wymienié przedewszystkiem Svedberga i Perrina wraz
z ich wspélpracownikami, Zwlaszeza temu ostatniemu uczonemu

) M. Smoluchowski, Rozpr. Akad. Um. w Krak. 46, p. 2567, 1908;
47, p. 179, 1908; Ann.d. Phys. 21, p. 756, 1908; 25, p. 205, 1908; Bull. Acad.
4. Sc. de Crae. 1913, p. 418, [tom I, str. 490, 515, 570, 589; tom niniejszy,
str. 252; prayp. wyd.].


GUEST


300 XXIV. O FLUKTUAGJACH TERMODYNAMICZNYCH

udalo sig sprawdzié z wielks dokladnoseis wzory teoretyezne, od-
noszgee sig do ruchdw Browna, jako tez do rozkladu ezgstek
w polu grawitacyjuem (§§ 33—35), tak ze pomiary takie mogs
" naodwrét postuzyé do obliczenia liezby Avogadra, tej funda-
mentalne] stalej w teorji kinetycanej. :

Konezge ten przeglad historyczny, wypada jeszcze zwréeié uwage
na jedns z nowszych prac teoretycznych, t. j. dysertacje doktorsks
pani De Haas-Liorentz ), zawierajaca dobre streszczenie wszyst-
kich innych badad teoretyeznych na tem polu, wraz z pewnemi
wiasnemi przyczynkami sutorki, ktére stanowis weale mteresu_]a‘ce
uzupelnienia dotychezasowej- teorji.

§ 17, PrzybliZone bezposrednie obliczenie przesunieé w osrodku
cieklym. Zasadniczg mys$ly, na kiérej spoczywa teorja ruchéw
Browna, jest zalozenie, 76 czastki zawiesiny (o pewnej tempera-
turze) zachowujg sig do-pewnego stopnia analogicznie jak czgsteczki,
mianowicie, ze Srednia energja kinetyezna ruchu postgpowego, wy-
konywanego przez frodek .masy takiej czastki, réwna sie éredniej
energji ruchu postgpowego, jaks posiada czasteczka gazowa w tejze
_temperaturze, Oznaczajac masg czgstki przez M, mase czgsteczki

przez m, predkosé czastki przez O, predkodé. czasteezki przez o,

mamy:

@y MO =met =

3HE
N

Zalozenie. to odpowiada podstawowemn zalozeniu teoxji kine-
tyeznej gazéw 1 jest bezposrednia konsekwencjs M axwella zasady
ekwipartycji energji. Analogja czasteczek gazowych i czastek emulsyj
zostala sreszts takie empiryeznie stwwrdzona w zjawiskach, oma-
wianych w ustepach §§ 12, 34.

W mysl tego, eo poprzednio powiedziano, nie chodzi . jednak
przy pomiarach do$wiadezalnyeh o predkosé C, lecz tylko o prze-
sunigeie, osiggnigte po uplywie danego czasu, ktére jest sums geo-
metryezng wielkiej liczby drobnyeh przesunigé, dokonanyeh z pred-
koseig Srednis O we wszystkich mozliwych kierunkach. Do ilosciowej
oceny tego przesunigeia mozna dojsé réznemi metodami.

Najbardziej bezposredni, choé rachunkowo mniej éeisty od innyeh -

sposob jest nastepujacy. Wedlng znanych praw meehbaniki, ruch

9 G L. Dr, Haas- Larentz Die Brown'sche Bewegung u. einige ver-
wandte Erscheinungen, Bnmnschwexg 1913.
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ciala M, rzuconego do eieczy lepkiej z predkoseis poczatkows G,
musiathy opéZniad si¢ wedlug prawa wykladniezego:

d%‘ . — Wi M
(22) F T o Cpe ™,
przyezem W oznacza spolezynnik oporu dla danego eciala. wyno-
szgey np. dla kuli, wedlug prawa Stokesa

(23) W =6nua.

Opér pochodzi od uderzen ezgsteczek otaczajacego osrodka, ktére
beds przewainie przeciwdzialaly chwilowemu ruchowi ciala. Im-
pulsy uderzefi nie bgds rozmieszezone zupelnie réwnomiernie; muszg
powstaé pewne przypadkowe nadwyzki, posiadajsce skladowe, pro-
stopadle do poczatkowegu kierunku Xj te skladowe impulsy muszg
czastee = czasem nadaé odpowiednie predkodei skladowe w kierun-
kach .Y, Z. Poniewaz wedlug (21) przecigtna energja kinetyezna
ma zachowaé warto$é niezmicnna, widzimy. ze dla czastki poru-
szajacej sig z ,czasteczkows  predkoseis, hamowanie ruchn w kie-
ranku X i réwnoczesne nabywanie .skladowych predkosei prosto-
padiych sa zjawiskami ze sobs sprzgzonem1, wypadkowa predkosé
pozostaje niezmieniona, ale tor sig zakrzywia. Za miare czasu, pod-
czas ktérego ruch zachowwmje plerwotny kiernnek, mozna uwazaé
czas relaksacji s = M/W; po uplywie tego czasn ezgstka porusza
sig w kierunku zmienionym, pod katem szaleinym od przypadku
Mozna zatem ruch czastki poréwnaé do ruchu czasteczki gazowej,
dls ktérej przecigtna dlugosé ,drogi swobodaej* (t.j. drogi miedzy
kolejnémi' spotkaniamij wynosi:

A=2C1

i ktéra przy kasdem spotkanin zmienia kierunek ruchu przypad-
kowo. Tym sposobem zagadnienie nasze sprowadsziliémy do obli-
czenia 4redniego przesunieeia z pozycji pierwotnej, osiagnigtego
przez czasteczke gazows po przebyciu wigkszej liezby-,drdg swo-
bodnyeh* 4 we wszystkich mozliwyeh kierunkach.

Eatwo moznaby bylo obliczyé przecigtny kwadrat odleglodel,
osiagnigtej po n-krotnem spotkanin, przypuszezajac, ze kazdorazowe
drogi s sa jednakowo diugie. Jezeli kat zawarty migdzy kierun-
kami promienia wodzgcego r,., i drogs s oznaczymy przez @,
mamy:
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ra==ri_; 4+ s*— 27, ,5C08 ;

poniewaz wszystkie katy nachylenia ¢.sg jednakowo prawdopo-
dobne, jezeli kierunki drécr po sobie nastepujacych sg calklem nie-
zalezne, bedzie zatem

EZE—I + st

Przecigtny kwadrat odleglodei, osisgniete] w czasie 7, to jest po
przebyeiu # drég s, skombinowanych wediug regul przypadku,
bedzie zatem:

@4 g — ‘Z‘ Ot = O,

Nie jest to jednak jeszcze wzdr, ktéry naleiy stosowaé w na-
szym przypadku, gdyz w rzeczywistosei drogi s nie sg wsaystkie
jednakowe; istnieja raczej drogi wszelkich mozliwyeh dingose,
a ich prawdopodobiedstwo okreslone jest przez wzér Clausiusa:

s

(25) R P(s)ds == e-;z ds.

Wywdd poprzedni zmieni si¢ wéwezas o tyle, Ze zamiast s® nalezy
podstawié érednia wartodé kwadrain tych drég, czyli:

2 =nst
Poniewaz o
52 =fS'P(S) ds = 248,
o

otrzymujemy zatem, przy uwzglednienin zmiennofei tych drdg, wy-
razenie )

(26) 73 = 2nlt = 2024,

Stosujae ten Wynik do ruchu Browna, mamy

5 _20°M_, 6HO ¢
27 P T e
@0 "=y iy W

Jezeli ‘chodzi nam o wyznaczenie przesunigeia skladowego w kie-
) W odmienny sposéb wyprowadzilem taki wzér dla ezasteczek gazowych

w pracy: Bull. Acad. d. Se. de Cracovie 1906, p. 203; Rozpr. W. M. P. Ak.
Umiej. w Krakowie 46, p. 129, 1906. [tom I, str. 468 i 479; prayp. wyd).
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ranku stalym, ktéry obraé mozemy za of X, w takim razie wi-
docznie, na podstawie zwigzku

Axt 4+ Ay? 4 A2t =12,
grednia wartos¢ kwadratu rzutu Az, osisgnigiego w dluzszym czasie,

bedzie trzecis czedcia przecigtnego kwadratu calkowitej odleglodei
od punktu wyjscia :

r
3 .

Otrzymujemy zatem wabr koficowy dla skladowej sredniej odle-
glodci, osiagnigte] w danym ezasie, w formie zwykle podawanej,
jezeli jeszcze za Einsteinem wielkod¢é 1/W nazwiemy ruchli-
woscig ezastki (= predkoéé odpowiadajgca jednostee ‘sily) i ozna-
czymy ja znakiem B:

HO ¢t
2§/ 2 =/ =5
(28) Viz l/ Bi= N Smpa’

ir=

§ 18. Dyskusja wyniku. W obliczeniu powyZszem trzeba bylo
zastosuwad uproszezenia rachunkowe, oddalajace sig do§¢é znacznie
od rzeczywistosei, gdyz drogi s wlaseiwie nie s prostolinijne;
w zwiazku z tem istnieje pewns dowolnodé w zalozeniu tyczgcem
sig dlugodei czasu 7. Dlatego tes a priori mozna oczekiwaé tylko
tyle, ze wzér koficowy trafnie okresla rzad wielkodel Az, oraz
ogolng zalesnosé od réznych czynmkéw, nie zaé spélezynnik licz-
bowy %), Przekonamy si¢ jednak pozniej, ze Scislejsza teorja dochodzi
do tego samego wyniku. W kazdym razie metoda ta daje wyraZny
obraz calego zjawiska i wystarcza do wyjasnienia jego ryséw cha-
rakterystycznyeh. Pod tym wzgledem podnosimy zwlaszeza nastgpu-
Jjace waioski:

1) Sreduie odleglosei Az od pozycji poczatkowej wzrastaja
proporcjonalnie nie do czasn #, lecz do pierwiastka z czasu; jest
to prawidlo bardzo ogélne, cechujace zjawiska, ktére wynikaja,

*) Pierwotnie sadzilem, ze ten wzér poprawi sig przez wprowadzenie pew-
nego spélezynnika liezbowego, wyprowadzonego na podstawie rozwazan zwig-
zanyeh z § 30 i wynoszacego 8/3F3. Scidlejsza teorja (§ 24) oraz wyniki
doéwiadezalne {§ 28) przekonaly mnie, Ze ta poprawka nie jest uzasadniona.
Zreszta w Owczesne] moje] praey zastrzeglem sie, Ze spélezynnik liezbowy
uwazam za watpliwy i do tego szezegdlu obljezenia Zadnej nie przywigzywalem
wagi. (Patrz Smoluchowski, Phys. Zeitschr. 13, p. 1063, 1912) [str. 226
niniejszego tomu; przyp. wyd.).
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wedlug zasad prawdopodobiefstwa, jako wypadkowe wielkiej liczby
indywidualnych wydarzed (moggeych. réwnie dobrze przyczynié sig
do ealedei w sposéb dodatni, jak ujemny). Rozumie sig réwnoczeénie,
7e nie moina weale podaé predkosei ruchéw Browna w zwyklem
znaczeniu stowa, gdyz wszystko zalezy od dlugosei czasu obser-
wacji: im krétszy przeciag ozasu bierzemy pod uwage, tem wigkszy
bedzie stosunek :. odleglosé/ezas. Co prawda, istnigje tu granica
waznosel wzoru (28), gdyz stosowaé go mozua tylko, dopdki sto-
sunek ten nie przekracza lub nie zbliza sig zbytnio do wartosei C.
Dla krétszych przedzialéw, podezas ktérych ruch odbywa sig pra-
* wie prostolinijnie, predkosé bedzie okreslona i érednia jej wartodd
bedzie réwna C. .

2) Ruch Browna jest calkiem niezalezny od gestosei czastek
poruszajaeyeh sig i zalezy tylko od ich rozmiaréw.’ Zrozumieé to
mozna, zwazywszy, 4 czastka o wigkszej masie M posiada wpraw-
dzie mniejszg predkosé G, ale za to przez. dluiszy czas ¢ odbywa
droge przyblizenie prostolinijng, tak e w wartosei wyrazu C2z
wplyw masy znika zupelnie. :

3) Ruchliwo$é Brown’owska jest odwrognie proporcjonalna do
spélezynnika lepkosci cieczy, Od dawien dawna juz zauwasono, ze
np. w glicerynie ruchy sy bardzo slabe. Z drugiej strony takze
znany przyépieszajacy Wplyw podniesienia temperatury pochodzi
przedewszystkiem od zmniejszania sig ‘lepkosei.

4) Ruchy Browna warastajg w odwrotnym stosunku do pro-
mienia czastek. I ten fakt byl réwnies znany od samego’ poezatku
spostrzezef nad ruchem Browna, ze mniejsze czastlki poruszajg
sig szybeej od wigkszyeh, ale- dokladaych danych liezhowyeh do-
starczyli dopiero péZniejsi eksperymentatorowie. Zajmiemy sie pés-
niej (§ 28) szczegélows dyskusja nowszych badan.

§ 19. Prawo rozkladu przesunigé. Wypada nam jeszeze zasta-
nowié sig nad kwestja, ktdrej nie rozwigzal wywoéd dotychczasowy.
‘Wprawdzie udalo nam sie wyznaczyé frednis wielkodé przesunied,
ale nie zastanawialiémy sig jeszcze nad tem, wedlug jakiego pra-
widla rozdzielone sg odleglosei, przebyte przez czastki w. jednako-
wych ezasach. Rozumowanie powyisze daje odpowieds bardzo prosta
w tym wrzgledzie. Poréwnywalidmy nasza czastke z czasteczks ga-
zows; zakredlajaca - drogi swobodne 4, skierowane po kazdem spo-
tkaniu. z jednakowem prawdopodobietistwem w jakimbad# kierunku
praestrzeni.' Réwnie prawdopodobne sg satem kasdym razem do-
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datnie jak ujemne przyrosty wielkosei Ax. W calosei- pozostanie
suma dodatnia, o ile przypadkowo wytworzy sie nadmiar przesunied
dodatnich ponad ujemnemi; do znalesienia tego prawdopodobien-
stwa sluzy znane ,prawo bledéw* Gaussa.

Jezeli pojedyneze zjawisko réwnie dobrze moze mieé znak do-
datni jak ujemny, wtedy prawdopodobienstwo, azeby wyniki n- préb
mialy znak dodatni y razy czeseiej niz ujemny, bedzie:

1 n!
2"n— 7 n-H y!’
7 3

4

@9) Ply)=

co dla duiych n oraz malyeh y/n, na moecy wzoru Stirlinga,

przechodzi w réwnanie
' /2
Ply)= n‘ne e

Przyjmujae wielkosei przesunigé pojedynezych -4 4. jednakowe, tak
ze calkowite przesuniecie x jest proporcjonalne do y, otraymujemy
dla przesunieeia, zawartego miedzy z a x -+ dx, prawdopodobien-
stwo w formie charakierystycznej dla prawa rozdzialu blgdéw:

(80 P(z)dz == l/g e=*dx

przyczem srednia warto$é prresunigé zwigzana jest ze spélezynni-
kiem @ zapomocs wzoru:

@1 R

52
Fiaezae ten wynik z wzorem (28), dochodzimy do konkluzji, ze
prawdopodobieiistwo przesunigé przy ruchu Brownowskim jest
dane przez wzdr :

; . N [
32 =l = 3
(32) P(xdx V4.7tH3Bte 5 dyx
Zupelnie ten sam rezultat mozna réwniez wyprowadzié w ogdl-
niejszem zalozeniu, Ze przesunigeia 4, sy rézue, jezeli tylko spel-

nione sg warunki: ze 1) dodatnie i ujemne wartosci przesunigé 4,
35 réwnie prawdopodobne; 2) przesunigeia pojedyneze A, sy zjawi-

. skami wzajemnie niezaleznemi; 3) liezba ich jest dusza.

§ 20. Stwierdzenie do$wiadczalne prawa rozkladu przesunieé.
Wzér (30) sprawdzili Perrin i Chaudesaigues pray sposob-
M. Smoluchowski. I . . 20
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nosci badan, o ktérych jeszeze dalej w § 28 bedzie mowa, obser-
wujae przesunigeia Az czgstek pewnej emulsji gumiguty (o promie-
niu @ = 0212y), kiérych one doznawaly w przedziatach 30-sekun-
dowych. Tabliczka nastgpujsea wskazuje w pierwszym rzgdzie
dlugodei przesunigé (w mikronach), w drugim rzedzie czestodé
przesunigé, doswiadezalnie wyznaczons, w trzecim rzedzie odpo-
wiednie liczby, obliczone na podstawie wzoru (30) przy empiryez-
nem okresleniu spélezynnika .

Az |0—17| =84 | —51 |—68] 85 |—100]|—119]|—136 |—158|-170

Pdosw.| 48 38 36 29 16 15 8 7 4 4
P oobl. | 44 40 35 28 | 21 15 10 | b 4 2

Podobnie mozna tez (wedlug Langevina) wykredli¢, z wspdl-
nego poczgtku spélrzgdnyeh, widziane pod mikroskopem (w plasz-
czyznie X Y) przesuniecia, jako ‘wektory o dlugodei V:v*+ y? Dia-
gramat tak otrzymany przypomina tarezg, ktdrej srodek stuzyl za
cel przy strzelaniu, a poréwnanie ilosciowe z wzorem teoretycznym
dwuwymiarowym

(33) Pir)dr =2aerdr,

ktéry latwo moina wyprowadzié z (30), przedstawione jest w zesta-
wieniu niniejszem. Liezby, w szeregu pierwszym wypisane, ozna-
czaja zewnetrzne promienie stref kolowyeh (przyezem za jednostke
slugy czwarta czgsé pierwiastka z°empiryeznie wyznaczonego fred-
niego kwadratu odleglodei od érodka), liczby drugiego szeregu
wakazujg, ile punktéw wpada w owe strefy, a liczby trzeciego
szeregu — wielkodei, obliczone na moey wzors (33):

- 1‘2]3 4[5678:1.7

P dostrz, .| 34 78 106 | 103 7
P obliez. .{ 32 83 107 | 105 7

ot

49 30 | 17 9
50 27 14 9

o

Uznaé jtraeba, e jest to piekne  potwierdzenie prawidel rozdziatu
praypadkowego.
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§ 21. Zwigzek z teorjg dyfuzii. Wzér (32), wyznaczajacy praw-
dopodobienstwo przesunieé, mozna napisaé w postaci 1j:

a2
(34 Playde =———¢ Pidz,
(34) @)z QVEDte *
przy uiyciu skrécenia:
\ Hg He 1
(3) P=FB="Ftnua

Jezeli zatem w chwili £ =0 istnial pewien dany rozklad czastek
wzdluz osi X, tak e ich gestodé (to znaczy liczba czastek przypa-
dajaea na jednostke objetodei) byla dana przez funkejg Fy(z), wow-
czas po uplywie czasu ¢ ustali sig rozkiad prawdopodobny:

1 o 2
(36) Fz, t)=mﬁ(x)e @ gE

. To znaczy, z¢ na mocy rozkladu poczatkowego przepowiadamy

rozklad pdiniejszy, ezyli podajemy skutek samoistnej dyfuzji cza-
stek emulsji. Wiadomo %) istotnie, ze w tej wiasnie formie (36)
przedstawia si¢ calka ogdlna zasadniczego réwnania dyfugzji:

F F
37 S Th Dar—,
i latwo sprawdzié mozna a posieriori, ze wyrasenie (36) zadodé
czyni temu réwnanin. Poznajemy zatem znaczenie spdiezynnika D,
ktéry wprowadzilismy powyzej jako skrécenie: jest to spélezynnik
dytuzji czgstek emulsji; jest on zwigzany ze $redniem przesunigciem,
osiagnigtem przez czastki w czasie f, wskutek rachéw Brow-
nowskich, réwnaniem

(38) Aw*=2Dt. BN

Do wyprowadzenia tego zwissku nie potrzeba zreszta nawet
znaé prawa rozkladu (34), wystarczy (za Einsteinem) nastepu-
jace rozwazanie. Niech funkeja @(§) oznacza prawdopodobiefistwo,
azeby czastka w czasie ¢ nabyla przesuniecia, zawartego miedzy

% Analogiczne rozwazania podalem dla dyfuzji czasteczek gazowyeh w Rozpr.
W. M. P. Akad. Umiejgtnosei w Krakowie 46, p. 129, 1906. [tom I, str. 468;
preyp. wyd.).

%) Poréw. np. Riemann-Weber, Partielle
t. I, p. 125.

Differentialglsichungen

20%

ot
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£gif--dE W takim razie rozklad czastek, ktéry ustanowi sig
w czasie 7, bedzie zwigzany z pierwotnym rozkladem Fj(x) zapo-
mocy zwigzku:

L e

(39) F@) = [Fow+ o (Ede.

Rozwijajae Fy(2 -+ £) na szereg Taylora i zwazajac, ze
Jfpfas=1,  JEp(EdE=0, JEp(§)df=da?

mozna prawsg strone tego rdwnania zastapié przez

Az2 92 F
EE:k

)+

jeseli czas ¢ bedzie tak krotki, e srednie odstgpy czastek beds
dostatecznie male, a zatem bedzie mozna pomingé dalsze wyrazy

szeregu Taylora. Zmiana liczby czgstek réwna sig zatem [dla

dostatecznie krétkich czaséw f]:

R@)— Ry@)=Sr1 =221

co w zwigzku z zasadniczem réwnaniem dyfuzji (87) daje znéw
wzlr (38). Slabg strong tego wywodu jest to, ze budzi on mnie-
manie, jakoby wzdr ten byl wazny tylko dla krétkich czaséw %

§ 22. Doswiadczenia nad dyfuzjg emulsyj. Istnienie zjawisk
dyfuzji w tego rodzaju emulsjach znane bylo juz S. Exnerowi
W I 1867, ale ilosciowe obserwacje sg bardzo utrudnionme przez
powolno$é tych zjawisk, ezyli malodé. liczby D. Chemicy uwazali
nawet dawniej, przed powstaniem powyzszej teorji, brak ei$nienia
osmotyeznego za jedng z cech charakterystycznych roztworéw ko-
loidalnych.

Udalo’ sie jednak L. Brillowinowil) wykonaé precyzyjny
_ pomiar ilofciowy spélezynnika D dla emulsji gumiguty, zapomoca
mf}tody bardzo pomyslowej. Polegala ona na fakeie, ze castki gu-
x:mgutyi zawieszone w glicerynie, przylepiaja sie do écian szklanego
naczynia, gdy tylko .praypadkowo z niemi sig zetkna. Wywolaje

) L. Brillouin, Ann. Chim. Phys. 27, p. 412, 1912, Obserwacje nad

dyfuzja roztworéw koloidalnych zlota wykonal- Th. Svedberg, Zeitschr. f.
phys. Chem. 67, p. 105, 1909.
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to zmniejszenie koncentracji warstw powierzehownyeh, ktéremu
przeciwdziala dyfuzja z glebszyeh warstw, tak Ze z liezby czgstek
gumiguty. ktére osadzaly si¢ na Scianie w pewnym czasie, obliezyé
mozna spolezynnik dyfuzji. Brillouin otrzymal w owym przy-
padku (ziarna gumiguty o promlemu 052 ) D =23.10" a za
tem liezhe 140000 razy manJazq niz spélezvnmk dyfuzji eukru
w wodzie; stwierdzil réwnoczesnie zgodnosé jej z réwnaniem {35),
wskazujgeem zwiszek z rozmiarami czastek 1 lepkoseig cieczy.
Einstein') pokazal zreszta, ze wzdr ten jest wainy w szerszym
zakresie niz @ priori przypuscié mozna, gdy: nawet dla czasteesek
cukru wartosé spélezynnika dyfuzji zgadza sig bardzo dobrze z wiel-
koseig tyeh czasteczek, innemi metodami wyznaezons. Pomiary dy-
fuzji ®) daja sig zatem unzy¢ do oceny rozmiaréw czastek tak malych,
ze inne metody zawodzs.

§ 28. Obliczenie ruchéw Browna na podstawie dyfuzji. Ro-
zumowanie, zastosowane w § 17, dalo poglad bezposredni na me-
chanizm ruchéw Browna, ale posiadalo te niedogodnosé, ze wy-
magalo pewnych uproszezen rachunkowych, ktére pociggaja za sobg
niepewno$é. czy we wzorze (28) nie nalesy wprowadzié jeszeze
jakiego$ spélezynnika liezhowego. Pod tym wzgledem inne metody,
natury bardziej poSredniej, dajs deidlejsze wskazéwki. Tak mozna
(wedlug Einsteina) za punkt wyjseia obraé poprzedni nasz
wniosek koficowy o istnieniu zjawisk dyfuzji, wiggge go z prawami
cisnienia osmotycznego, omawianemi w §§ 11. 33—35.

Predkosé ruchu dyfuzyjnego mozemy obliczyé, jezeli opieramy
sig na powszechnie przyjetej hypotesie, ze dyfuzje sprowadzié mozna
do dziatania fikevjnego cisnienia osmotyeznego, ktére posuwa czastki
» miejse wigkszej koncentracji ku miejscom mniejszej koneentracji.
Dla roztworu rozrzedzonego przyjaé mozna w kazdym razie prawo
van't Hoffa (§ 11), ktére po wprowadzeniu liezby czastek n, za-
wartych w jednostee objetodel, przybiera kaztalt

Ho

1 A. Einstein., Ann. d. Phys, 19, 289, 1906; pewns omylke rachun-
kowsa autor poiniej poprawil.

2 Sprawozdanie z dokladnych pomiaréw dyfuzji czastek gumiguty, wyko-
nanych przy pomecy centryfugi, oglosil podezas druku niniejszej pracy I Nord-
lund, Zeitschr. f. phys. Chemie 87, p. 40, 1314
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Jezeli liezha n jest zmienna w kierunku osi- X, na czastki zawarte
w warstwie o grubosei Az musi dzialaé nadwyzka cisnienia osmo-
tycznego:

(@) op on HO

Fe= — FAp=— =
azAz_ oW Az
Kazda z t'ych czgstek podlega ulamkowi calej sily F, ktéry otrzy-
mamy, dzielae F przez ndwz; czastki nabywaja wskutek jej dziafa
nia predkosci postepowej:
12 — - 1nHS
“2) “ ndx N 7’
gdzie 'B oznaeza znowu ruchliwodé czgstek ezyli odwrotnodé spél-
czynnika opora. Z drugiej strony masa czastek, przechodzgeych
przez przekrdj] Jednostkowy w czasie jednej sekundy, musi réwnaé
sig iloezynowi spadku koncentracji i spélezynnika dyfuzji:

(43) =—p
ny D )
zatem. zgodnie z réwnaniem (35) wynika spélezynnik dyfuzji :
Ho
D= =
v B

Wreszele, na mocy rozwazad § 21, lub podobnyeh argumentacyy, -

udawadniamy wzér (38):

Az? = 2Dt

1P ;Zt]};:iz_lmy tym sposobem znéw do tego samego wyniku (28) jak

: § 24 Obliczenie oparte na rozkladzie czgstek w polu gra-
witacyjnem. Proeciwko wywodowi powyzszemu moznaby podnie$d
zarzut.,' Ze polpga on na pewnej dwoistodei pogladéw na zjawisko
dyfu_z‘}:, gg.iyz % jednej strony tlémaczymy je, calkiem stusznie jako
wym'k mll?roskopijnyeh ruchéw Browna, » drugiej stron’Jz&é
uwazamy je za skutek ,cignienia osmotycznego“bktére wyt m
przypadku Jest raczej makroskopijnem pojeciem ﬁk’eyjnem Wa,tyli-
W_osé' dotycases tego pojgcia mozna jednak usunaé, uuika'e;c zu Pel—
nie jego wprowadzania i formulujae powﬁszy w_';rwéd vg nastpu-
jacy?) sposéh. Powolujemy sig na twierdzenie, ktére pozniej (§Q§3)

1) Jest to upro i i i i
o 871, 1008 proszezenia pewnej metody Einsteina: Ann. d. Phys. 19,
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jeszeze obszerniej roztrzasad bedziemy, mianowicie, ze jednorodna
emulsja pod wplywem ciezkodei praybiera rozklad analogiczny do
rozkladu gestosel atmosfery ziemskiej:
N @
— gy —{1—%
n=1,e m( 90) s

(44)
gdzie M oznacza masg czastek, ¢ ich. gestosé, g, gestodé ofrodka.
Ustalenie sig takiego uklada znaczy zréwnowazenie dwéch tenden-
eyj przeciwbieznych: pradn, dazacego do wyréwnania koncentracji
wskutek ruchéw Browna, oraz pradu, pochodzacego od opadania
czgstek pod wplywem ciezkosei. Liczby czastek, przechodzaeyeh
wskutek tyeh dwéch czynnikéw, z dolu do giry i w kierunku
przeciwnym, muszg byé jednakowe, zatem: .

(1 —-g) Bn.
4}

Przez podstawienie wzoru (44) powracamy znéw do znanego nam
jus wzorn na spdlezymnik dyfuzji (35), a dalej, t3 samg droga jak
poprzednio, dochodzimy do prawidla (28).

§ 25. Metoda Langevina. Podajemy jeszcze jedneg metodg wy-
prowadzenia tego zasadniczego prawidla, kidrej zasada pochodzi od
Langevina?), poniewas jest rachunkowo bardzo prosta i latwo
daje sig dostosowaé do ogélniejszych zalozen.

Wyobrazmy sobie zhiorowisko eial jednakowyeh, podlegajacych
przypadkowym impulsom, wskutek uderzet czasteczkowych. Chwi-
lowe wartodei jednej ze spélrzgdnych (oezywidcie dla wezystkich
cial tej samej), sluzaeych do okreslenia ich orjentacji, oznaczmy
przez o, przyezem wartosé poczatkows dla kazdego ciala kladziemy
«=0. Moze nig by¢ np. rzut odleglodei na of X, albo kat obrotu
kolo osi stalej.

Przypusémy dalej, ze energja kinetyczna takiego ciala daje sig
wyrazié w postaei :

i

Pl

(45) Dy =49

ze stalemi spolezynnikami m, oraz Ze zmiana spélrzednej o pols-

czona jest z oporem W%. Réwnanie ruchu bedzie wowezas po-

1) P. Langevin, C. R. 146, 530. 1808.
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staci:
. d*a
(46) m2% — p_ e

ar i’

Mnoz : .
ceniZB‘c przez @, otrzymujemy, po wykonaniu prostego przeksatal-
‘ m g2 W d

iub, galkujqc wzgledem czasu ¢ 1 uwzgledniajae, 76 @ = 0 dla czasu
=Y,

w
s+ 5 aﬂ:faﬁ’dt»}— 2tL,.

Przez {‘Zw rozumiemy tutaj cze$é energji kinetycznej I, zalezng od
@ ..o Lo
ruchu TR Jezeli dodamy odpowiednie wyrazy réwnati dla wszyst-

kich -cial i podzielimy przez ich lczbe, otrzymamy réwnanie,
b

- o
dajgce zaleznosé przecigtnych wartodei ¢ !

m d(e¥) | W -
(47) T Y a T,

gpuécilién‘ly tu' po prawej stronie wyraz 3faFdt, gdyz wedh
chaungevina impulsy czgsteczkowe, wyrazajgce sig w silach Fg
majg charakter p.rz_vpadkowy, zatem z réwnem prawdopodobieﬁz
stwem’ mogy posiadaé znak dodatni i ujemny, tak ze przecietna
;vartf)sé ow?go wyrazu musi byé znikomo mala, po dostatecznie
lugz'un czasie, w-poréwnaniu do pozostatego wyrazu 2¢ L, 7).

e wzgledu na Maxwella zasadg ekwipartyeji energ_)?i mamy:

- _1HE

L, ==

* 2N
ealkujac zatem réwnanie (47) i pamietajac o tem, %o Gt

t =0, otrzymujemy ik, gly

*) [Poréwn. praypisek na str. 261 niniei
7 s X niniejszego to: raj
rozpoezyna sie § 27 tej rozprawy (str. 314)1; pfzyp, Iz);’d.‘]).mz e o kidre
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%

Dla bardzo znacznyeh wartosel { otrzymujemy *) wzér dobrze znany

Ho
K

(48) at =2 Bt

w ogdlniejszej niz poprzednio postaci, prayczem zndw polozylismy

1
= B
i rozumiemy przez te wielkodé: ruchliwodé spolrzednej a. Metoda,
przedstawiona w § 24, daje sig réwniez uogdlnié w analogiczny
sposéb, jek wyzej wskazano.

Wypada jeszezé wymienié 2) metodg udowodnienia wzoru (28),
podang przez pania De Haas-Lorentz w rozprawie doktorskie]
(por. § 18), w ktérej autorka zrobila uzytek ze sposobu argumen-
tacji, zastosowanego w pracy Einsteina i Hopfa. Nie hedziemy
tej argumentacji rozwijali na tem miejsen, gdyz jest zawila pod
wagledem rachunkowym, choé z drugiej strony o tyle jest Zajmu-
jaca, ze umoiliwia obliczenie $redniej wartosel impulséw, doznawa-
nych przez czgstke ruchoms wskutek uderzen czasteczek cieezy
otaczajaee].

§ 26. Zastosowanie wzoru uogdlnionego Wzér ogdlny (48)
mozna stosowaé nietylko do ruchu postgpowego kuli [przez eo po-
wracamy do wzorn (28)] ale takie do innyeh przypadkdéw, np. do
ruchu obrotowego czastki kulistej kolo osi stalej. Opér tarcia do-

) (W rachunkach oryginalnej rozprawy zaszla w tem miejsen pomylka,
ktérej poprawienie zmusilo nas do réwnoezesnej zmiany tekstu; preyp. wyd.].

%) [Teorje zjawisk, zwanych ruchem Browna, Iaczy sie istotnie z niekté-
remi waznemi i, jak dzié jeszeze, trudmemi zagadnieniami ogdlnego Rachunku
Prawdopodobiefistwa: na szezegélna uwage w iym wzgledzie zastuguja piekne
prace zmerlego Lorda Rayleigh (Proceedings Lond. Math. Society, vol. IIL
1871; Phil. Mag., vol. X. 1880; Ene. Brit. XXIV, 1888; Theory of Sound, L
§ 42.a. 22 Ed. 1894; Phil Mag., vol. XLVIL 1899; Scientific Papers, vol. L.
pp. 76 1 491; vol. IIL p. 52; vol. IV, p. 370) oraz doniosle, przez Czeby-
szewa i Markewa w tym przedmioeie dokonane odkryeia (A. A. Markeff
Wahrscheinlichkeitsrechnung, iibers. von H. Liebmann, Leipzig und Berlin
1912, §§ 16 i 83.. Por. ruzprawe prof. J. Weyssenh offa ogloszong w Balle-
tin Tot. de 'Académie Pol. d. Sc.et d. Lettres, CL d. Se. M. N, Série 4, 1925,
pp- 219245, prayp. wyd.].
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znawany przez kul i wo = :
o y przez kKule wynosi wéwezas W = 87 pa®, zatem otrzymu-
(49) o = HE ¢t

N dmpad’

W p'odo'bny sPoséb mozna wyprowadzié wzory dla cial o po-
St:lcl 'ehpsmdalne‘], na mocy obliczen *) oporu, doznawanego praez
ehp.soldy w osr?dk-u lepkim. Jezeli np. chodzi o ruchy postgpowe
kra‘zkfx {0 promieniu a), mozna uwazaé go za elipsoidg splaszczony;
dtugosé ‘male‘] osi pozostaje bez wplywu w granieznym przypadku"
otrzymujemy spélezynnik oporu dla ruchu w kierunku osi‘kratzka2

1
E= 16,ua,

o, oraz opér dla ruchéw réwnoleglych do plaszezyzny krazka :
: 1 32

E;:TS‘ Ha.
Przecietny opér dla wszystki mosli j

; ystkich mozliwych Y] j
miarodajny dla dyfuzji, wynosi: YR CHjener, Ty o

1 17t 2 112
B"§[E+E]: g e

W przeciwnym przypadku kraﬁcow}rm, dla elipsoid wydluzo-
flyeh, spél(fzyumkl oporu nie dazg do graniey okreslonej; ymo‘
Jednak obliezyé opér przyblizenie dla precikéw wedlugj’pelnzz;
;zoriw, 'podanyrch przez Lamba, podstawigjae jako osi elipso?dy
; I{gOaé i .grubosé precika.” Rachunki te znalazly zastosowanie w d
Swiadezeniach Przibrama (§ 29). o
] §kl7. Pc_:réwnanie poprzednich ‘metod dowodu. Poréwnywa-
.gc rytycznie .réine} sposoby wyprowadzania wzora dla ru(iléw
Ox;l (; Zvna,(,i musimy jesicze zaznaczy¢ pewns slabs stromg ostatnio
i)ﬁ[ojn:glzﬁvc;w:;olil (ﬁq?ge vina), tc{)jest pominigcie wyrazu 3 o Fit

0 2800z1C slg na to, ze bedaie on wielkodels stosunk '
maly, ale niewiadomo a priori. cz wi d 3 'Sosuu 0“(0
znikoma, zwlaszeza, ze wpanalc’)giczynem ez)lli;ljié:zegubzg:;za z'upelhme
rakterystyeznego gazéw odpowiada on t. zw. ,,silnikowi“m% 11?

siusa Jf(Xz-+ ¥
wolno. ( + Y+ Z2)dt, kitrego tam weale pomingé nie

%) Por. np. H. Lamh, Hydrodynamics p. 654,
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Opréez tego podniesé musimy trudnosé, wspéing wezystkim do-
tychezasowym wywodom owego wzort, & j» uzyeie prawa oporu
Stokesa Wiadomo, 26 prawo to jest wazne tylko w pewnym
obrebie predkosei, dla t zw. trwalych ruchéw powolnych, w ktd-
rych bezwladnosé cieezy odgrywa rolg znikoms w poréwnaniu do
jej lepkosei. Reynoldsa kryterjum powolnosei ruchn, wymaga-
jace, #eby stosunek aCg/u byt liczba mala, jest zawsze spelnione,
gdy chodzi o obserwacje ruchéw Browna dla czastek mikrosko-
pijnyeh. Natomiast trudno dowiesé, ze owe ruchy sg dostatecznie
irwale. Nie znamy ogodlnego prawidia, wyznaczajacego opér dia
ruchéw zmiennyeh; w jednym przypadku, w ktérym udalo sig
rozwiazaé réwnania hydrodynamiezne, t. J. gdy chodzi o prostoli-

‘nijoy ruch wahadlowy, wykonywany przez kulg w ofrodku lepkim,

pokazuje sig, e opér?) uémierzajacy wahania wynosi (dla pred-
kosei 1): - )
(50) W = 6mua (1-;_1‘/2-“3) ,
af ¢
gdzie © oznacza okres wahah. Prawo Stokesa jest zatem w tym
przypadku wazne tylko, gdy wyraz dodatkowy w nawiasach jest
znikomo maly. Chese poréwnaé z tym przypadkiem stosunki panu-
jace w ruchu Browna, wypadaloby podstawié czas T z rozwa-
zah § 17:

! W 9p’

tak e wyraz dodatkowy bylby wielkodcia, wynoszaes § wladciwego
oporn Stokesa. Poczgtkowo sadzilem istotnie, ze przyjecie wzoru
Stokesh pociaga za soby pewns niedokladnosé i ze trzeba wsku-
tek tego zadowolnié sig przyblizonem okresleniem rzedu wielkosel
ruchéw Browna ?). Pésniejsze pomiary dodwiadezalne (§ 28) po-
twierdzily jednak wzdr (28) z taka dokladnoscis, ze mozna to uwa-
saé za empiryczne sprawdzenie waznosei prawa Stokesa w ru-
chach Browna. Ten nieovzekiwany fakt zdaje sig wskazywaé, ze
poréwnanie ruchéw Browna z ruchem wahadlowym nie jest

1 Poréwn. H. Lamb, Hydrodynamies, p- 584.

%) Obliezenie mofje, odnoszgee sie do ruchéw Browna w gazie stosunkowo
rozrzedzonym (§ 30, w ktérym dlugodé drogi swobodnej czgsteczek jest duZa
w pordwnaniu do rozmiaréw czgstek, nie podlega temn zarzutowi, gdyZ obcho-
dzi sie bez uzycia prawa Stokesa. :
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trafne, albo moze raczej stwierdza wasno$é metody rozumowania
§ 24, gdzie prawo Stokesa, ezy tez ogdlniej zalozenie propor-
cjonalnosei oporu do predkosei, jest stosowane w nieco odmienny
sposéb. Wywéd ow; ktéry wogdle wydaje mi sig ze wazystkich
najécislejazym, usunalby sie calkowicie z pod omawianego zarzutu,
gdyby udalo sie dowiedé, ze superpozycja ruchu wahadlowego po-
nad trwaly ruch postgpowy kuli nie wywoluje zmiany oporu, do-
znawanego przez nia wzgledem ruchu postepowego. Przypuszezam,
e moznaby to udowodnié na mocy linjowego ksztaltu réwnah hy-
drodynamicznych cieczy lepkich (w razie ruehu powolnego), ale na
razie ograniczam sig do zaznaczenia tego problematu.

. Baezy sig z tym przedmiotem jeszeze inna kwestja, posiadajgca

co prawda tylko teoretyczne znaczenie i nie mogaea wplynaé na-

wazno$é waordw (23), (82), podlegajacych kontroli doswiadezalnej.
Wiadomo ?), ze cialo zanurzone w eieesy zachowuje sie wobec sil
dazgeyeh do zmiany jego predkosei ruchu, jak gdyby jego masa
byla powigkszona; ujawnia sie w tem bezwladnodé cieczy otacza-
jacej, bioracej udzial w ruchu. Jezeli chodzi o kulg, poruszajacs sie
w cleczy idealnej, powigkszenie masy réwna sig polowie masy cie-
ezy, wypartej przez kule. Gdy chodzi o kule, wykanywajacs wa-
hania w cieczy lepkiej, doliczyé trzeba jeszeze wyraz dodatkowy,
analogiezny do poprawki wystgpujacej wdwezas we wzorze Sto-
kesa. Nawet jezeli pominiemy te poprawke, w kaidym razie ,masa
pozorna® czastek emulsji mastyksu, gumiguty it d. musi byé pra-
wie o polowg wigksza od ich masy rzeczywistej. Wobee tego na-
suwa sig niepokojgee zrazu pytanie, czy owo. powigkszenie masy
nie objawi si¢ w zmniejszenin predkodei postepowej czastek G
ktéra okresla sie na moey prawa wyréwnywania sig energji kine-
tyeznej (21). Pytamy dalej: czy nie spowoduje ono blgddw, jezeli
wyznaczamy masy- lub ,ciezary czastecakowe® substaneyj rozpusz-
czalnych metodami kryoskopijnemi i podobnemi - sposobami, zwia-
zanemi z prawami ci$nienia osmotyecznego?

Mozna latwo wykazaé, ze wspomniane zjawisko nie moze mieé
wplywu ani na dostrzegalne ruchy Browna, ktére nie zalezs od
masy czastek (por. § 18), ani na sposoby wyznaczania cigzaréw
czgsteczkowych w roztworach. Na razie nie widzimy mozliwodel
dodwiadezalnego rozstrzygniecia, czy predkosé C obliczaé wypada

4 Patrz np. H. Lamb, Hydrodynamics, pp. 115, 584.
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z wzora (21) przy wprowadzaniu masy rzeczywistej, czy tez pozor-
nej. Pewne okolicznosei, zwiszane z zasada ekwipartycji Max-
wella, przemawiaja za pierwszg ewentualnoseis, ale nie hedziemy
na tem miejsen zajmowali sig ich rozirzgsaniem, gdyz cala kwestja
na razie jest pozbawiona znaczenia prakiycznego; odsylamy do ar-
tykulu *). gdzie rzecz ta jest obszerniej przedstawiona.

§ 28. Pomiary postepowych ruchdéw Browna, wykonywa-
nych przez czastki kuliste. 'Zanim prace teoretyczne wskazaly
wiasciws metode badania ruchéw Browna, réini obserwatorowie
dazyli zazwyezaj do wyznaczenia ,predkosei” tych ruchéw lub ich
amplitnd. Z tych pomiaréw mozna juz wyczytaé pewne wyniki ja-'
kosciowe, przemawiajace za wzorem (28), o ile chodzi o wplyw
rozmiaréw czastek (Exner, Zsigmondy), temperatury i lepkosei
{Exuer, Svedherg) i rzgd wielkosei przesunigé Ax. Ten mate-
rjal do$wiadezalny przytoczylem w pierwszych pracach o tym
przedmiocie, jako poparcie kinetycznej teorji ruchéw Browna.
Teorja ta wszakze wyjasnila rdownoczednie, ze pojecie predkosel
nie daje sig tutaj wogole stosowaé, natomiast stosunek Ax%/¢ posiada
warto$é okreslona, wyznaczy¢ sie dajaes.

Pierwsze scisle pomiary z tego punktu widzenia wykonal Sed-
dig?), stosujae metode migawkowych, w regularnyeh przedzialach
eo 1/, sek. powtarzanyeh zdjeé mikrofotograficznyeh. Celem jego
pracy bylo poréwnanie §redniego przesunigeia Vae aia tej samej
zawiesiny (cynober w wodzie) w temperaturach 170° i 900 Otrzy-
mal stosunek 220, podezas gdy wzdr (28) daje 2:05, zgodnosé dodé
zadawalniajaca. wobee znacznej niepewnosei w wyznaczanin tem-
peratury.

Mniej wigee] w tym samym czasie V. Henri % hadal ruchy
czastek emulsji kauczuku droga zdje¢ kinematograficznyeh i stwier-
dzil proporejonalno$é przesunieé do pierwiastka czasu; byly one
jednak znacznie mniejsze, niz wzér teoretyezny wskazuje. Bardzo
mozliwe jest, e spowodowane to zostalo, jak sadzi Svedberg,
przez zbyt maly odstep miedzy szklem przedmiotowem i praykryw- -
kowem, coby musialo powiekszyé opér przeciwdzalajacy ruchom

Y M. Smoluchowski, Kslega pamigtk. Uniw. Lwowskiego, 1911 -{tom
niniejszy, str, 209; przyp. wyd.]. ’

%) M. Seddig, Phys. Zeitschr. 9, p. 465, 1908.

3) V. Henri, C. R. 146, p. 1024, 1908; 147, p. 62, 1908,
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czgstek. Niekorzystne wrazenie tych badan zostalo szybko zatarte
przen $wietne potwierdzenia teorji, ktérych dostarczyly systema-
tyezne i staranne pomiary, wykonane przez Perrina i jego wspdl-
pracownikéw 1. Metoda polegala na obserwacji ruchu czastek (za-
wiesin gumiguty lub mastyksu) i znaczenin ich pozyeyj w jednakowych
odstgpach czasu w przyrzadzie rysunkowym. Kontrolowano przytem
wplyw wszystkich czynnikéw zmiennyeh, wystgpujacych we wzo-
rze (28). Tak np. proporcjonalnosé wychyled do pierwiastka czasu
uwydatnia sie w serji pomiaréw, wykonanej przez Chaudesai-
guesa, kidre przedstawione sg w niniejszej tablicace. Pierwsza jej
kolumna podaje przecigg czasu obserwacji, druga srednie przesu-
nigeia doswiadezalne, trzecia wartodei, obliczone na podstawie zalo-

genia proporcjonalnodei do J£:

t |Awdow.| dw obl. | ¢ |Awdosw.| Aw obl.

30 67 90 118
60 938 946 120 1895

116
13-4

|
|
i
i

Jak dokladnie stwierdzona zostala zalezno$é od rozmiaréw cza-
stek oraz od spélezynnika lepkosei, najlepiéj uwidocznia to zesta-
wienie nastepujace, w ktdrem zawarte sy ostateczne wyniki wszyst-
kich seryj pomiaréw. Za kontrolg sluzy w tym przypadkn zgodnogé
liezb N, obliczonych na podstawie wzoru (28) z ruchu obserwowa-
nego. Wymienione sg réwnoczesnie, pod M, masy ezastek, pod n
liezba zmierzonych przesunigé.

Rodzaj emulsji #.10%| @100 | M. 10%] #  |N.10- Obserwator

I gumigutawwodsie| 1 |060 | 600 100 | 80 | Perrin i Ch.
I » " 1 10212 48| 900 | 695 | Chaudesaigues
et n roztw. cukru | 4—B i | 400} 55

IV mastyks w wodzie| 1 |052.% 850 | 1000 | 725 | Dgbrowski
Y » TOztW. moezn. 13550 (760000 | 100 | 78 Perrin %)
VI gumiguts w glicer. | 125 10885 | 290 100 | 64 | Bjerrum

VIL .,  wwodzie] 1 |0867 | 246]|1500 | 688 | Perrin

%) J. Perrin, C. R. 146, p. 967, 1908; 147, pp. 475, 530, 594, 1908; 149,
p- 549, 1909; 152, pp. 1165, 1380, 1911; J. Perrin et 8t. Dabrowski, C. R.
149, p. 477, 1909; J. Perrin et N. Bjerrum, .C. R. 152; p. 1569, 1911;
opréez tego ogdlne opracowania tego tematu przez Perrina, wymienione w § 16.

%) Pomiar tu podany nie odnosi. sig do ruchu postepowego, lecz do obro-
towego, 0 czem blizej w § 29. .

icm

£X1v. O FLUETUACJACH TERMODYNAMICZNYCH 319

Wobee olbrzymich réznic ezynnikéw g i 1l zgodnodé wypadko-
wych liezb’ N jest bardzo zadawalniajgca; zblizajs sie one réwniez
do najprawdopodobniejszej, w inny sposéb znalezionej wartosei
N=1605. 10, choé istnieje jeszcze pewna rdznica miedzy tg liczbg
a wartoscig .V = 688 .10, uznang przez Perrina za najdoklad-
niejsza. Do tej kwestji jeszeze powréeimy w §§ 32, 35.

Z pééniejszych badan nad tym przedmiotem zasluguja na uwage
prace Svedberga i Inouye'go ) nad koloidalnemi roztworami
zlota, wykonane przy pomoey ultramikroskopu. Dowiodly one, Ze
ruchliwodé czastek o jednakowej masie jest rézna, zaleinie od tego,
jeks drogs dany roztwdr zostal sporzgdzony. Roztwory Swieze,
otrzymane drogs redukeji, . okazywaly prawie zupelng zgodnosé
z wzorem (28); jezeli rozmiary eczgstek obliczano z ich masy, w za-
loseniu ksztaltu kulistego. Natomisst w roztworach starszych, lub
sporzadzonych metods zarodnikéw, wystgpowaly wielkie, do 477,
dochodzace odechylenia. Svedberg tldmaczy to przekonywajaco
tem, ze takie czastki tworza ggbezaste skupienia, zlojone z muoiej-
szych ziarnek, wige spélezynuik opora musi byé wigkszy niz po-
dsje prawo Stokesa. Jednak i w tych pomiarach proporcjonalnosé
przesunigé do pierwiastka z ezasu sprawdzala sig bardzo dokladnie,
jak to okaznje nastgpujscy przyklad, w kiérym wymienione sg
czasy, jako wielokrotnoéei przedzialu 7= 1'48 sekund.

g t=nz | 1 | 2 . 3 | & | 5 6
: ; ; T i T

idx dodw. . .. 31 | B | 3 | &4 | 70 78
|4 obl . . .| 32 | 4% | BE | 62 ‘ 69 76
| ; ‘ ;

Powasne Zrédlo niepewnosei we wszystkich wspomnianych po-
miarach tworzy okolicznodé, ze wielkosé promieni czastek oraz
przesunieé znajdowano jako wypadkows pomiaréw, odnoszacych sig
do calej gromady eczastek. Zastosowanie wzoru (28) jest zatem tylko
wtedy usprawiedliwione, jezeli wezystkie ezgstki sa jednakowe; pod
tym wzgledem nawet staranne i mozolne metody frakejonowanego
centryfugowania, uzywane przez Perrina, nie dajs pelnej gwa- .
rancji. Dlatego za postep uwazamy metody, wprowadzone w pracach

1) Th. Svedberg, K. Inouye, Arkiv f Kemi, Svensk. Ak. 19, 1911;
Th. Svedberg, Die Existenz d. Molekiile, Leipzig 1912,
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Zanggera, Bohiego, Ettenreicha, Nordlunda ), w ktérych
obserwowano tylko jedng czastke, a rozmiary jej obliczano z pred-
kosei opadania pod wplywem cigzkodei. Doswiadezenia te nie byly
jednak wyczerpujace. Celem pierwszej z wymienionych prac bylo
doktadne obliczenie liezby N; autorowie dla niej otrzymali wartodé
N=61.10% Ettenreicha pomiary zawierajs niewyjasnione
jeszeze Zrédla bledéw, gdyz $rednie przesunigeia Az okazaly sig
inne, o kilka procentéw mniejsze, w kierunku pionowym niz w kie-
runku poziomym 2). Pomiary Nordlunda ss spaczone powaing
wads, t. j. uzyciem naczynia zbyt ciasnego (odstep Scian 4 u), eo
musialo spowodowa¢ znaczne powigkszenie oporu i uniemozliwia
teoretyczne zuzytkowanie podanych liczh. Bardzo pozadane byloby
nagromadzenie dalszego systematycznego materjalu zapomoes tej
metody. :

§ 29. Obserwacje czastek niekulistych i ruchéw obrotowych.
Dotychezas omawiane badania odnosily sig do obserwacyj ruchéw
postepowych Browna czastek kulistyeh. Rozwazania teoretyczne,
uogélnione w formie wzoru (48), majs -jednak, jak jus wspomina-
liémy, znaczenie o wiele ogélniejsze; mozemy je réwniez stosowad
do ruchéw czastek o odmiennym ksataleie oraz do ruchéw obroto-
wyeh. Interesujace jest poréwnanie kilku tego rodzaju zjawisk.

Ilofeiowe pomiary nad czastkami wydluzonemi, ksataltu preci-
kéw, zostaly wykonane przez Przibrama$). Autor ten chserwo-
wal ruchy martwych okazéw drobnoustroju bacillus subtilis, ktéry
tworzy sztywne lancuchy, majace ksztalt precikéw, mniej wigeej
016 4 grubosei, a kilka lub kilkanaseie razy wigkszej dlugosei.
Pozycje ich wyznaczal w przyroadzie rysunkowym w taki sposch,
6 z tych danych. mozna bylo wyznaczyé oddzielnie ruchy skla-
dowe érodka cigzkodei precikéw w kierunku osi, oddzielnie w kie-
runku prostopadlym, oraz wreszcie katy obrotu. W celu pordwna-
nia z wzorem ogélnym (48) Przibram obliczal spélezynniki oporu,

Y) H. Zangger, Kolloid-Zeitschr. 9, p. 216, 1911; P. Bohi, Vierteljahrs-
sebrift d. naturf. Gesell. Ziirich 56, p. 183, 1911; R. v. Ettenreich, Sitzgsber.
Wien. Akad. 121, II p. 1163, 1912, Co do pracy Nordlunda patrz referat
Svedberga cytow. § 16, -

%) [Por. prace nastepujace: Ph. Frank, Ann. d Physik. Bd. 52, p. 323.
1917. R. Piirth, Amn. d. Physik, Bd. 59, p. 409. 1919; prayp. wyd.).

®) K. Przibram, Sitzgsber. Wien. Akad. 121, I, p. 2339, 1912; 122, I,
p- 1895, 1918,
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poslugujae sig wzorami Lamba (§ 26) dla ruchdw postepowych,
oraz wyznaczajae empirycznie spélezynniki oporu dla ruchu obro-
towego, zapomoey doswiadezed nad pretami (o dlugosei kilku cen-
tymetréw ale o ksztaleie geometryeznie podobnym do owych bak-
¢ylow]. obracanemi w cieczach lepkich (gliceryna, olej ryeynowy).
Jako przyklad podajemy zestawienie wynikéw, odnoszacyeh sie do
rachu obrotowego, w ktdrem a/b oznacza stosunek dlugodei preci-
kéw do ieh grubosei, Ae zad éredni kat obrotu przypadajgey na
30 sekund:

i | ! ]
3. - - |08 B8

| |
: l i | i ' i r {

Cde dedw. .

| | i i | :
D40k 46 98 224 198 161 99 89 83 [

daobl . 434 434 290 247 194 165 (14 90 90

Przy obliezeniu ostatniej kolumny trzeba bylo przgjac wynik éredni
N=2805.10%; odstepstwo tej licaby od wartosei wymienionej
W § 28 ttomaczy sig zbyt malemi rozmiarami komory ultramikro-
skopijnej. Autor usiluje uwszgledni¢ rachunkowo pochodzace stad
powigkszenie oporn i dochodzi 'do poprawionej liczby N ==563.10%,
ale watpié mozna, ezy poprawka ta jest dokladna, W kazdym razie
zgodnosé z wzorem teoretyeznym jest zadziwiajaco dobra, jezeli
uwzgledni si¢ wielkosé mozliwych ‘bledsw doéwiadezalnyeh. To samo
odnosi sig do ruchéw postgpowyeh, przy ktrych przesuniecia osiowe
byly ocaywiseie o wiele wigksze niz poprzeczne.

Pierwsze obserwacje ruchéw obrotowych wykonal juz przed
kilkn laty Perrin?), obserwnjae duse ziarna mastyksa (Srednica
2a==13u), zawieszone w roztworze mocznika. Obroty ziarn po-
znawano przy pomocy pewnych cech przypadkowyeh; wynosily
one srednio 14'5° na minute, z eczego wynika na podstawie wzoru
(49) liczba N=65.10%, w zgodnofei z innemi wyznaezeniami
Perrina. Slusznie jednak pani De Haas-Lorentz podniosla
przeciwko obliczeniu Perrina zarzut, se zastosowanie wzorn (49)

w tym przypadku nie jest uzasadnione. Odnosi sie on tylko do

*) Jean Perrin, C. R. 149, p. 549, 1909; G. L. De Haas-Lorents,
Die Brown’sche Bewegung, Braunschweig 1913, p. 43. .
M. Smoluchowski, II. ) 21
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obrotu ciala posiadajgcego jeden stopien swobody ruchu okolo osi
stalej, nie zaé do osi o kierunkach zmiennych w przestrzeni. W ra-
zie osi swobodnych 6w wzér mozna stosowad tylko'w przyblizeniu,
gdy katy obrotu sy bardzo male; zdaje sie, e warunek ten w do-
$wiadezeniach P errina byl dostatecznie spelniony.

§ 80. Ruchy Browna czastek zawieszonych w gazach. Zdaje
sie, ze pierwszy Bodaszewski w r. 1882 spostrzeg! istnienie
ruchéw Browna eczgstek zawieszonyeh w gazach (dymy salmiaku,
tytoniu); powtdrzyl jego doswiadezenia Liehmann ). Obserwacje
te zostaly zapomniane; zwrécilem na nie w r. 1906 uwage, widzge
w nich poparcie kinetycznej teorji ruchéw Browna, gdy, rozwi-
jajac te teorje, doszedlem do wniosku, ze analogiczne, ale stosun-
kowo jeszeze wydatniejsze ruchy niz w cieczach muszg wystgpowaé
w .ofrodkach gazowych. Istnieje tu wszakze réznica z punktu wi-
dzenia teoretycznego. Jeseli diugodé drogi swobodnej czgsteczek gazu
nie jest znikomo mata w poréwnaniu do rozmiaréw czastek, nie-
ciaglodé struktury osrodka gazowego ujawni sig w tem, ze wzdr
Stokesa da oporu wymagaé bedzie pewnej poprawki. A gdy
przejdziemy do kraticowo przeciwnego przypadku: drogi swobodnej
duzej w poréwnaniu do rozmiaréw czastek, prawa oporu beds
zupelnie odmienne niz w zwyklych warunkach, gdyz opér nie za-
lezy woéwezas weale od spélezynnika lepkodel, lecz jest proporejo-
nalny do przekroju i do predkodci czgsteczkowej. W tym przypadku
rozwazanie upraszcza sig o tyle, Ze nie potrzeba weale odwolywaé
sig do réwnaf hydrodynamiki; mozna opér bezposrednio obliezyé,
jako skutek uderzed czgsteczek o cialo poruszajace sig; wowezas
normalny Maxwellowski rozklad predkodci ezgsteczkowyeh w ga-
zie otaczajacym nie doznaje dostrzegaloych zmian wskutek ruchu
owego ciala. Kazde uderzenie powoduje stosunkowo drobne odchy-
lenie kierunkn rachu, odbywajacego sig przecigtnie z predkoseis C;
jeteli praypuicimy dla uproszczenia, e wielkoéé wszystkich odehy-
len-jest jednakowa oraz ze dlugosei drég prostych sg jednakowe,
tatwo obliczyé mozna $rednis odleglodé, osiagnigty po # uderzeniach,
Nie podajemy rachunku szezegdlowego, gdys uproszczenia powo-

DE Bodaszewak1: Kosmos; 7 p. 177, 1882; Dinglers Journal 239, -

p. 825, 1882. 0. Lehmann Molekularphysik II p. 5. Pdsniej takZe R. Zsig+
mondy obserwowal ruchy ezq.stek dymu: Zur Erkenntnis d. Kolloide, Jena
1905, p. 152,
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duja niepewno$é co do wartosel spélezynnika wzorn koficowego.
Podalem %) go w postaci:

ol 3HE

1) Viz=3) v mne

gdzie g oznacza gesiofd, ¢ predkosé cazgsteczkowsy gazu, ale zazua-
ezylem wyraZnie, ze chodzi tylko o ogélny jego ksztalt oraz rzad
wielkosci, ktbre tez istotnie zgadzajs sig z péiniejszemi wynikami.
W razie jednak, jezeli cisnienie gazu albo rozmiary czastek sy tak
duze, #e dlugosé drogi swobodnej czasteczek jest wielkosei zni-
koms w poréwnaniu do rozmiaréw eczastek, wainy pozostaje wzér
(28), ten sam jak dla cieczy.

Dia skontrolowania tej teorji podjal Ehrenhaft 5w or: 1907
pierwsze zbadanie ilosciowe tego rodzaju zjawisk, obserwujac prze-
sunigeia czastek dymu oraz srebra, rozpylonego lukiem elektrycz-
nym; doszedl do wniosku, Ze rzad wielkosci obserwowanych
(Ar=0046 mm na sekundg) odpowiada wzorowi teoretycznemu
(61). Byla to, coprawda, kontrola dosé nieseisla, gdyz opierala sig
na niepewnej ocenie wielkodei czastek. Obserwacje, wykonane péz-
niej przez p. de Broglie #), przyniosly dalsze potwierdzenie teorji,
gdyz ruchy Browna w pewnym prrypadku pozostawaly niezmie-
nione w obrgbie cisnief, od atmosferycznago poezgwszy ai do 10 mm.,
rigei, a przy dalszem romrzedzaniu znacunie wzrastaly, co tlémaczy
sig zmnigjszaniem oporu wystgpujscego weding (51), gdy dlugosé
drogi swobodnej staje sig poréwnywalna z rozmiarami czastek.

§ 31. Pomiary Millikana i Fletchera. Dokladniejszych danych
dostarezyly dopiero badania, podjete, gdy kwestje te nabraly zna-
czenia ze wzgledu na slynne doswiadezenia Millikana 4), sluzsce
do okreflenia naboju elektronowego. Wiadomo, ze metoda Milli-
kana polega na pordwnaniu predkosei ruchu elekiryeznie nalado-
wanej kropelki oliwy, gdy opada pod samym wplywem cigzkosei,

M. Smoluchowski, Rozpr. W. M. P. Ak. Umiej. w Krakowie 46,
p- 274, 1903, [Tom I, str. 507; preyp. wyd.].

Y F. Ehrenhaft, Sitzgsber. Wien, Ak. 116, IT p. 1139, 1307 Patrz ta.kze
H. Molisch, Sitzgsber. Wien. Ak. 116, I p. 467, 1907.

3} de Broglie, C. B. 148, pp. 1163, 1315, 1909; Radium 6, p. 203, 1908;
Phys. Zeitschr. 11, p. 33, 1910; C. R. 154, p. 118, 1912,

4 R. A. Millikan, Physik. Zeitschr. 11, p. 1097 1910; Phys. Review 2,
p. 109, 1913.

a1
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z predkodcis wznoszenia sig, gdy odpowiednie pole elekiryezne.

przeciwdziala cigzkosei. Millikan uzywal stosunkowo duzych kro-

pelek (05 —58.10*em), dla ktérych wzér Stokesa byl pray-

blizenie wazny; poprawke, zaleing od dlugosei drogi swobodnej 4,

obliczal empirycznie, trzymajac sig formy wzoru teoretycznego po-

- danego w roku 1910 %) przez Cunninghama:

®2) L
144 2

Aseby dla szukanej wartosei naboju elekironowego otrzymaé liezby
zgodne we wszystkich doswiadezeniach, trzeba bylo przyjaé spol-
czynnik A = 0817, obliczajac 4 z wzoru O. E. Meyera:

(53) 4=3099 £,
Q 4

Istnieja tu jeszeze pewne kwestje niezupelnie wyjasnione, ktdre
ze wzgledu na nasz gléwny temat poruszyé musimy. Po pierwsze,
wzér Cunninghama jest pozbawiony glebszych podstaw tecre-
tycznych 1 posiada wylgeznie wartosé wzoru interpolacyjnego, ktéry
tylko w krafcowyeh praypadkach znikomo malego lub bardzo du-
zego A/a ma znaczenie istotne, W tych razach bowiem redukuje
sig on do wzoru Stokesa albo tez do wzoru:

___2mz*cg

(®4) ="

ktérego ksztalt przewidzie¢ mozna nawet bez rachunkm, jak juz
wspominalismy, w razie duzej A. Pozostaje jednak i w tym kran-
cowym przypadku niepewnosé eo do liczbowej wartosci spdlezyn-

nika A, ktéra zalezeé musi od sposobu, w jaki ezgsteczki gazu od -

powierzchni kuli odbijaja sie, a zatem. od stopnia szorstkosei jej
_powierzchni. Gdyby powierzchnia byla idealnie gladka i uderzenie
sprezyste, byloby 4 = 158; szorstkoéé powierzchni, ezy tei nie-

%) E. Cunningham, Proc. Roy. Soc. 83, p. 857, 1910; M. Knudsen
u. 8. Weber, Ann. d. Phys. 86, p. 981, 1911; J. Roux, C. R. 152, p. 1168,
1911; Mec. Keehan, Phys. Zeitschr. 12, p. 707, 1911; M. Smoluchowski,
Proe. Int. Math. Congress, Cambridge, 1912, IL p. 192 [tom niniejszy, str. 195;
prayp. wyd.]. .
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sprezysto$é uderzedr wmusi powigkszyé opér i zmniejszyé wartodé
spélezynnika 4.

W ostatniej swojej. ulepszonemi metodami wykonanej praey
Millikan %) otrzymal empiryezny wzdr na opér:

6xpa

55} W= .
[0'8?4 + 082 e“""ﬂ

l-{~é

a
kiéry takie nie posiada ogdlniejszego znaczenia, ale wskazuje, ze
wzér (52) nie moze byé wystarczajacy, a dla wielkich rozrzedzen
daje wartos¢ krancows 4 =1193. Inni autorowie, Enudsen
i Weber, Roux, doseli do nieco odmiennyeh wynikéw: bardzo

_byé moze, iz tu takze indywidualne wlaseiwosei réznyeh powierzehni

odgrywajs rolg. Wszystkie te kwestje posiadaja to samo znaczenie
réwoiez dla ruchu Browna, gdyz, chege dostosowaé do tego przy-
padku wzér ogdlny (48), trzeba znaé spolezynnik ruchliwodei B.

Na szezgscie istnieje jednak sposdb obejscia tych niepewnose,
podany przez Fletchera?; i polegajacy na tem, ze mierzy sig
dla tej samej czastki predkodé opadania i wznoszenia sig oraz prze-
sunigeia Browna, co umosliwia wyrugowanie nieznanégo B z wzoru
(48). Zwazywszy mianowicie, Ze czgstka o masie m i naboju e
wznosi sie w polu elekirycznem E w mysl réwnania:

Ee—mg=oW
podezas gdy pod samym wplywem cigzkosei opada wedlug :
mg=1v'W,
otrzymujemy przez dodanie tych réwnan nieznang wielkos¢ B= /W
i podstawiajae ja do wzoru (48), dochodzimy do réwnania:

—— 2HO vt o
(56) Ir="" 0

Wezér ten nadaje sig tem lepiej do kontroli, ze nie wymaga weale
znajomosei lieczby Avogadra N, zawiera tylko dobrze znans staly
Faradaya Ne=: 96540 kulombéw.

9 R. A. Millikan, Phys. Rev. 1, p. 218, 1913,
?) H. Fletcher, Phys. Rev. 82, p. 251, 1911; 388, p. 81, 1911; Phys.
Zeitschr. 12, p. 202, 1911; Radium, 8, p. 279, 1911,
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Wyniki pomiaréw Fletchera tworzg tak pigkne potwierdzenie
wzoru teoretyeznego, Ze wypada je na tem miejseu przytoczyé, nie
wehodzae zreszty w szezeglly metody eksperymentalnej. Wymie-
niamy w pierwszej kolumnie cidnienia powietrza (w mm. rteci),
w drugiej przecigtne przesunigeia Brow nowskie (zmierzone), w trze-
ciej te same wielkosdei, obliczone na mooy wzorn (56), wreszeie
w czwartej kolumnie liczbg pomiaréw.

P 4| dodw. | |dw| obl n

| 21-2 28'3 277 125

| 20-8 2865 232 136
231 990 945 321 -
143 . 1061 1057 202
997 1162 1183 171
70 S 1256 1215 200
65 1278 12-52 84
298 196 205 41
22-8 243 238 . 8

§ 32. Do$wiadczenia Ehrenhafta. Podobne dodwiadezenia jak
Millikan, wykonal, nawet czeSciowo juz przed tym autorem,
Ehrenhaft 1), usywajac jednak czastek znacznie mniejszych,
o promieniach od 004 do 0-2 u i stosujac metodg obserwacji ultra-
mikroskopijnej. Doszed! praytem do wynikéw zupelnie sprzeeznych
z rezultatami prac Millikana. Poczatkowo utrzymywal, ze istniejs
nietylko calkowite wielokrotnosei pewnej minimalnej, lecz wogdle
.wazelkie mozliwe wartodei elementarnego naboju; obecnie zgadza
sig z Millikanem co do niepodzielnodei nahojéw elementarnyeh,

ale prayjmuje je znacznie mniejsze (dochodzace do 1-4.1071 jed-.

nostek elektrost) niz Millikan i inni autorowie (4:8.10-10),
Sprawa ta pozornie nie ma bezpoéredniego zwigzku z paszym
tematem; w rzeczywistosei laczy sig ona ze zjawiskiem Browna,

) F. Ehrenhaft, Sitzgsber. Wien. Akad, 119, p. 815, 1910 i liczne
dalsze prace; ostateczny rezultat swych badan antor podaje w obszernem opra-
cowaniu: Sitzgsber. Wien. Akad. 182, p. 53, 1914. Patrz takie: E. Weiss,
Sitzgsber. d. Wien. Akad. 120, p. 1021, 1911; A. Mayer, ibidem 121,
p. 1097, 1812.
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ktére kombinuje sig z jednostajnem opadaniem lub wznoszeniem sig
czgstek 1 ktére (jak réwniez odstepstwa od prawa Stokesa) w do-
dwiadezeniach Ehrenhafta, z powodu malych rozmiaréw czastek,
wywiera bezporéwnanis wigkszy wplyw niz w pomiarach Milli-
kana Znamienne pod tym wzgledem jest twierdzenie Ehren-
hafta, ze wzér (56), ktéry tak dobrze sprawdzony zostal przez
Fletchera, traci wazno$é dla czgstek mniejszych niz 0-2 u. mia-
nowicie tak, ze¢ ruchy Browna wprawdzie warastajg ze zmniej-
szaniem sig promienia, ale wzrastanie w poréwnaniu do wzoru jest
coraz mniej wybitne. Rzecz cala wymaga blizszego wyswietlenia.
Wedlug dotychezasowyceh naszych wiadomosei mozna przypuscié,
#e dziwne wyniki badah Ehrenhafta dadzs sig w znacznej ezedei,
a moze calkowicie, wyjasnié nastgpujscemi okolicznodeiami: 1) Od-
chylenie postaci czastek od kuli. Wskazujs to zwlaszeza pomiary
E. Weissa, ktory wykazal, Ze anormalne wartosei ruchliwodei
w polu elektryeznem znajdujemy wlasnie dla tvch samyeh czastek,
ktére okazujs anomalje ruchéw Browna. Anomalje postaci ziarn
zostaly stwierdzone w innych doswiadezeniach przez Svedberga
(§ 28), zapewne tez tlémaczg osobliwe wyniki prasy Ettenreicha
(§ 28). 2) Niedocenianie wplywu ruchéw Browna. Ta okolicznodé
przedstawia ogdlniejszy interes zasadniezy ze wizgledu na zjawisko,
ktérem gléwnie sig zajmujemy. Juz w pierwszej pracy zauwazylem,
ze ruchéw rzeczywistych, wykonywanych przez drobng ezastke,
weale spostrzee nie mozemy, gdyz odbywajs sig ze zbyt wielkg
(w powigkszeniu mikroskopowem) prédkoéeiq i w sposéh niesly-
chanie szybko zmienny. Te sams my#l objasnila pdzniej nieco szcze-
golowiej pani De Haas-Lorentz (loc. cit, § 16, p. 77). Oce-
niamy chwilowe polozenie czastki na podstawie obrazm wzrokowego,
ktéry skldda sie z wrazen, odbieranych w przeciagn skoiczonego
czasu (okolo Y/;, sekundy), zaleinego od fizjologicznyeh wlasei-
woéei oka. To, co uwazamy za obraz czastki, jest wlasciwie wyni-
kiem catkowania ruchu Browna w tym przedziale czasu. Rozumie
si¢ zatem, ze wszelkie pomiary ruchéw Browna dajs wynik za
maly, gdyz oko ludzkie nie potrafi podazyé za drobnemi, szybko
przebieganemi zygzakami, a blad ten musi tem wigkszego nabyé
znaczenia, im krétszy jest czas obserwacji i im szybszy jest ruch
czgstek, zatem im mniejsze ss ich rozmiary. Zupelnie naturalny
wydaje sig nam zatem fakt, 76 wlasnie dla czastek ultramikrosko-
pijuych w gazach zauwazono odstgpstwa od wzoru teoretycanego,
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Sprawa ta, na ktérs zbyt malo dotychezas zwracano uwagi, wymaga
jeszeze blizszego ilodeiowego zbadania, gdyz ma ona zasadnicze zna-
czenie dla pomiaréw ruchéw Browna, zwlaszeza, jezeli chodzi
o czastki ultramikroskopijne ).

Rozklad ezastek emulsji w polu ciezkosel.

§ 88. Teorja. Rozwazania, dotyczgce ruchéw Browna, opie-
raly si¢ wszystkie na analogji czastek, zawieszonych w odrodku

plynoym, z czgsteczkami gazowemi, analogji, ktéra wyraza sig.

ilodciowo w tem, ze energja kinetyczna ruchu postepowego w obu
przypadkach musi byé jednakowa. Poréwnanie to nasuwa dalszg
konsekweneje, ktéra prawie réwnoczesnie wypowiedzieli Einstein
i autor niniejszego referatu, a ktérej Perrin uzyl jako podstawy
do najseislejszyeh swych wyznaczen liczshy N. Emulsja, zlozona
z takich czastek, pod wplywem eciezkodei musi przybraé rozklad
analogiczny do rozkladu gestodci w atmosferze ziemskiej. Résnica
jest tylko ilodciowa, zaleinie od ecigzaru czgstek oraz od gestosei
ofrodka otaczajacego, ktéry w przypadku emulsji dziala tak, jak
gdyby zmniejszal natezenie cigzkosei.

Najlepiej ocenimy te zjawiska, wprowadzajae pojecie Wysokoéci
warstwy, w ktérej obrgbie gesto$é zmniejsza sig do polowy. W mysl
wzoru aerostatycznego:

67 e Y
wielkodé ta jest:

R6. He
h=-g—log2 =—w—10g2,

wynosi zatem dla powietrza h = 5600 m, dla wodoru % = 81000 m
a ogdlnie jest odwrotnie proporcjonalna do cigsaru czasteczkowego w
danego gazu. Kula o promieniu a, gestofei g, zawieszona w eieczy
o gestodel g, ma cigtar pozorny 4atm(p-— g,)g; mnozac tg wiel-
kos¢ przez liczbe Loschmidta N, otrzymujemy chemiczny cigzar

*) Z drugiej strony powinno sie takie uwzgledni¢ jeszeze inny szezegdl
natury fizjologicanej, jako mozliwe zrédto bledéw przy wszelkich pomiarach t.j.ruch
Browna, wykonywauy przez reke obserwatora, Sledzacego ruch cagstek w przy-
rzgdzie rysunkowym, lub pozorny ruch Browna, pochodzacy od przypadko-
wych niedokladnofei w oznaczanin czaséw. Takie subjektywne bledy musza
powigkszaé érednie odchylenia; powinno sig daiyé do oeeny ich wplywu,
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czgsteczkowy @ czastki kuliste], jezeli uwazamy ja cals za taka
czasteczke. Dla liczby ezastek emulsji bedzie zatem wazne prawe:

0=, £V
(58} O 3 )
= N Iza'(p —ejg B

Ten sam wynik mozna oczywiscie takze wyprowadzié z réwnai
hydrostatyeznych, zwasywszy, ze czastki zawarte w 1em® emulsji
podlegajs sile cigzkosei oraz réznicom cidnienia osmotyeznego, wy-
wolywanym przez nieréwnomiernosé rozkladu. Poniewaz cisnienie
osmotyczne emulsji rozrzedzonej podlega prawu Boyle'a, przeto
wyraza sig to, w myél poprzednich wywodéw ustepu § 24, row-
naniem:

4z . __ H8an
7 el —@lg=—~< ol

ktérego calks jest (58). Liczha ziarn jednorodnej emulsji musi zatem
zmniejszaé sie wediug prawa szeregu geometrycznego. jezeli rzgdne y
wzrastajs wedlug prawa szeregu arytmetyeznego. Wyznaczenie em-
piryezne spélezynnika h daje prosty sposéh obliezania liezby N,
odgrywajacej taks fundamentalng role w teorji atomistycznej; po-
trzeba do tego tylko jeszeze znajomosei rozmiardw i gestodei czastek.

§ 34. Pomiary Perrina i jego spélpracownikéw. Teorja ta
zostala skontrolowana przez Perrinal) i jego spélpracownikéw
(Dabrowskiego, Bjerruma, Bruhata) zapomocs metody do-
swiadezalnej, w zasadzie zdumiewajgco prostej. Polega ona na uzy-
ciu mikroskopu o znacznem powigkszenin i malej glebokosei pola
widzenia, tak ze tylko czastki zawarte w pewnej cienkiej warstwie
wyraznie sie okaznjg. Przesuwajae te warstwe wyraznego widzenia
do réznych wysokosei y ponad szkielkiem przedmiotowem, tworzg-
cem dno naczynia napelnionego emulsjs i lezge czgstki zawarte
w polu widzenia, otrzymujemy lczby doswiadezalne, do ktéryech
wzér (58) powinien sig stosowad. Ulatwié mozna liczenie albo przez
zastosowanie metody fotograficznej, albo tez zaciesniajse pole wi-
dzenia, tak Ze tylko kilka czastek réwnoczesnie okazuje sig i do-
dajge liezby, otrzymane w szeregn doswiadezen dla tej samej wy-
sokosei y. Perrin otrzymal np. przy uzyciu pewnej emulsji

1) J. Perrin w licznych pracach ogloszonych w Comptes Rendus Pa-
ryskiej Akademji, poezgwszy od r. 1908. Patrz § 16, § 28.
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gumiguty, bardzo jednorodnej, o promieniach ziarn g == 0212 g
nastgpujgee liczby n (zestawione z liczbami odpowiedniego szeregu
geometrycanego): :

y. ... 5 |3 |e |op
nobs. . .|100 | 47 | 226 12
nobl . . |100 | 48 | 28 | 111

83 to zresaty nie liczby besposrednio odezytane, lecz wartodei prze-
cigtne, wynikajace z policzenia 13000 ziarn. Widzimy, 2e zgodnoés
z prawem wykladniczem rozkladu jest niemal zupelna; rozumiemy,
ze na tej podstawie Perrin mdgl oprzeé najdokladniejszg kine-
tyczng metode wyznaczania liczby N. Nastepujace zestawienie daje
poglad na réznorodno$é warunkéw do§wiadezalnych tych pomiaréw
i na osiagnigta w nich zgodnosé. [Wymieniamy w niem, opréez
réinicy gestosel (o — @), takze objeto$é czastek ¥ oraz lepkodd,
ktéra wplywa na ruchy Browna, ale nie na powyzsze zjawisko]:

Rodzaj emulsji #.1021V.10%) o—g, | N.10~2 | Obserwator
gumiguta w wodzie . . . 1 | 100 030 65 Perrin
R 115 | 021 5 R
» 370 | 021 72 "
R | 40 | 0907 706 R
" 206 | 01967 682 .
mastyks w wodzie . . . | 6100 | 0063 70 | Dgbrowski
gumignta w glicerynie . . | 125 | 242 |—0-0314 72 N. Bjerrum
,, w wodzie podeblo-
dzon. § =—9°C 2 | 225 0196 717 | Bruhat
» wwodzie 8 =58°C 05 225 021 72 »

§ 35. Dyskusja wynikéw, dotyczacych liczby N, Wyniki te
tworzg z pewnofels jeden z najpiekniejszych dowodéw doswiad-
czaluych teorji kinetycznej. Jest to istotnie najprostsza i najdoklad-
nigjsza dotychezas znana metoda kinetyezna wyznaczania liczby N,
przewyzszaje}ca znacznie. nietylko dawne sposoby obliczania, stoso-
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wane przez Loschmidta, Lorda Kelvina i innych, ale ted
wszystkie nowsze metody kinetyczne. Dotychezas tylko metoda
elektryezna Millikana (ktéra wyznacza nabdj elektronowy a w na-
stepstwie, zapomoes stale] Faradaya, takie liezhe N) moze skn-
tecznie z nig wspélzawodniczyé albo raczej, zdaniem mojem, nawet
ja przewyzsza 1) Perrin uwasa za wlaseiwy wynik éredni swych
pomiaréw, wykonanych ostatnim sposobem, liczbg N ==683.10%
a z pomiaréw rochu Browna otrzymel N =688 .10%, podezas
gdy z najnowszych badan Millikana oblicza si¢ N=1606.10%
Przyblizona zgodnosé liczh, tak odmiennemi metodami otrzymanyeh,
zdziwilaby z pewnodcia Loschmidta, kidry musial zadowolnié
sig grubo przyblizonem podaniem poteg dziesiginych, charaktery-
styeznyeh dla tej liezby; zgodnoié te uwasalby za najwybitniejszy
dowdd teorji kinetyeznej. Dzisiaj takich dowodéw jui nie potrze-
bujemy i raczej pytamy, skad pochodzi pozostala jeszeze réznica.
Z tego punktu widzenia zwrdeimy jeszeze uwage na pewne trud-
nosei doswiadezalne, thwigce w tych metodach.

Po pierwsze, wybdr substancyj, nadajgeyeh sig do takich do-
§wiadezen, jest dosyé ograniczony, gdyz ezastki emulsyj przylepisja
sig zazwyczaj do $cian przy zetknieciu, wige cala ,atmosfera® czg-
stek zostaje absorbowana przez dno maczynia:. Dotychezas tylko
gumiguta i mastyks okazaly sie praktyezne, gdyz zawieszone w wo-
dzie i pewnych innych roztworach nie okazuja owej wady. Gléwng
trudnodé jednak stanowi sporzadzenie emulsji zupelnie jednorodnej
i dokladne -wyznaczenie rozmiaréw ziarn. Perrin wielkie pod tym
wzgledem eczynil starania; najlepsze jego emulsje byly wynikiem
kilknmiesigeznej pracy frakcjonowanego centryfugowania, ale mimo
wszystko nie znamy stopnia ich jednorednofei, gdys metods Per-
rina nie wyznacza sig rozmiaréw pojedynezych czastek, lecs tylko
pewne przecigtne liczby.

§ 36. Plan nowej metody. Sadze, ze pod tym wzgledem moz-
naby ulepszyé znacznie metode tu omawiang, obserwujae, zamiast
rozkladu ealego zbiorowiska ziarn emulsji, tylko ruchy jednej ezastki
i wykreslajac statystyke jej pobytu w réznych wysokosciach ponad
dnem naczynia. Wszak wladeiwym eczynnikiem, przeciwdzialajacym
skupienin si¢ wszystkich ezgstek na dnie naczynia, s3 ruchy

) Por. M. Smoluchowski, Liczha i wielkos¢ czgsteczek i atoméw.
Wiad, mat. 17, p, 315, 1913,
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Brownaj kasda cagstka przebywa wprawdzie stosunkowo najbar-
dziej w dolnych warstwach, ale wznosi sig tez niekiedy samodaziel-
nie do wigkszych wysokosei; - prawdopodobiefistwo pobytu w pew-
nej wysokodel bedzie oezywiscie okreflone tym samym wzorem
(68) ). Zastgpujae zatem obserwacje gromady czgstek przez syste-
matyezna, dluzej trwajacs obserwacje jednej czgstki i obliczajac jej
promieft z predkosei jej opadania (zamiast opadania ecalej emulsji,
jak to ezynil Perrin), uwalniamy sie od wplywn przypadkowych
niejednorodnodei ziarn emulsji i dokonywamy analogicznego po-
stgpu, jakiego dokonal Millikan, obserwujae, w pomiarach na-
boju elektronowego, ruch pojedynesyeh opadajaeyeh kropelek, za-
miast ruchu calego obloku mgly, jak to ezynit Sir J. J. Thomson.
Yaeny sig z tem jeszeze inna korzysé: nie ulega watpliwosei,
ze pewien warunek zasadniczy rachunku jest wéwezas spelniony,
t.J. ze emulsja jest dostatecznie rozrzedzona. Niewiadomo, jaka byla
koncentracja emulsyj Perrina, ale przypominamy, e moiliwe sa
odstepstwa od prawa vant Hoffa w emulsjach zgeszczonych,
a pomiary Svedberga i innych autoréw, omawiane w § 13,
zdajs sie nawet stwierdzaé ich istnienie. Odstepstwa owe powinny
oczywiseie uwydatnié sig takze w rozdziale czastek (58); jezeli na
mocy owych dodwiadezerr przypuszczamy, Ze cisnienie osmotyeane
wzrasta szybeej niz koncentracja, powinni$my oczekiwaé mniejszych
rézmic liezby czastek w réznyeh poziomach anizeli wedlug wzorn
(68). Dokladne ilociowe takie badanie daje zatem nowy spostb
skontrolowania prawa van’t Hoffa,

§ 87. Badania nad emulsjami skoncentrowanemi. Wes t-
- gren?) wykonal takie pomiary w celu sprawdzenia wynikéw po-
czatkowo. otrzymanych przez Svedberga, jednak 2z wynikiem
ujemnym. Odchylenia od prawa (58) byly nieznaczne, znacznie
mniejsze w kazdym razie niz (wedlug autora) mozna bylo przy-
puszezad. Istnieje tu zatem sprzecznosé migdzy wynikami, osiagnig-
temi obiema metodami. Niepodobna daisiaj rozstrzygnaé, o ile polega
ona na bledach systematycznych w sposobie liczenia, uzytym preez
Svedberga, oile tez co wydaje sig réwnie mozliwem, na pewnej

?) Liezba, pochodzaca z bezposrednich pomiaréw ruchu Browna, mniej
* jest pewna, ju ze wagledéw poruszonych w § 82.
%) A. Westgren, Arkiv £ Mat. Svensk. Akad. 9, Nr. B, 1913; Zeitschr.
f phys. Chem. 83, p. 151, 1913; J. Perrin, C. R. 158, p. 1168, R. Con-
stantin, C. R. 158. pp. 1171, 1361 (1914).
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wadzie badania Westgrena; nie uzywal on mianowicie emulsyj
dcisle jednorodnyeh. Zrozumiale jest, Ze w emulsji niejednorodnej,
zawierajaeej czastki o roznyeh rozmiarach, wigksze gromadzg sig
w warstwach glebszych: moze to wytworzy¢ zmiennosé ealkowitej
liezby czgstek a. znajdujacych sig w rozuyeh poziomach, znacznie
wigksza niz w emulsji jedoorodnej, a zatem zjawisko, przeciwne
poprzednio omawianemu. Ze w pomiarach Westgreua musi thwié
jakas wada zasadnieza, wskazuje zwlaszeza fakt, ze, zaleinie od
wielkosei czastek emulsji, ofraymywal on rézme wartosei liczby N
Nikt zapewne nie zgodzi si¢ na ryzykowny wniosek, ktéry autor
stad wyciaga: ze prawo o réwnomiernym rozdziale emergji kine-
tyoznej jest niedcisle; nie mozna tez przyjaé sposobu, w jaki Sved-
berg usiluje pogodzié swoje wyniki z twierdzeniami Westgrena.
Nie ulega to bowiem watpliwosei, ze istnienie jakiehbads potencjal-
nych sil migdzyczgsteczkowyeh musialoby nwydatnié sie w jedna-
kowy sposéb w metodzie pola grawitacyjnege i w metodzie nie-
réwnomiernosci rozkladu. Zdaje sie, ze pozorne sily pochodzenia
hydrodynamieznego, wywolane przez obecnosé osrodka, na ktéryeh
istnienie zwrdcilem uwage, musialyby rdwuniez wplywaé, albo tez
nie wplywaé, w jednakowy sposdb na obadwa zjawiska. Przypusz-
czenia te zostely w ostatnich czasach stwierdzone przez badania
Constantina i Perrina; autorowie ¢i wykonali pomiary droga
fotografiezng, stosujae obie metody réwnoczeénie i doszli do wniosku,
ze wystepuja istotnie zboczenia od prawa van’t Hoffa, jednak
dopiero przy koncentracjach znacznie wigkszyeh, niz to Svedberg
podawal. Kwestja gléwna, zdaje sie zatem, jest rozstraygnigta, po-
zostaje tylko do wyjasnienia, co jest powodem, zé Svedberg,
stosujae subjektywns metode liczenia, otrzymal wyniki odmienne.
Réwnoczesnie otwiera sig wdzigezne pole do dalszyeh badan syste-
matyeznych okolo blizszego stwierdzenia natury sil miedzyczgstko-
wych, ktére ujawniajs si¢ w zboczeniach od prawa van’t Hoffa
Moze wyjasnig one wlasciwy mechanizm zjawisk koagulacji roz-
tworéw koloidalnyeh, problemat do dzié dnia zagadkowy.

0gélna teorja fluktuacyj okolo stanu réwnowagi.

§ 88. Ogélny wzér dla fluktuacyj spélrzednych. W rozwaza-
niach teoretyeznych poprzednich rozdzialéw opieralidmy sig gléwnie
na znanych oddawna pogladach teoxji kinetyeznej gazdw i na oczy-

£
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wiste] analogji miedzy czgstkami emulsji a czgsteczkami gazowemd;
osiggnigte wnioski kontrolowaliémy na kaidym kroku, przy pomocy
badat doswiadezalnyeh, sluzgeych za namacalne ich sprawdziany.

Mozna bylo stworzyé obraz bardziej jednolity z punktu widzenia
matematycznego, obierajac za podstawe pewne ogélne twierdzenia
mechaniki statystycznej i wyprowadzajge z nich prawa poprzednio
omawiane, jako najprostsze praypadki specjalne. Woleliémy jednak
postepowad. drogs ostrozniejsza, nie oddalajae sig zbytnio od zjawisk

hezposrednio’ dostrzegalnych, gdyz oparcie daleko siggajseych kon-

sekwencyj na nieco niepewnym fundamencie abstrakeyjnej mecha-
‘niki statystyeanej wzbudziloby moze niesluszne wrazenie niepew-
nofei naszych wynikéw,

Obecnie, przechodzae do teorji fluktuacyj w ogélniejszej postaci,
zmuszeni -jesteSmy powolaé sig na pewne twierdzenia z zakresu
- owej nauki, nie wchodzae zresaty blizej w kwestjg ich- uzasadnienia.
Chodzi tu gléwnie o slyune twierdzenie Boltzmanna,  ktére
w nieco odmiennem sformulowaniu tworzy wazny skladnik mecha-
niki statystycznej Gibbsa i ktére zwlaszcza przez Einsteinal)
uzyte zostalo w ogdlnej teorji fluktuacyj. Powolywalismy sig na to
prawo juz w § 5, obecnie za$ wyrazimy je w nastepujgeej formie
Scidlejsze]. Stany, ktére przechodzi z biegiem czasu cialo, bedace
w réwnowadze termodynamicznej ze swem otoezeniem, tworzs to,
eo Gibbs nazywa ,systematem kanoniczuym®. To znaczy: jezeli
cialo jest systematem wmechanicanym, kitérego chwilowy stan jest
okreslony przez podanie wartosei spéirzednych gy, gy.:-., g, oraz
‘momentéw PrsPaye ey Puy WOWezas prawdopodobiefistwo, azeby te’
zmienne posiadaly wartosci, zawarte w obrgble

Cotag, e gt dgy, - o Fdpy,
. goee PatdPgeee Puen p.,—l—dpm
WyIll:)Bl
(59) AP =A™ dg dg,... dp,dps... dp.,

gdzie 4 jest spélezynnikiem stalym, B oznacza energje calkowits,
odpowiadajscq wartosciom ¢, gyy... py, DPayer-5 Pu 1 skladajgcs sie
z. sumy energji potencjalnej i kinetycanej.

Wyobrazmy sobie obecnie, ze jedna z tych spélrzgdnych jest
pewien parametr geometryczny ciala, podlegajscy obserwacji (jak

*) Patrz np. A: Binstein, Ann. d. Phys. 19, p. 874, 1906; 22, p. 569, 1907,
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odleglosé &rodka eigzkosei, kat, objetosé it.p.), ktdrego odchylenie
od normainej najprawdopodobniejszej warioici oznaczmy przez &
Prawdopodobiefistwo, azeby ten parametr chwilowo posiadl wartos$é
lezacs miedzy ¢ a & -} de, bez wzgledu na wartosei innyeh zmien-
nyeh, otrzymamy, calkujae dP wagledem zmiennyeh w calym ob-
szarze mozliwyeh wartodel, eo oznaczymy przez

P(g)de= JdP.
/

" Wyragenie to przybiera prosts postad, jezeli potrafimy znalesd taks

sile F(e), kiérej dodatkowe wprowadzenie do danego ukladu prze-
tworzyloby go na uklad ,astatyezny“. Nazwiemy taki uklad asta-
tyeznym, ktéry nie okazuje stale] réwnowagi, tak e wszystkie
wartodel & sg réwnie prawdopodobne 1)

(60) F(g)de=Cde.
Mamy wéwezas przez zastosowanie poprzedniego twierdzenia:

FALE TRV

P(E)de—Cale—fA dqdgs .. dp,dps... dp,=

_ P(E) deo HB ﬂs)‘i

Ujemna warto§¢ calki w wykladniku oznacza pracg Sf Fle)de,

ktérs trzeba wykonaé, aby dany uklad przesunsgé z pozycji nor-
malnej do pozyeji . Oznacaajac j preez x(), otrzymujemy osta-
tecznie wzér ogdlny:

(61) P(e)de = Ce™ 2@ de,

Prawdopodobiefistwo pewnego odchylenia & zalezy zatem wylaesnie
od praey, potrzebnej do przesunigeia do danej pozyeji; pom'ewa% N/H8
jest liczba bardzo dugs, wynoszaes (w temperaturze 00 C) 025 . 10%,
wige prawdopodobiefistwo to maleje nadzwyezajnie szybko z waro-
stem tej pracy. Odehylenia, ktérym odpowiada praca wieksza nis

Y) Wystarczy teZ ,quasi-astatyeznodé®, polegsjgea na tem, Ze wszystk(u;
. EO)—P(s
odehylenia & sa przybliZenie réwnie prawdopodebne; ezyli Ze réinica —F0)

jest mala w takim obrebie wartodei €, w ktérym wyrasenie 1—-1—6{ Fle)de osiaga

duge wartodel.
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10713 ergéw, beda stosunkowo rzadkie; zatem jest rzecza zrozu-
miala, e istoienie fluktuacyj tylko w pewnyeh specjalnyeh warnn-
kach wogdle dostrzec mozna.

Zaznaczyé trzeba jeszeze zwiazek migdzy powyiszem twierdze-
niem (1) a Boltzmanna definicja entropji

(62) . S=klogP,

gdzie 4= HJN. Einstein istotnie wyprowadzil ow wzér po-
prostu przez odwréeenie tej definicji; powyzszy jednak sposéh, kiéry
w nieco odmiennej formie znajduje si¢ takze u Einsteina, moze
lepiej odpowiada wymogom gcistosei.

§ 39. Dyskusja przypadkéw szczegélnych. Niektére specjalne
zastosowania twierdzenia (61) poznaliémy juz w poprzednio omé-
wionyeh praykiadach. Za typowy mozemy uwazaé stan réwnowagi
stalej, pochodzacy stad, ze w roawinigeiu funkeji y(e) na szereg
potggowy znika wyrazenie, zawierajace pierwsza potege & miaro-
dajne pozostaje wyrazenie kwadratowe:

2(e) =aed

Prawo rozkladu odchylen prazypadkowych parametru ¢ staje sig
wéwezas identyezne z prawem bledéw Gaussa. Przyklad tej ka-
tegorji poznalismy we fluktuacjach gestosci gazu lub koncentracji
roztworn okolo wartosei przecigtnej.

Przykiad stalej réwnowagi wyzszego rzedu, y(s) = bet, przed-
stawia ‘oméwiona réwniez opalescencja gazu lub roztworu w stanie
krytycznym. Natomiast wznoszenie sie czgstek emulsji ponad dnem
naczynia, w polu grawitacyjnem, odpowiada funkeji linjowej x(¢) = be;
zachowanie trwalej réwnowagi umozliwione jest tutaj tylko przez
dodatkowy warunek, mianowicie nieprzekraczalnosé dna naczynia.
Do rzedu fluktuacyj okolo pozyeji réwnowagi, ktére mozna wyzna-
ezyé przy pomocy prawa bledéw Graussa, nalezy pewne zjawisko,
ktérego istnienie przepowiedzialem w r. 1908 1), a ktére niedawno
przez Mandelstama zostalo blizej zbadane, t. j. chropowatosé
powierzehni cieczy. Rozumiemy- latwo, ze powierzchnia, odgrani-
czajaca jedne ciecz od drugiej lub od gazu, nie jest nigdy mate-

1} M. Smoluchowski, Rozpr. W.-M. P. Ak Umiej. w Krakowie, 47,
p. 197, 19085 Ann. d. Phys. 25, p. 205, 1908; Sprawozd. X Zjazdu przyr. i lek.,
Lwéw 1907, p. 19. L. Mandelstam, Ann. d. Phys. 41, p. 609, 1913,
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maryeznie plaska i gladka: wskutek ruchdw ezysteczek muszg bez-
ustannie powstawaé . nieréwnosel przypadkowe. Powstanie takich
zmarszezek falowych jest polaezone z wykonaniem pracy wzgledem
napigeia powierzehniowego; jej wartodé jest oezywiscle proporejo-
nalna, przy danej dlugosei fal, do kwadrate amplitudy fali oraz do
spélezynnika napieeia powierzehniowego. Srednie amplitudy zmarsz-
ezek beds zatem tem wigksze, w mysl wzorn (61}, im muiejsze jest
napigeie powierzehniowe, muszg wige osiagnaé wartosd najwiekszg
w punkeie krytyeznym, w ktérym, juk wiadomo, napigeie to zniks.,
Istnienie tych drobnyeh zmarszezek musi objawié sig doswiadezal-
nie tem, Ze, obok odbicia regularnego, wystepuje pewne nieregularne
rozpraszanie Swiatla padajacego. W awyklych warankach bedzie
ono znikome, ale w stanie krytyeznym powierzehnia musi staé sie
biala. Mandelstam ujsl te rozwazania w forme matematyezng,
postugujae si¢ pewnemi wzorami Lorda Rayleigh, stuzgeemi
do obliczania wlasuosel optyeznyeh chropowatyeh powierzehni Do-
swiadezenia Mandelstama, wykonane przy uiyein podwdjnyeh
mieszanin cieezy, w bliskosel ich krytyeznego punktu rozpuszesal-
nodei, stwierdzajy istotnie owe praypuszezenia oraz zgadzajs sie
takze z wnioskami ilosciowemi, wynikajacemi z teorji matematyeznej.
. Innym rodzajem fluktuseyj, nalezacym do tej samej kategorji,
sy wahania igly magnesowej, albo tes ciala para- lub diamagne-
tyeznego o ksztaleie wydluzonym, ktdre musza wystgpowaé w polu
magnetyeznem, jezeli zawieszenie jest dostatecznie podatne. Praca
w tym przypadku jest dana przez funkeje gonjometryezna, ale dla
malyeh wyechylen przybiera ksztalt fankeji kwadratowej. Wahania
te beda tylko wowezas dostrzegalue, jezeli chodzi o bardzo drobne
cialka, zawieszone w cieczy lub gazie. Wowezas, zaleznie od spél-
ezynnikéw magnesowania, od natezenia pola I rozmiaréw czastek,
mozna urzeezywistnié wszelkie moiliwe przypadki, poczgwszy od
ustawienia prawie zupelnie réwnoleglego czastek w kierunku linij
sit (prostopadlego dla cial diamagnetyeznyeh) az do rozmieszezenia
réwnomiernego we wszystkich kierunkach przestrzeni. Bezposred-
nich obserwacyj mikroskopowych, zdaje sig, jeszeze nie wykony-
wano, ale zbadano po czesei juz zjawiska optyezne, posrednio wy-
wolane przez uklad ezastek zawiesin w polu maguetycznem, np.
podwdjne zalamanie i dychroizm, wystepujace w roztworach ko-
loidalnyeh wodorotlenku zelaza (Majorana, Cotton i Mouton)
lub w zawiesinach pewnych mineraléw sproszkowanych (Meslin,
M. Smoluchowski. 1I. 22
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Chaudier). Wystgpuje tu réwniez pokrewienstwo takich z_)awmk
z ogdlng atomows teorJq para- i diamagnetyzmu.

Nie wehodzae w omawianie niektérych dalszyeh zjawisk 1), po
ezedei jus dostrzezonyeh [podwéjne zalamanie w dymie salmiaku
(Zeeman), zjawiska optyezne w cieklych krysstalach (Lehmann,
Maugain)), po czgdel przewidsieé sie dajacych [antomatyczne
zmiany ksztaltu dlugiego cienkiego widkna i t. p., zajmiemy sig
jednym jeszcze przykladem, ktéry z innego wzgledu okaze sig inte-
resujacy: automatycznemi wahaniami torsyjoemi zwierciadetka, za-
wieszonego na cienkiem wléknie sprezystem. Jest to wlaseiwie
najprostszy prayklad réwnowagi, w ktérym praca wychylenia jest
dokladnie proporcjonalna do kwadratu kata wychylenia (podezas
gdy w poprzednio wymienionyeh przykladach to prawo stosowalo
sig tylko w obrebie malyeh wychyled) Odchylenia automatyezne
od normalnej pozycji réwnowagi beds zatem i w tym przypadku
rozdzielone tak, jak bledy przypadkowe (réwnania 7, 10, 30), a ,pre-
eyzja® pozyeji réwnowagi okreslona jest przez twierdzenie, ktére
mozna latwo wyprowadzié, ze Srednia praca wyehylenia réwna sig
wielkogei H6/2N, zatem frednie wychylenie wynosi:

(63) Vor = VMN

gdzie M oznacza moment skrecajacy widkna (na kat jednostkowy).
Odchylenie promienia odbitego od zwierciadla bedze zatem wiel-
koéeig rzedu b stopni pray uzyeiu widkna kwarcowego grubosci
01 i dtugodei 100 em, tak ze zjawisko to powinno byé przystepne
pomiarom do$wiadezalnym. Analogiczne zjawiska powinny wyste-
powaé, jezeli pewna czastka podlega sile sprezystej, dzialajace]
wzdlnz pewnej osi i skierowanej ku pewnej pozycji réwunowagi;
truduo jednak sporzadzié sprezyne dostatecznie podatn, aby te wy-
chylenia byly dostrzegalne.

§ 40. Fluktuacje innych wielkosci fizycznych. Dotychezas
ograniezaliémy sig do rozpatrywania przypadkowych fluktuacyj
sp6lrzednych geometryeznyeh danego systematu okolo pozycji réw-
nowagi. Pojgcie fluktuacji stosuje si¢ jednak réwniei do momentéw
lub predkosel, a daje sig takze uogdlnié i przeniesé do innych wiel-

1) Dalsze szezegdly znalesé mozna w artykule: M. Smoluchowski, Phys
Zeitschr. 13, p. 1069, 1912 [tom niniejszy, str. 226; prayp. wyd.).
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kosei fizyeznyeh. Jedyny przypadek tego rodzaju, ktéry dotychezas
wigkszq wage zyskal dla fizvki, s3 to fluktuacje predkosei cza-
steczkowych, dane przez slynne prawo rozdzialu Maxwella, kté-
rego ksztalt wrkladniezy zwigzany jest z ogdloym wzorem (59
Istnie¢ muszg réwniez fluktuacje energji calkowitej oraz fluktuacje
calej energji kinetyeznej it. j. energji ciepluej} danego pods_ystematu
mechanieznego, ale niema narazie nadziei, zeby udalo sie wykazaé
je bezposrednim sposobem doéwiadczalnym.

To samo stosuje sig do fluktuacyj elektryeznosei Wszystkie
czgsei przewodnika muszg podlegaéd bezustanoym, automatyeznym
fluktuacjom naboju elekiryeznego; ich wartosé mozemy obliezyé na
tej samej zasadzie, jak wahania spolrzednych; wszak polegajs one
na przesunigeiach elektrondw. Bedzie jednak bardzo trudno wyka-
za¢ istnienie takich fuktuacyj, gdyz bezpusrednie metody elektro-
metryezne zawodzy z powodéw zasadniczych. Moznaby wprawdzie
dowolnie uezulié elektrometr, tak zeby automatyezne fluktuacje po-
tencjatu odpowiadaly wychyleniom dostrzegaloym, ale mimo to nie
moznaby bylo tym sposobem osigguaé celu tu omawianego, gdyz
przy takiej ezulodei elektrometrn automatyczne wahania wskazéwki
(czy zwierciadla) elekirometra ujawnig sig i rnchy Browna prze-
zeh wykonywane nie zmienis sie wskutek obecnosei sil elektryeznych.

Obliczenia fluktnacyj elekiryeznyeh muszs budzié pewns nieuf-
nosé; Einstein wykazal, s¢ promieniowanie elektryczne, przez
nie wywolywane, czyni zado$é prawu Rayleigha, kiérego wadli-
wos¢ dzisiaj powszechnie jest uznana. Zdaje sig zatem, ze (dosé
ryzykowne a priori) przeniesienie zasady ekwipartyeji energji z za-
kresu mechaniki do zjawisk elektryeznych nie jest usprawiedliwione.

Ogélna teorja zjawisk Browna (zmienno$é fluktuacyj).

§ 41. Sformulowanie problematu. Rozwazania ostatniego ustgpu
przekonaly nas, ze wahania jakiegobads parametru dostrzegalnego
okolo wartosei normalnej, ezyli fluktnacje ,odwracalne®, sa zja-
wiskiem zupelvie ogélnem. Réwnowaga termodynamiczna, ktéra
ustala si¢ w systemacie cial, dlugo ze soba bedaeyeh w styeznosei,
nie jest réwnowags bezwzgledns, jak to prazypuszeza klasyezna
termodynamika, lecz statystyczna. Jezeli zbadamy stan takiego sy-
stematu w jakiejbadz chwili, nie znajdziemy tych wartosei zmien-
nych (polozenia, temperatury, objetosei i t d.), ktére odpowiadajs

22%
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feisle waronkom réwnowagi, lecz wartodei nieco odmienne. Obser-
wujac przez dluzszy przecisg czasu, skonstatujemy, ze odchylenia
od stanu normalnego, najprawdopodobniejszego, wystgpuja wpraw-
dzie przypadkowo, ale rozmieszczone sy wedlug pewnych prawidel
statystycznych, okreslonych przez wzér prawdopodobieristwa (61)
lub przez analogiczne prawa. W zwigzku z tem nasuwa sie dalsze
pytanie: jak predko zmieniajg sig owe odchylenia ? Rozwa-
zaliémy je juz w najprostszym praypadku, t. j. gdy nie istnieje
zadna wogdle pozycja stalej réwnowagi; wszak zwykly ruch Browna
polega wladnie na czasowej zmiennofei odehyles, liczonyeh od do-
wolnego poczgtkn spélrzednych, w razie, jezeli systemat jest asta-
tyczny.

Podobnie kasda wielkosé, podlegajaea fluktuacjom odwracalnym,
musi okazywaé rodzaj ruchu Browna; zazwyczaj jednak chodai
o systematy statyczne; zjawisko komplikuje si¢ wéwezas przez tea-

dencje, przeciwdzialajaes zhyt wielkim odehyleniom od pozycji

normalnej. Prawa, dotyczade -tej czasowej zmiennosei fuktnacyj,
czyli statyeznyeh ruchéw Browna, sy bezporéwnania zawilsze niz
prawa, odnoszace sie do rozkiadm flukiuacyj. Zalezs one od wigk-
szej liezby résnyeh ezynnikéw i nie znamy dotychezas wzordw,
odpowiadajseych ogélnie wzorowi (61).

§ 42. Ruchy Browna przy spéldzialaniu sily spreZystej.
Kwestjami temi dotychezas wogéle malo sie zajmowano ). Opréez
najprostszego rodzaju statycznego ruchu ‘Browna i kilku jego
modyfikacyj, ktére wywoluje obeenosé Scian lub superpozycja pola
grawitacyjnego, tylko jeden jeszcze przypadek zostal hlizej zbadany
teoretycznie: ruch Browna pod dzialaniem sily sprezystej. Badan
do$wiadezalnych nad tym przykladem jeszeze weale nie wykony-
wano, cho¢ zdaje sig, ze nie przedstawilyby one trudnosci nieprze-
zwycigtonych. Najprostszy sposéh urzeczywistnienia polegalby na
systematyeznej obserwacji zwierciadelka, zawieszonego na wiéknie
torsyjnem, o ezem juz byla mowa w § 39. Jeszcze Iatwiej byloby
wykonaé systematyczne pomiary, odnoszgee sip do innego przy-

kladu statyeznych ruchéw Browna: ruchéw, okazywanych przez

%) Jedyne dotychezas prace: M. Smoluchowski, Ball. Int. Acad. des
Be. de Cracovie 1913, p. 418; Vortrige .. d. kin. Theorie d. Materie u. d.
Elekirizitit, Leipzig, Teubner, 1914, p. 87. Dodaé trzeba dalsza prace odno=-
szgcg sie do czasowe] zmiemnodei koncentracji emulsji, w ktérej wykazuje
#godnoéé otrzymanych teoretyeznych wynikéw z pomiarami Svedberga.
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czgstke emulsji w polu ecigzkosei. ponad dnem naczynia, ktére za-
wiera emalsje. Bgezy sig to z zadaniem, omawianem w § 36, gdzie
mowa byla o rozkladzie odebyleir od dna, podezas gdy obeenie
chodzi o rozklad przesunigé dokonanych w danym eczasie. Poréw-
nanie z owym praykiadem moze wyja$nié niejeden szezegdl naste-
pujacyeh rozwazan, odnoszgeyeh sie do pola sily spresyvstej, ktore
z zasadniezyeh wzgledéw wigksza posiadajs doniostosé. Poniswaz
rozklad ﬂuiituacyj przy istnieniu sily sprezystej odpowiada prawn
bledéw Gaussa, a tem samem normalnemu przypadkowi réwno-
wagi termodynamieznej, zatem przyklad ten ma znaczenie typowego
przedstawiciela statyeznych rauchdw Brow n'owskich i dlatego naj-
lepiej nadaje sig do wyjasnienia pewnych ogélniejszych prawidel

W przypadkach tego rodzaju prawdopodobienstwo osiggnigcia
pewnego wychylenia w pewnym czasie, ktére wlasnie pragniemy
poznaé, musi oezywiscie zalezeé nietylko od jego wartodei, ale réw-
niez od orjentacji wzgledem polozenia normalnego. Odnoszae zatem
wazystkie wychylenia do pozycji normalnej réwnowagi (odznacza-
jacej sig najwigkszg wartodcia prawdopodohienstwa), jako poezatku
spblrzednych, oznaczymy przez

Pz, z,).dx

prawdopodobienstwo, azeby czastka, ktéra wyszla z punktu x, po
uplywie czasu ¢ znalazla sig migdzy spélrzednemi z a x - dx. Nie
wehodzae w szezegdly, zaznaczymy krétko ogdlny tok mysli, do-
prowadzajgey do rozwiazania problematu. Czastka, ktéra po uplywie
czasu { ma znaleZé sie w odstepie x, musiala w pewnej chwili po-
przedniej 0 zajaé miejsce @, lezace gdziekolwiek miedzy. — 0
i 4+ co. Z powodn przypadkowosei ruchéw Browna musi zatem
zachodzié réwnanie funkeyjne:

+5o0
64 P(e, a)— [ Pe, )Pz, d-gda.

Funkeja P dla dostatecznie krétkich czaséw zgadza sig¢ z funkejs
(32), znang nam z teorji ruchéw Browuna, z ty réinics, Ze dzia-
lanie sily sprezystej

Fl)= —ax
musi powodowaé przesunigeie spolrzednyeh x o pewng WiE}kOé‘é,
proporcjonalng do tej sity i do czasu. Jezeli mianowieie spétezynnik
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ruchliwosel wynosi B, tak ze przecigtna predkosé, nabyta pod dzia-
laniem sily, jest axB, wéwezas, w przypadku granicznym krét-
kiego przedzialu 7, wazny bedzie wazér:
(E—rotfrar)®
(65) Pla, a) =
2an)1:

. w. ktérym dla skrécenia zamiast a B wprowadzilismy spélezynnik :
(66) aB=3§. ‘
Przez wielokrotne zastosowanie dzialania (65) mozna utworzyé wy-
razenia P dla dowolnej liezby takich przedzialéw  czasu; przez
przejicie do granicy dla liezby nieskonczenie wielkiej otrzymu-
jemy wzdr:

SN I
®n P ”‘°)‘=V §‘m7f&_73538 e P

. Eatwo sprawdzamy, e istotnie, w pierwszej chwili, dla. krét-
kich {, systemat wykonywa zwykly ruch Browna, w zgodunosei
2 wzorem {32); sila kierujaca wywoluje jednak stopniowe zblizanie
sig przecigtnego stanu systematu ku pozycji normalnej, gdyz prze-
cigtne odchylenie ’

(68) z =z e

maleje stopniowo, mianowicie w taki sposéh, jak gdyby ruchéw
B.I‘QW!!& weale nie bylo. Po uplywie dostatecznie dlugiego czasu
yxelkoéé ta bedzie znikomo mala, gdyz réwnie prawdopodobne stang
sig odchylenia dodatnie jak ujemne. Natomiast przecigtny kwadrat
odehylen, kiéry dany jest przez

(69) ;,'E: %[1 — g-zgt} + wge"ﬁ‘,

poznsta_‘!e rézny od zera; z ezasem, gdy wplyw pozyeji poczatkowe;
x, zanika, wzdr ten schodzi sie ze.znanem nam prawem, wyra-
P . ?
#zajacem ogélne prawdopodobiefstwo fluktuacii 1):

s ¥ S
T N = )
N 3 H9__ 8 B

70) Lim Ple, 29) = P{xy) = |2
(10) T P, el = Blw) = |/ oo ie ™ =) 55p®

!) Zwaiywszy, e wedlug (35) i (68) mamy %:a%.
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Wynika stad wartodé érédniego odehylenia ezyli fluktuacji sredniej?
ktérg oznaczymy przez §:

o sV |2/

Znaczenie tego rachunku upatrujemy gléwnie w tem, ze wzory
(67)—(70), wynikajsee w tak prosty sposéb z empiryeznie stwier-
dzonych prawidel ruchu Browna, ilustrujy pewne kwestje me-
chaniki statystycznej, ktére tworzyly przedmiot sporu ze zwolenni-
kami klasycznej termodynamiki. Widzimy, ze ten sam wzor zasadniczy
(67) tworzy pomost migdzy przypadkowemi ruchami ezgsteczkowemi
a regularnym nieodwracalnym* ruchem, ktdry jest calkowicie
okreslony przez sile zewnetrzng i tarcie i ktéry wylgeznie obser-
wujemy w praktyce makroskopijnej.

Bardzo latwo wykazaé przy pomoey naszyeh wzordw, e

1 LmE o LmIioi(E)

= (g — x) Lo

To wlasnie znaczy, e dla dostatecanie krotkiego czasu f §rednie
przesuniecie = pozyeji poezgtkowej jest bezporéwnania wigksze od
przesunigcia przeécigtnej pozyeji ezgstki. Natomiast, dla dostatecznie
dlugiego przeciagn ' czasu, wielkosei te s3 przyblizenie identyezne,
jezeli stan poezatkowy okazywal odehylenie x, bardzo -duze w po-
réwoaniu do odehylenia fredniego £, czyli (jak krétko wyrazamy
sie) jezeli stan poczatkowy byl ‘bardzo anormalny. W pierwszej
zatem chwili panuje zawsze faza przypadkowych ruchéw Brown-
owskich (dodatnich i ujemnych Az); po niedlugim. ezasie uklad
porusza sig tak, ze odstgpstwa od przecigtnego ruchu makroskopij-
nego (nieodwracalnego)

(73) Z=x, e

mozna uwazaé za znikomo male w poréwnanin do przesunigeia cal-
kowitego. jezeli stan poezatkowy byl bardzo anormalny.

Wyjasnia to jeden z zarzutdw czgsto podnoszonyeh przeciwko
kinetyeznemn tlomaczeniu zjawisk nieodwraealnyeh: pozorng sprzecz-
noéé, tkwizea w tem, se ruchy, wykonywane przez konserwatywne
systematy mechaniczne, sg zawsze odwracalpe. Naogdl systemat,
ktéry wyszed! z bardzo anormaliego stanu prezatkowego, wyko-
nywa ruch makroskopijny, pozornie nieodwracalny i zgodny z wzo-
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rem (78); cieplo tarcia wytwarza sig kosatem energji potencjalnej;
entropja wzrasta. A jednak w kaidej chwili systemat porusza sig
w spossh Brownowski (32) 1 prawdopodoblenstwo dodatniego czy
te ujemnego przesunigeia (zmniejszenia sig lub wzrostu entropji)
jest przyblizenie jednakowo wielkie.

§ 43. Czas powrotu; pozorna nieodwracalnosé. Choé systemat
naogdl dazy ku pozyeji normalnej réwoowagi i zwykle malo wy-
chyla sig poza obrgb srednich fluktuacyj &, przeciez, jezeli dosta-
tecznie dlugo bedziemy $ledzili jego ruchy, musimy zanwazyé takie
zdarzenia wyjatkowe, polaczone z ubytkiem entropji; musza niekiedy
antomatyeznie wystgpowaé anormalne odehylenia od pozycji row-
nowagi, podezas ktéryeh energja potencjalua zwigksza sig kosztem
jego zawartosel cieplnej. Wszak prawo (70) podaje wyraZnie praw-
dopodobienstwe takiego zdarzenia podezas trwania réwnowagi sta-
tystycznej; stan najbardziej anormalny musi sig réwniei niekiedy
vrzeczywistriad. Co prawda, drednia dlugodé okresu, ktéry uplynie,
zanim systemat powrdei do anormalnego stanu poczgtkowego, wzra-
sta w niezmiernie gwaltowny sposdh, w miare jak wzrasta anor-
malno$é x,/f stanu poczatkowego. Ocenié mozna rzad wielkodei
takich czaséw na podstawie nasigpujacego rozumowania. Poniewaz
zmiany systematu, kidry wyszedl z punktu bardzo anormalnego,

odbywaja sie nangd! [z pominigeiem drobuych wyehyleA Brown--

owskich !} przyblizenie zgodnie z wzorem (73), widzimy, ze sy-
stemat taki, przechodzaey przez z, znajduje sig w obrebie 4r pod-
czas trwania czasu

4 T A=

(14) o

Z drugiej strony. prawdopodobieistwo P{z)Ax, podane przez wzér
(70), jest identyczne z wiglednym czasem trwania owego stanu
ezyli ze stosunkiem czasu A¢, potrzebnego do jednorazowego przej-
$cia przez obrgb Az, do czasu powrotu T’ owego stanu. Mamy zatem

A VB,

%) Chege wyrazié sie fciflej, zaznaczamy, ze rozpatrujemy przecigtng war-
I3 - ‘v 2
todé odchylenia = w przeciggu czasu %(5;) . Otrzymujemy krzyws wyréw-
B (]

nang, wolng od zygzakdéw Brownowskich. .
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z tych dwdeh réwnan wynika czas powrota T:

f E
(15) T_V’D’”’ 278 e

Jak nadzwyeczajnie wyrazenie to warasia, zaleznie od stopnia anor-
malnodei stanu poczatkowego, ilustruje prayklad, wymieniony w § 39,
do ktérego latwo wzdr ten mozna zastosowaé. Wychylenia promis-«
nia_$wiatla, spowodowane przez wahania zwierciadelka, wynosza
wprawdzie frednio 5% daje to miarg obrebu zwyklyeh ruchéw
Browna okolo pozycji normalnej. Ale wychylenia kilkakrotnie
wigksze sg tak nadzwyczajnie rzadkie, e nie zdarzy sie odchylenie
50° prawdopodobnie ani razu w ciagn calego naszego Zycia. Rozu-
miemy zatem, Ze w praktyce codziennej cbserwujemy zawsze tylko
zjawiska, zwiszane z pozornie nieodwracalnem wzrastaniem entropji,
jezeli chodzi o stany, lezace daleko poza obrgbem érednich fluk-
tuacyj; zycm nie starczy na to, azebySmy doczekali sig automa-
tycznego pojawienia sig zjawisk bardzo anormalnych.

Ze nisodwracalnosé tego rodzaju zjawisk jest tylko pozorna, to
ujawnia sig zreszig jeszcze i w innym fakeie, mianowicie, ze wzdr
(67) wazny jest takze dla odwrotnego przebiegu czasu, Ze zatem
istnieje réwnomprawnienie czasu wrzrastajscego 1 cofajacego sie.
W drugim preypadkn wzér ten wyraza prawdopodobiefistwo, de
podezas trwania réwnowagi statystyczmej systemat, znajdujsey sig
checnie w pozyveji w, poprzednio, przed czasem ¢, zajmowal po-
zycje, polozong migdzy x a x -+ dx. Podkreslamy tylko znaczenie
tego twierdzenia, nie wehodzae zreszty w jego dowdd, co do ktd-
rego odsylamy do rozprawy cytowanej ).

Jak juz wspomnielismy, zadanie wyze]j traktowane ma znaczenie
szersze, jako typ bardzo ogdlnej kategorji ziawisk kinetyezaych.
Donioslod¢ jego ocenimy, jezeli uprzytomnimy sobie dyskusje mig-
dzy zwolennikami atomistyki a zwolennikami termodynamiki w ostat-
nich dziesigtkach lat ubieglego wieku. W sposéb moze najdobitniej-
szy te przeciwne stanowiska wyrazily sie wowezas w polemice
migdzy Boltzmannem a p. Zermelo?), lecz i ta dyskusja to-

1) M. Smoluchowski, Bull. Int. Acad. d. Sc. de Cracovie 1913, p. 418
{tom niniejszy, str. 2523 przyp. wyd.].

% L. Boltzmann, Ann. d. Phys. 87, p. 773 {1896), 60, p 392 (1897)
E. Zermelo tamze 57, p. 485 (1896), 59, p. 798 (1296),


GUEST


346 ¥¥1V. 0 FLUKTUACJACH TERMODYNAMICZNYCH

czvla sie na polu niepraystepnem zardwno dla doswiadezern, jak
i dla rachunku. Tu poznali§my pierwszy praykiad, ktéry nadaje sig
do scislej analizy, opartej o podstawy pewne i doswiadezalnie spraw-
dzone; przyklad, na ktdrym skontrolowaé moina slusznosé ogdlnych
zapatrywan,” wygloszonych przez owych autoréw. Przekonywamy
sig, e genjalue koncepcje Boltzmanna daogdl sa stuszue 1 tylko
w niektsrych szezegdlach wymagaja seislejszego ujgeia *). Wzystkie
* gjawiska molekularno-kinetyczne sy w zasadzie odwracalne, a nie-
odwracalnosé, ktéra w termodynamice odgrywa tak wazng role,
jest tylko - pozorna, jest efektem wywolanym przez to, ze czas ob-
serwaeji w praktyee nie wystareza, aby mozna bylo zauwaiyé
powrét do stann poczatkowego, jezeli jego anormalnosé jest znacana.
Miarg anormalnosci jest stosunek poczytkowego odchylenia z po-
zycji réwnowagi do fluktuaci’ Sredniej.

§ 44. Fluktuacje w przebiegu zjawisk istotnie lub pozornie
nieodwracalnych. Wypada nam jednak uczynié pewne zasirzezenie.
Nie $miemy bynajmniej utrzymywaé, zeby nieodwracalnosé wazyst-
kich zjawisk fizyeznych w ten sposéb tlémaczyé sig musiald. Sa-
dzimy, 2e podeisgniecie zjawisk elektrycznych pod prawidia me-
chaniki statystyeznej, jedynie z tego powodu, Ze zasudnicze prawa
ujaé mozna w forme zasady Hamiltona, jest a priori bardzo
ryzykowne. pomijajse nawet sprzecznodei z doswiadezeniem w dzie-
dzinie promieniowania.

W mechanice statystyeznej mamy zawsze do czynienia z syste-
matami skofczonemi i posiadajgcemi skonczong liczbe spélrzednych;
tu za§ rzeczy majg sig zupelnie inaczej; np. promieniowanie w prze-
strzefi nieskonczong pociagaloby za soba juz wiasciws nisodwracal-
noéé wazelkich zjawisk, w ktérych ono wystepuje. Znamy zresztg
kategorje zjawisk, kiére, przynajmniej wedlug dzisiejszych wiado-
mosei, muszg uchodzié za prototyp wlaseiwej nieodwracalnosei:
promieniotwérezy rozklad atoméw. Rozklad ten nastepuje nietylko
wylacznie jednokierunkowo, ‘ale wogdle z prgdkoscis niezalezng od
jakichbadz do dzi§ dnia znanyceh ezynnikéw, jak gdyby wsaystkie

% Tak np. naleZy udokladnié pojecie prawdopodobieistwa, uiywane przez
Boltzmanna w rozmaitem znaczeniu. Rozwaiania zyskuja na ScisloSei przez
wprowadzenie przez nas niywanyceh pojed Sredniej fluktuacji, oraz anormalnosei
danego stann. Z y tez wyraznie, Ze nie uznajemy weale hypotezy,

‘fﬁ' bronionej przez niektdrych autoréw (Planeck), iZ systemat dazy zawsze do
. stanu ,bardzie] prawdopodubnego®.
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atomy danej substancji zawsze posiadaly niezmienne prawdopodo-
biefistwo rozpadu. Zjawiska tego rodzaju wychodzs zupelnie poza
obrgb poprzednich rozwazan. Jednak 1 w nich. jak w kaidem zja-

_wiskn ezasteczkowo-atomowem, muszg wystgpowaé fluktuacje; beds

one dostrzegalne, o ile udzial pojedynezych atoméw lub wniezbyt
duzych grup atoméw daje sig odréznié.

Nadzwyczajna ezolosé metod, stosowanych przy badaniach pro-
mieniotwérezych, umozliwia, jak wiadomo, skonstatowanie wahan
liezby atoméw rozpadsjacych sig w jednostce czasu; sledzié nawet
mozna rozkiad pojedynczych atoméw. Pierwszy zajal sig temi zja-
wiskami Sehweidler?) i udowodnil, e ten sam wzér (2), ktéry
wyprowadzilem dla prawdopodobiefistwa obecnosei pewnej lezby
czasteczek w danej dziedzinie przestrzeni, stosuje sig réwniez do
prawdopodobiefistwa rozkladu pewnej liczby atoméw w danym ezasie.
Nie mozemy na tem miejseu wechodzié w blizsze rozirzasanie nad-
zwyczajnie zajmujaeych badan Rutherfordai Geigera, E. Mey-
era, Campbella i innyeh badaczy, ktérzy wydoskonalili metody
dodwiadezalne i przyczynili sig do glebszego teoretycznego poznania
tych - zjawisk. Wspomnieé musimy jednak jeszeze o niezmiernie
interesujscyeh badaniach Joffego 1 E. Meyera?). ktérzy niesa-
lesnie od siebie, zapomocs znanej metody Millikana, skonstato-
waé zdolali istnienie analogicznyeh nieco zjawisk fluktuacyjnyeh
przy fotoelektryeznym rozkladzie atoméw.

W zakresie zjawisk cieplnych i mechanicznych nie rozporza-
dzamy tak czulemi metodami; stosunkowo drobne fluktuacje, zacho-
dzace w predkofei zjawisk pozornie mnieodwracalnych, pozostajs
naogd! niedostrzegalne, Istniejs jednak pewne przypadki, ktére i tu
nadawalyby sie do analogicznych badan doswiadezalnych, miano-
wicie zjawiska przesycenia, w ktéryeh fluktuacja pociaga za sobg
efekt podobny do epidemji lub lawiny i tem samem wywiera sku-
tek wielokrotnie powigkszony. Do tej kategorji nalezs: eksplozje,
krystalizacja cieezy przechlodzonej, wrzenie ciecay przegrzanej i po-
dobne zjawiska, znane z tego, e nieobliczalny przypadek wielky
w nich odgrywa role. Istnieja tn juz pewne zawigzki teorji (np. prace

4 E v. Sechweidler, Rapp. Congrés Radiol.,, Liége 1905 p. 1; co do
péniejszych prae, patrz referat: E. Meyer, Jahrb. d. Radioakt. 5, p. 413
(1908, 6, p. 242 (1009).

%) A. Joffé, Minch. Ber. 1913, p. 19, E. Meyesr i W. Gerlach,
Fortschr. d. Phys. 1913, p. 817,
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Tammanna nad jadrami krystalizacji), ale pozostaje jeszeze ob-
szerne pole do systematycznych badaf, z punktu widzenia teorji
prawdopodobienstwa, '

Granice wazno$ci zasad termodynamiki.

§ 45. Wadliwosé sformulowania t. zw. drugiej zasady. Drugs
zasadg klasyeznej termodynamiki, ezyli t zw. zasadg Carnota,
mozna, jak wiademo, uvjgé w rézne formy, réwnowazne z twierdze-
niem o niemozliwosel perpetuunm mobile drugiego rodzaju.. Najbar-
dziej uzywane sj np. formy: ,cieplo nie moze przej$é samo przez
sig z ciala zimniejszego do cieplejszego® (Clansias); ,nie mozna
wytworzyé pracy kosatem ciepla, pochodzacego z ciala o najnizszej
{z pomigdzy danych cial) temperaturze“ (Lord Kelvin); ,entropja
systematu izolowanego nie moze =z biegiem czasu zmniejszaé sig*
{Clausius).

Jezeli rozwazymy znaczenie tych twierdzen, ze stanowiska obecnie
przez nas zdobytego, musimy przyznaé, ze wynik okazuje sie fa-
talny dla termodynamiki dogmatycznej, utrzymujacej, ze zasada
Carnota jest bezwzglednie deisla. Wszak mozna bezposrednio
obserwowad zjawiska, polgezone z auntomatyeznmem przetwarzaniem
sig ciepla otoczenia w energje potencjalna; dostrzegaé mozna zja-
wiska, odbywajace sie whrew twierdzeniu o wzrastaniu entropji
(jak automatyczne tworzenie sie réinic cisnienia lub réznie kon-
centracji, automatyczne wznoszenie sig czgstek emulsji whrew cigz-
kosei i t. p.). Przytem wystepuje charakterystyczny indeterminizm
zjawisk caasteczkowych w sposéb zupelnie wyrainy w owych przy-
padkowych fluktuacjach mikroskopijnych. Wykazaliémy réwnoczednie
powody, dlaczego mimo to makroskopijne zjawiska zazwyczaj wy-
daja sig zgodne 2 zasads determinizmu, objawiajaca sip w prawach
termodynamieznych.

Dawny spér atomistyki z termodynamiks rozstrzyga sig zatem
tak, ze powyisze bezwzgledne sposoby formulowania zasady Car-
nota okazujy sig niewatpliwie bledne. Klasyezna termodynamika

zdaje sig jednak byd systematem naukowym o bezwzglednej Scistosei”

i zwigelofei twierdzed i wszyscy jej zwolennicy sg przekonani
o slusznodei twierdzenia, ze, gdyby znalazlo sig' choé jedno zjawisko,

przebiegajace whrew drugiej zasadzie, wyrazonej w jakiejbadé z po--

wyzszych form, caly systemat termodynamiki runglby.
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§ 46, Czy mozliwe jest perpetuum mobile? Czy zatem ,druga
zasada jest ‘pozbawiona wartosei? Cazy mozliwe jest t. zw. perpe-
tuum mobile drugiego rodzaju, prayrzad, bezustannie wytwarzajsey
prace kosztem ciepla otoczenia? Zapewne liczne osoby, zajmujace
sie badaniem ruchéw Browna i podobnyeh zjawisk, beds sklonne
daé odpowied twierdzges na to ostatnie zapytanie. Niektdrzy auto-
rowie (Lippmann, Svedberg, Ostwald, Richarz) wyrainie
wyciagneli takie konsekwencje 1); Svedherg i Lippmann po-
daja nawet fikeyjue konstrukeje przyrzadéw, majacych sluiyé za
perpetnum mobile. Rzeez Wwydaje sig w zasadzie bardzo prosta.
Wystarezy, jezeli w mnaczyniu, napeluionem emaulsjs, umiescimy
przegrode zaopatrzona wentylem, dozwalajgeym czgstom na prze-
chodzenie z jednej strony pa drugs. ale nie naodwrdt. Musialaby
w nim powstad, sama przez sig, réznica koncentracji i zalefnego
od niej eiduienia osmotyeznego, ktdrej uzyé moznaby jako bodiea
do pedzenia maszyny.

Jeszeze przejrzystsza bedzie konstrukeja, jezeli uzyjemy przy-
rzadu, opisanego w kofcowym ustgpie § 39, ale zamiast zwiercia-
delka umiedeimy kolo zgbate i polsczymy z niem zatrzask, dopusz-
czajacy tylko obrét kola w jedng strong. Automatyezne fluktuacje
powinny wtedy obracaé kolo jednostronnie; ciagle okrgcanie. wlékna
przedstawialohy trwale #rédlo pracy, kidre moznaby wyzyskaé za-
pomoey odpowiedniego urzadzenia, polsczonego z gérnym koricem
widkna. Nie chodzi weale o kwestje trudnosei technicznej prazy
wykonaniu przyrzadu; niema ta granic nieprzekraczalnyeh.

Sadze jeduak, ze zbudowanie takiego perpetuum mobile jest
niemozliwe ze wzgledéw zasadniczych; w dwdich wymienionyeh
wlasnie przypadkaeli wlasciwy przeszkoda jest zasadnieza niemozli-
wosdé sporzadzenia odpowiednich zatrzaskéw ezy wentyli. Funkcjo-
nowanie takich przyrzadéw daje sig do tego sprowadzié, ze w zwy-
klych warankach pozostajs one w pozycji (waglednie) minimalnej
energji potencjalnej. Jezeli wogdle majs sig poddawaé pod wplywem
slabych impulséw ruchu Bro wnowskiego, sprezyny w nich czynne
muszs byé tak podatne, ze tem bardsiej juz ieh wlasny ruch

%) G. Lippmann, Rapp. Congr. Int. Phys.. Paris 1900, I, p. 5i6; Th.
Svedberg, Zeitschr. f. phys. Chem. 59, p. 451, 1907; W. Ostwald, Zeitschr.
£ phys. Chem. 57, p. 883, 1906; F. Richarz, Sitzgsher. Ges. Naturw. Mar-
burg, 1907, p. 188.
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Browna musi sig uwydatnié; wskutek tego zatrzask eczy wentyl
wogéle nie bedzie funkcjonowal jednostrennie. Nastapi rozklad
wszystkich mozliwyeh pozyeyj w mysl prawa (61), ktdre musi
obejmowaé takze wszelkie tego rodzaju przyrzady mechaniczne,
bez wzgledu na szezegély konstrukeyjne, jako specjalne przypadki.

Moznaby jeszeze pomyéleé o sporzgdzeniu perpetuum mobile,
dzialajacego whrew pierwszemu z twierdzern wymienionyceh w § 45,
tak azeby cieplo weiaz nagromadzalo sig w pewnem ciele, wywo-
lujac podnoszenie sig jego temperatury, a nastgpnie moglo stuzyd
jako Zrédle pracy. Tak up. miedzy kilkoma w stycznodei bedacemi
cialami 4 B, C musza zachodzié automatyezne fluktuacje zawar-
tosci cieplnej ') i moinaby niewgtpliwie przenosié dowolne ilosei
ciepla z ciala 4 do ciala C' zapomoca posrednika B, gdyby, obser-
wujae weigi stan cieplny tych cial, faczylo sie je lub rozlgezalo
w odpowiednich chwilach, gdy wiasnie pozadana fluktuacja wysts-
pita. Byloby to istotnie perpetuum mobile, ale funkejonowaé mo-
globy ono tylko pod nadzorem istoty, znajacej w kazdej chwili stan
owyeh cial, oraz zdolnej wywolywaé dowolne ich przesuniecia,
bez rozproszenia energji. Powracamy tu w nieco zmienionej postaci
do slynnej koneepcji ,demona* Maxwella. Istota taka moglaby
zresztsy réwniez i przy pomocy poprzednic wymienionych przyrza-
déw rozwingé systematyczng walke przeciwko zasadzie Carnota.
Systemat mechaniczny, rzqdzony przez demona, wykracza jednak
poza obrgb mechaniki statystyeznej, gdyz nie jest to systemat,
podlegajsey niezmiennym zwigzkom wewnetrznym, Zadne zas$-auto-
maty, ani mechaniczne ani elektryczne, nie mogy zastapié takiego
demona *). Rozwazajse réine pomysly zbudowania automatyeznego
perpetuum mobile (drugiego rodzaju), zpajdujemy przy blizszem
zastanowienin zwykle blad, tkwigey w tem, Ze zapomnianc o p_i'zy-
padkowosdci automatyeznych fluktuacyj, o niezaleznodei ich dla réz-
nych czgsei systematu i o tem, iz wielko$é ich zalezy tylko od zmisn
energji a nie od innych, ubocznych czynnikéw.

§ 47. Poprawne sformulowanie zasady Carnota. Rozwasan
tych oczywiscie nie mozna uwazaé za dowéd piemozliwodei per-

*} Patrz np. Dr. Haas-Lorantz, loc. cit § 186, p. 93.

%) Nieco obszerniejsze przedstawienie tych rozwalan: M. Smoluchow-
ski, Phys. Zeitschr. 13, p. 1078, 1912; Voitrfige tiber d. kinet. Theorie der
Materie, 1914, p. 117 [rozgprawy XXII i XXV niniejszego tomu; przyp. wyd.).
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petuum mobile. One majgy nam tylko uprzystepnié zrozumienie,
dlaczego nie jest mozliwe zbudowanie takiego przyrzadu, mimo, Ze
on na pierwszy rzut oka wydaje sig uzasadniony, dzigki istnieniu
fluktuacyj. Za dowéd uwazamy jedynie rozwazania ogolnej mecha-
niki statystyczuej, ktére, nie czynize zadnych specjalnych zalozen
co do rodzajn badanych systematéw, stwierdzaja Scisly waznosé
zasady Carnots w krafcowym przypadku zmian nieskodczenie
powolnyeh, ezyli odbywajgeyeh si¢ w nieskoneszenie dlugim prze-
ciggu ézasu.

Sadzimy zatem, ze trzeba utrzymaé w mocy twierdzenie o nie-
mozliwosci perpetunm mobile drugiego rodzaju, rozumiejac prazez
to sfowo prayrzad, wytwarzajacy pracg stale, kosaztem ciepla oto-
czenia. Niewstpliwie przyrzad taki mose funkejonowaé przypad-
kowo przez jakis czas; wszak widzieliSmy wogéle, e mozna zdobyé
dowolnie wielki zapas pracy kosztem ciepla otoczenia (§ 42), jezeli
umie sig skorzystaé z odpowiedniej sposcbnosei. Ale czas, do tego
potrzebny, wzrasta tak niespélmiernie z wartoscia owej energji, ze
stosunek pracy uzyskauej do czasu zuiytego dazy do zera dla
nieskoficzenie diugiego czasu
(76) Lim4 —o;

RS
,dzielnodé? takiego perpetunm mobile jest zerem.

W tej formie wypowiedziana, zasada Carnota zachownje swoja
waznosé, jakkolwiek nie uwydatnia ona wyrainie wlasciwego inde-
terminizmu zjuwisk czasteczkowyeh; natomiast inne formy (§ 45),
nie kladgce nacisku na wieczng trwalosé zjawiska, sy stanowezo
wadliwe. Praktyczne znaczenie termodynamiki, jako systematu re-
gul, przyblizenie waznych dla zwyklych zjawisk zycia codziennego,
pozostaje oczywiseie nieuszezuplone, z powodéw poprzednio poru-
szonych, Ale sgdzimy, 2e wypadaloby dzisiaj porzucié sposéb w fizyce
przyjety: wyglaszania zasad termodynamiki w formach bezwzgled-
nyeh (§ 45), jako podstaw fizyki dzisiejsze], a nastgpnie ograniczania
zakresu ich waznofei przez wylsezanie zjawisk mikroskopijnyeh
jak ruchy Browna i t. d. Postgpowanie takie jest nietylko nie-
zadawalniajace ze stanowiska filozoficznego, ale ma tg niedogodnosé,
ze niepodobua podaé¢ granicy migdzy zjawiskami mikro- a makro-
skopijnemi. W innyeh podobuyeh przypadkach, jak np. w kwestji
gcistoci zasad mechaniki, mozna przynajmniej wymienié wyrazoe
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kryterjum, np. stosunek predkosei ciala poruszajacego sig do pred-
kosei $wiatla, rozstrzygajace o dokladnodei prayjetyeh prawidel.
Natomiast w zakresie termodynamiki istnieje szereg zjawisk mi-
kroskopijnych, ktoryeh skutki ujawniaja sig w sposéb niewstpliwie
makroskopijny. Przytoczymy tylko np. opalescencjg cieezy i gazéw,
zdolnosé interferencyjug Swiatla (zwiszans z szerokoscis linij wid-
mowych, ktéra na mocy prawa Dopplera zalezy od predkosei

czgsteczkowych, patrz § 40 oraz wstgp), zaleinodé wiadciwosei.

magnetyeznych i magneto-optyeznych od nateZenia pola magnetyez-
nego i t d. Dlatego hyloby wskazane, azeby wypowiadano twier-
dzenia termodynamiki w formie skromniejszej i Scislejszej; aieby
zmieniono strukturg logiczng tej nauki tak, by nie wehodzila w kon-
flikt z faktami niewstpliwie stwierdzonemi, ktérym ten referat jest
poswigcony.

§ 48. Uzupelnienia teorji z punktu widzenia teorji kwantéw,
Rozwazania teoretyczne i do$wiadezenia, ktére tworzyly przedmiot
tej pracy, skladajs sig na stworzenie jednolitego obrazu zjawisk
termodynamicznyeh, z punktu widzenia mechaniki- statystycznej.
Nietylko konstatujemy pewne wadliwodei dawnej dogmatyeznej
termodynamiki, ale poznajemy szereg pojeé: érednie fluktuacje, ruchy
Browuna, czas powrotu, ktdre ilpseiowo dokladnie okreslajg réz-
nice, zachodzace mieday rzeczywistoseiy a wyidealizowanym ter-
modynamicznym jej obrazem. Wypada nam jednak na sam koniee
jeszeze podkreslié pewien brak zasadniezy tych rozwasan, o ktérym
juz nawiasowo wspominaliSmy. Punktem ich wyjscia byla mecha-
nika statystyczna, w szezegblnodei zasada ekwipartyeji energji;
wiadomo za$, Ze zasada ta wymaga pewnych modyfikacyj, ktére
stanowig przednnot teorji kwantéw.

Nie zdsje sig, co prawda. Zeby wprowadzenie teorji kwantéw
spowodowaé moglo zmiany w ohrebie zjawisk tu traktowanych,
o ile s dostgpne bezposrednim doswiadezeniom. Dotychezas istnie-
nie kwantéw energji zaznaczylo sig w zjawiskach zwigzanych z drga-
niami, preedewsaystkiem w zjawiskach promieniowania oraz drga-
niach ezgstek cial stalyeh; prayjaé trzeba, ze owe, jako niepodzielne
jednostki wystgpujace, ilosei energji & sg proporcjonalne do ezg-
stodel drgat », w mysl wzoru e==Aw, przyezem k=65 X 107
erg. sek. Z przykladéw tu omawianych ruch Brownowski ciata,
podlegajacego sile sprezystej (§ 39), nad&Je sig do zastosowania tej
zasady. Poniewaz jednak srednie ﬂuktuacje w owym przypadkn

icm°®
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odpowiadajs pracy rzedu 2. 1074 ergéw, zatem atomistyezna struk-
tura energji odgrywalaby znaczniejsza role dopiero w razie, gdyby
czgsto$é wahan » zblizala sig do rzedu liezby 101 We wszelkich
za$ przypadkach tego rodzaju, ktére mozna bezposrednio obserwo-
waé, v bedzie o tyle mniejsza, czastki energji beds tak nadzwy-
czajnie drobne, Ze nieciaglodé zmian enerbjl nie uwydatni sie weale.

Zaprzeczyé jednak nie mozna, #e juz samo przeswiadezenie, iz
istniejg graniee wasznosci naszych twierdzed, budzi pewne uczucie
niepewnosel; pozadane byloby odpowiednie uzupelnienie ogélnej
teorji fluktuacyj, przyczem zwlaszeza takse prawa fluktuacyj elek-
tryeznyeh blisej zostalyby wydwietlone. Teorja kwantéw otwiera
na razie rézne mozliwosei hypotetycznego wykofiezenia rozpoczgtej
teoretyeznej budowy, w kierunku zjawisk jeszeze nie poznanych.
Takie spekulacje majs warto$é bardzo watpliwa, dopoki sama teorja
kwantéw spoczywa na tak chwiejnyeh, pod wzgledem logicznym,
podstawach jak dzisiaj. Pozadana bylaby zasadnicza zmiana pod-
staw, sluzgeych dla wszelkich tych rozwazan: zastspienie mecha-
niki statystycznej przez elektrodynamike, albo elektronike staty-
styezng, ale to jest jeszeze rzeczs dalekiej prayszlosel.

Na razie zrobiono jeden wielki krok naprzdd w poznanin istoty
zjawisk termodynamiczoych, dwieki badaniom fluktuacyj; dobrze
jest, 2e widzimy eel, ku ktéremn w dalszym ciagu daiyé nalezy.

M. Smoluchewski. H. 83
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