XXIll. EINIGE BEISPIELE. BROWN'SCHER MOLEKULAR-
BEWEGUNG UNTER EINFLUSS AUSSERER KRAFTE.

Bulletin International de I'Académie des Sciences de Cracovie, Classe des Scien-
ces Mathématiques et Naturelles, série A, 1913. pp. 418434

§ 1. Die bisherige Theorie der Brown’schen Molekularhewe-
gung; welche in verschiedenen Formen, aber mit tibereinstimmen-
den Resultaten von Binstein, Smoluchowski u. a entwickelt
worden ist, bezieht sich auf den durch groBtmdgliche Einfachheit
ausgezeichneten Fall, daf auf die Teilchen, welche die Bro wn’sche
Bewegung ausfihren, nur die vom umgebenden Medium stammen-
den molekularen Impulse, aber sonst keine #uBeren Krifte einwir-
ken. Streng genommen, ist also die Theorie nur dann anwendbar,
wenn die Teilchen in einem vollkommen unbegrenzten, flissigen
oder gasformigen Medium von gleicher Dichte suspendiert sind.

Im folgenden sollen dagegen einige relativ einfache Fille allge-
meinerer Natur untersucht werden, in welchen der Einfu duflerer,
auf die Teilchen wirkender Krifte zum Ausdrack kommi Es wird
sich zeigen, daB wir hiedurch auf interessante Tilustrationen einiger
aligemeiner Betrachtungen der statistischen Mechanik gefithrt werden,

Vorerst seien einige Hauptpunkte der tblichen Theorie kurz
wiederholt, anf welehe wir uns im weiteren berufen werden. Die
Wahrscheinlichkeit, daf ein von der Abszisse x, ausgehendes Teil-
chen im Verlauf der Zeit ¢ eine zwischen # nnd z - dx gelegene
Abszisse erreiche, ist gegeben durch die Formel:

g le—nADt .

1 ( =1
® . Wix)da Yl

wo D den ,Diffusionskoeffizienten® der Teilchen bedeutet, dessen
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Wert mit der ,Beweglichkeit* y der Teilchen mittels der Beziehung
zusammenh#ingt 1):

Hb
Unter Beweglichkeit ist dabei der reziproke Wert des Widerstands-

koeffizienten verstanden, also im Falle von kugelférmigen Teilchen
in einer zihen Flussigkeit:

1

Y= Gmpa

Aus jener Formel ergibt sich das Quadratmitiel der in der Zeit
in der X Richtung vor sich gegangenen Verschiebungen:

—s Ho ¢
(3) (x—z,,’::?l)t:—iv—gn—!m.

Das ist jenevFormel, welche durch die Messungen von Svedber.g,
Perrin, Dabrowski, Chaudesaigues, Zangger, Seddig
u, a. so genau bestitigt worden ist. o

§.2. Betrachten wir nun den Fall, wo das Teilchen sich in
der Nihe einer unendlich sausgedebnten, ebenen Wand befindet,
welche bei tbermiBiger Annsherung starke abstollende Krifte aus-
ibt. Es entspricht das dem verhalten einer Glaswand gegeniber
einer wisserigen Gummigutt-Emulsion, wahrend in anderen Emu'I-
sionen Glaswinde sich meistens so verhalten, als ob sie klebrig
wiren, indem die an die Wand stcBenden Teilchen an derselben
haften bleiben. :

Im Falle einer solchen reflektierenden Wand kommt man offen-
bar mittels der bekannten Spiegelbild-Methode zum Ziele. Die Wauhr-
scheinlichkeit, daB ein zur Zeit {=0 in der Entfernung z, von
der Wand befindliches Teilchen nach Ablauf der Zeit ¢ eine Ent-
fernung zwischen 2 und @ -+ dz einnehmen werde, wird némlich
bestimmt sein durch die Formel

€y W(w) dz = [rtemmphDt . o=t D] (g,

2Ym Ut

1) Beziiglich des Zahlenkoeffizienten dieser Formeln vergl. die Be]f:erkung
in § 5 meiner Arbeit: Phys. Zeitschr, 13, 1089, 1912; daselbst auch theratur-
angaben [p. 226 du présent Volume. Ed.]. -
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Diese entspricht nimlich der Superposition der Brown'schen: Be:
wegungen zweier Teilchen, die von dem Punkte x, und dessen,
zur Wand symmetrisch gelegenem Spiegelbild ausgegangen sind, unter
der Aunnahme, dal} die trennende Wand nicht existiert. Da aber
fur @ == 0 ebenso wahrscheinlich ein Ubergang von links nach rechts
erfolgt, wie in umgekehrter Richtung, so wird die Verteilung durch
Einschieben der festen Wand = 0 nicht veréindert und stellt in-
folgedessen die Liosung des eben in Rede stehenden Problems dar.

Die durchschnittliche, in der Zeit ¢ erfolgte Verschiebung be-
triigt hiernach:

G Ty _. 2m, w_*e
T — 1) = &% — = [ e¥dx,
E=m = l;/

wo zur Abkiirzung

%,
2)D:

gesetzt ist. Man sieht also, daB die durschnittliche Verschiebung
im Grenzfall langer Zeiten ¢ gemiB der Formel wichst:

Lim(z—ax,) =2 %, -
wihrend sie im Falle gewthnlicher Brow n’scher Bewegung natiir-
lich gleich Null hleibt, da dann positive und negative Verschiehun-
gen gleich wahrseheinlich sind. Das mittlere Verschishungsquadrat
(z— m,)? ist dagegen im Grenzfall sehr langer Zeiten ebenso groB
wie wenn die Wand nicht anwesend wire 1),

§ 3. Gehen wir nun 2u dem experimentel! sehr leicht reahsxer—
baren Fall tiber, wo das Medium, innerhalb dessen die Brow n’sche
Bewegung stattfindet, durch zwei parallele reflektierende Winde
begrenzt ist. Dann erfiillt man die Bedingung, dab die Winde den
Ubergang der Teilchen verhindern, indem man zwei unendliche
Rexhen von Spiegelbildern superponiert. Werden die anfanglichen
Entfernungen des Teilchens von den beiderseitigen Winden mit
« und b bezeichnet, so daf a - b der Abstand der letateren ist, so.
wird die Wahrscheinlichkeit, einer Verschiebung

T—xg=2z

%) [On trouve en effet que cette limite est égale & 2Dt Ed).
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durch die Formel gegeben:

6) W()de= —v—; ooty )_]{e-ﬂ"‘"ﬂ“*ﬂl o

_I_ e—[ﬂn(n—}-b)—z]!/u)t_‘_ e-[in(u+b)—2b+z]’/4bl+ e—[:’n(q—l—b)—Zu—z]!jiDt}} .

'I‘atsachhch verifiziert man durch Integration mit passender Anord-
nung der Grenzen, dafl

4

f Wiz)de =1

—=

ist. Auch sieht man ohne weiteres ein, daB diese Formel] fir den
Grenzfall:
i Limt=0

in die gewshnliche Formel (1) iibergeht. Fiir den entgegengesetzten
Grenzfall: .
Lim ¢ =00

kann man dagegen die obigen Summen durch Integrale ersetzen
und gelangt so zur Formel:

®) Lim W(e) ds = a_%.

Das heifit, dab nach langer Zeitdauer der EinfluB der Anfangslage
ganz verschwindet, und simtliche Lagen innerhalb der parallelen
Winde gleieh wahrscheinlich sind, was zufolge der Natur der
Brown'schen Bewegung von vornherein zu erwarten war. Fur die
mittlere Verschiebung resultiert dann der Wert:

2 ==

2
und fir das mittlere Verschiebungsquadrat:

" A=1a’+kb’.
Satb

Dabei geht die Bewegung in den zu den Wanden tangentiellen
Richtungen ¥, Z natiirlich vollkommen im Sinne der unverénderten

n
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Formel (1) vor sich. Das gilt aber nur, falls die Grifle der Teilchey
verschwindend klein ist- im Vergleich mit deren Abstinden von
den Winden a, b;- sonst kiimen noch Korrektionsglieder der Sto-
kes'schen Formel in Betrachtl), welche die Rechnung sehr kom-
plizieren wiirden und offenbar eine gewisse Verlangsamung der
Browrn’schen Bewegung, sowohl in normaler wie in tangentieller
Richtung, in der Nihe der Wande ergeben miiBten.

§ 4. Der allgemeine Charakter der zwei eben besprochenen Fille
LieB sich schon von vornherein voraussehen, da ja die Brown’sche
Bewegung sozusagen eine mikroskopische Zerlegung des Diffusions-
prozesses bildet und die Theorie der Diffusion auch den Weg zur
theoretischen Behandlung der obigen Fille weist. Vom theoretischen
Standpunkt interessanter sind aber gewisse Fille eines kontinuier-
lichen “dufleren Kraftfeldes.

Allerdings bietet der einfachste Fall — einer konstanten Kraft —
nicht viel Neues. Denn es lafit sich ohne weiteres voraussehen, daB
eine solche Kraft offenbar nur eine gleichfirmige Verschiebung der
Mittellage des Teilchens zur Folge haben wird?2). Zieht man bei-
spielsweise das scheinbare Gewicht P eines Teilehens in Rechnung,
so erhilt man an Stelle der Formel (1): )

V(o) 1 _._1“ XXy PERADE ] .

M W(z) dx—2yme X pPIREDE
Dabei bedeutet y (ebenso wie im § 1) die Geschwindigkeit,” welche
das Teilehen unter Einfluf- der konstanten Kraft Bins und des
Reibungswiderstandes annehmen wiirde, und es ist vorausgesetat,
daB die Kraft P gegen die Null-Lage hin gerichtet ist. ’

Nebsthei bemerkt, gibt dies fir die mittlere Verschiebung eines
Teilehens im (unbegrenzten) Schwerefeld die Formel -

®8) (@—x)? =2Di+ (yPey,

wie auf Grund des Superpositionsprinzipes von vornherein zn er.

1} Siehe: H. A. Lorentz, Abhandlungen fi. theor. Physik, I p. 23 (1908);
J.8tock, Bull Int. do I'Acad. d. Se. d_ Cracovie, 1911, p. 18% M. Smolucho w-
ski, Proe. Intern. Congress of Mathematics, Cambridge 1912, IL. p. 192 [p. 195
du présent Volume. Ed.].

% [Voir & ce sujet un mémoire de M. Reinhold Fiirth, Ann

k : M. alen d
Physik, Bd. 60, pp. 77—94, 1919, Fd.]. ; ’ n
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i .
XXI1l. BROWN SUHE BEWRAUNG} BINFLUSS AUSSERER KRAFTE 257

warten ‘war. Auch in diesem Falle sind fiir gentigend kurze Zeiten
die gewdhnlichen Formeln (1) und (2) annihernd ghitig.

§ 5. Nun aber wollen wir annéhmen, es handle sich um Teil-
chen, auf welche eine in die Null-Lage zurtickstrebende, der Entfer-
nang z proportionale, elastische Kraft einwirke, da sich zeigen wird,
daf dieser Fall sich dureh verhiltnismilige Einfachheit der Berech-
nung auszeichnet, aber doch neue charakteristische Zuge aufweist.

- Er 14Bt sich auch ganz leicht verwirklichen, falls man die Grolle z

nicht als Liénge., sondern als Drehungswinkel auffaft und dem-
entsprechend die drehende Brown'sche Molekularbewegung unter-
sucht. Tech habe schon an anderer Stelle darauf hingewiesen, dafl
die drehenden Molekularschwankungen eines sehr kleinen Spiegels,
der an einem Torsionsfaden aufgehiingt ist, unter Umstinden mef-
bare Grole erlangen miissen 1). Bei diesen tritt eine elastische Kraft
der eben erwahnten Art ins Spiel.

Vor allem moge nun eine allgemeine Funktionalgleichung ab-
geleitet werden, welche die zeitlichen Versinderungen der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung definiert und uns im spiteren zur Grundlage
dienen wird. Es bezeichne nimlich W{r,z); d die Wahrscheinlich-
keit, daB ein anfinglich vom Punkt x, ausgegangenes Teilchen
nach Verlanf der Zeit ¢ eine Abszisse )

x.x -4 de

~
besitze. Bin solehes Teilchen mub zur Zeit 8 irgend eine (gleiche
oder verschiedene) Lage

a..atde

-eingenommen- haben, und die Bewegungen in den Zeiten 6 und
#— 0 sind voneinander vollkommen unabhéingig ®). Somit setzt sich
Wi(a, x,); offenbar aus der Summe der Wahrscheintichkeiten fiir
irgend eine Mittellage a zusammen, von denen jede sich als Produkt
zweier Wahrscheinlichkeiten darstellt: entsprechend der Verschie-
bung des Teilchens von x, bis o wihrend der Zeit 6 und der Ver-
schiebung von o bis  wihrend der Zeit (— 68). Es muB also fir

1) M. Smoluchowski, Phys. Zoitschr. 13, 1069, 1912, insh. §§ 16, 17.
[p. 226 du présent Volume. Ed.}

3) Dies berubt auf der grundsiitelich vorausgesetzt
Brown'schen Bewegungsimpulse.
M. Smoluchowski. IL 17

Zufilligkeit der
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den Fall eines beliehigen Kraftfeldes allgemein die Gleichung gelten:
. oo

) Wz, 00)pdw = d f W (@, 2)p Wz, @),_g de

§ 6. Um nun diese Gleichung auf unser Beispiel anwenden zu
konnen, berufen wir uns auf den soeben behandelten Fall, indem
wir uns anstatt des Gewichtes P eine elastische Kraft

X=— oz

wirkend denken. Dann wird die Verteilung von Teilchen, die zur
Zeit t =0 vom Punkt x, ausgehen, nath geniigend kurzer Zeit ¢
ebenfalls annghernd durch die zu (7) analoge Formel

B

— —_ g~lr—xotayailiDr

Wiz, %), do = 2V dx
gegeben sein, denn das Korrektlonsglied @yx,7 entspricht zwar
der Annahme einer tberall gleichen Kraft von dem fur x, gelten-
den Betrag, aber der hieraus erwachsende Fehler ist natiirlich desto
geringer, je kirzer wir 7 wihlen, da die Teilchen sich dann desto
weniger weit von w, entfernen. ]

Fur gentigend kleine ¢ nehmen wir also unter Verwendung der
Abkiirzung @y=—_4 an:

W(@, %), = Lemni=pome

1
2)n D7

Daraus schlieBen wir unter Verwendung von Formel (9) auf
die Verteilung im Zeitpunkt 27:

W (%, @), = glla- mt—ﬁt)ﬁu—au—{zz}] DT g o

L
47Dt
P l -
o) DefT T = por
In derselben Weise fortfahrend, erhilt man allgemein fir die
Verteilung zur Zeit £ = n1:
W(x 3 mo)m =
- 1
 oYaDe 11 —pBopt (1—prp=>

Nun ergibt der Grenzitbergang:

P )

ne =%, Limz=0

Tl ErAD (- R (e D)

[
ov
el
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die gesuchte Endformel:

7 S S S
10) W(a, xn)dm_l/2nb(l um)eﬂ e BipDt—e 280

§ 7. Aus dieser Formel folgt weiter dureh entsprechende In-
teuratlon die durchschnitiliche Entfernung von der Gleichgewichts-
lage, zur Zeit 2:

(11) : T = 2,6,
der durchschnittliche Absolutwert jener Entfernung :

—_ |20 =%
(12) sl

das mittlere Entfernungsquadrat:

(13) = 1 — 8‘25’j + e,

ﬁ[
Man sieht natiirlich, daB die Bewegung (10) tatsiichlich fur kurze
Zeiten mit der gewohnhchen Brown'schen Bewegung (1) identisch
ist. Mit zunehmender Zeit macht sich aber die elastische Kraft
fihlbar, und zwar indem sie die Mittellage der Teilchen der Gleich-
gewichtslage x'=0 nihert und zugleich die Art der Verteilung
modifiziert, so daB der Einfluf der Anfangslage z, allmuhlich ver-
schwindet. )
Nach Ablauf einer im Vergleich zu 1/8 langen Zeit stellt sich
eine stationire Verteilung her:
(14) Lim Wz, 2,) = W(z) =|/ ﬂ e'm

k]

welche offenbar nur vom Werte des Verhulinisses /D abhangt,
dieses ist aber [siehe (2) und § 6] identisch mit:
—_— A’v -
DT " Hp
also ist im Exponenten des obigen Ausdruckes die bei Verschie:
bung ans der Null-Lage in die Lage « gegen die elastische Kraft
geleistete Arbeit faa? enthalten. Es lauft dieser Spezialfall auf ein
schon anderweitig bekanntes Eesultat ‘der statistischen Mechanik
hinaus, demzufolge die Schwankungen eines molekularen Systems
17#
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um die Gleichgewichtslage innerhalb #uflerst langer Zeiten nach
MafBgabe der Wahrseheinlichkeitsformel

(15) W’(l) AA = qe¥43/80 g 1

verteilt sind, in welcher A; die dem Parameterwert 1 entspre-
chende Arbeit bedeutet. Das Quadratmittel dieser Schwankungen
bezeichnen wir im folgenden mit £ und nennen £ die ,mittlere
Schwankung®:

. — D HE1
(16 - P=Lims=F="g .

§ 8. Nebstbei bemerken wir, da# man die Formel (13) direkst
anf einfache Weise gewinnen kann, indem man in unserem Falle
die von Langevin?!) angewendete Ableitungsmethode der Formel
(1) benittzt. Man verfahrt dabei in analoger Weise wie bei Ablei-
tung des Virialtheorems. Fiir ein jedes Teilchen gili nimlich eine
Bewegungsgleichung von der Form:

. (l* 1dx
17 LA A
(17 ST BT

in welcher X die von den unregelmifigen Molekularsttfen her-

rithrenden StoBkriifte bedeutet, und die beiden anderen G'rheder die

elastische Kraft und den Reibungswiderstand vorstellen.

Durch Multiplizieren mit # und Integrieren nach der Zeit er-
hilt man :

m d
2(“( ) = —i—f{mX—am +m( )]dt+00nst

Bildet man eine derartige Gleichung fir jedes einzelne Teilchen,
summiert die entsprechenden Glieder und dividiert durch die An-

zahl der Teilchen, so erhslt man die anf die Mittelwerte beztigliche .

(leichung:
d(z? —
7;1 g;) +afmzdt=k8t—§:00nst.

Der Durchschnittswert des Gliedes

" (dw 2
)

1) P. Langevin, Comptes Rendus 146, p. 530, 1908.
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muf nimlich gleich sein dem doppelten Betrag der auf einen Frei-
heitsgrad entfallenden mittleren kinetischen Energie k6; der Mittel-

wert des Gliedes
Y f =X dt

mufl aber im Vergleich zu den ubrigen verschwindend klein wer-
den, da die MolekularstsBe als von x unabhingig vorausgesetst
werden, also far jedes » durchschnittlich fur gleichviel Teilchen
im positiven wie im negativen Sinne erfolgen *).

Die Diﬁerenﬁalg]eichung:

18) md s L e — k6=0
18) zae Ty di

hat offenbar zwei partikuldre Integrale von der Form

(19) *i=]%e+ et
wobei:

v=—— NF Vi = 8may

2my

Nun sind je mach der GroBe des Elastizititskoeffizienten o die be-
kannten zwei Fille zu unterscheiden. Wenn

1
E> gt

so entspricht dies der hekannten, durch Reibung gedimpften perio-

dischen Schwingung, und das Glied %6/ stellt dann [in (19)] die

von der Moleknlarbewegung herrihrende Korrektion vor. Im Falle

aperiodischer Bewegung
- 1

<

e<< Bmy?’

4 En la note (2) de la page 262 du présent mémoire, Smoluchowski
aitire lni-méme Pattention du lecteur sur eette hypothdse qui, dit-il, constitue
le point faible de snn raisonnement. La méme question a été reprise et étudiée
3 fond par M. L. 8. Ornstein dans plusienrs mémoires présentés & I'Acadé-
mie des Sciences d‘Am terdam ; voir: Vewslag d. Wis- en Natomrkundige Af-
deeling, Kon. Akad. v. Wet. te Amsterdam, v. 31 Maart 1917, 29 December
1917, 29 September 1918, 26 Januari 1918 et 22 Februari 1915, Ed).
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welcher uns im obigen interessiert, erhdlt man die zwei Niherungs-
werte: ' -
1

. Py == —

my v =—2ay.

Das Eiusetzen der auf Brow n’sche Teilchen beziiglichen Zahlen-
werte ergibt nun fir #; eine so enorme GréBenordnung, daB die
Funktion :

A et

einen anferordentlich rasch verschwindenden Bewegungsprozef vor-
stellt ). Die in der Praxis zur Beobachtung gelangenden Bewegun-
gen sind also allein durch die zweite Losung v, reprisentiert. Setat
man also in {19) die Anfangsentfernung =, ein:

., k6
und bemerkt man, daf

k6 D -

PR ay=4§
ist, so ergibt dies wieder die vorher abgeleitete Formel (13), wel-
che natiirlich ebensowohl die Lagenverteilung einer Schar von Teil-
chen wie die-Wahrscheinlichkeitsverteilung eines einzigen Teilchens
vorstellt.

Diese Ableitung ist insofern  interessant, als sie den allmihli-
chen Ubergang zu gewshulichen elastischen Schwingungen klarlegt 2),
Leider ist sie auf andere Kraftgesetze nicht anwendbar, ‘withrend
die Methode des § 6 sich wenigstens im Prinzip auch auf andere
Falle tibertragen liefle, allerdings unter Bewiltigung gréfBerer ma-
thematischer Schwierigkeiten,

§ 9. An den Gleichungen (10) bis (14) lassen sich bequem
einige charakteristische Ztige studieren, welehe fir molekulare
Phanomene allgemeinere Bedeutung besitzen. '

%)} Es verschwindet nimlich in auBerordentlich raschem Tempo der EinfluB
der Anfangsgeschwindigkeit, und es verbleibt nur der langsam verschwindende
_Einﬂuﬂ der Anfangsentfernung, was damit zusammenhtingt, daf die Bewegungen
in aunfeinanderfolgenden Zeitintervallen 7 voneinander unabhiingig sind.

?) Allerdings wiren gewisse schwache Punkte der Argumentaﬁou noch ein-
gehender klarzulegen, inshesondere die Vernachlissigung des Gliedes Zy'det
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Bekantlich hiingt nach Boltzmann die Wahrscheinlichkeit ei-
nes Zustandes (das ist die relative Haufigkeit des Vorkommens des-
selben innerhalb auBerordentlich langer Zeit) mit dessen Entropie
durch die bekannte Beziehung zusammen :

S:—.klogW.

Somit kann man in unserem Falle den Elongationen x der Teilehen
bestimmte Entropiewerte zuordnen, und zwar nach Gleichung (14):

(20) S==const. — kg%: const, — ;i(;—:)’

Das Maximum der Entropie entspricht selbstverstindlich der
Gleichgewichtslage x = 0.

Die vom Punkt x, ausgehenden Teilchen bewegen sich nun im
ersten Augenblicke rein ,Brownisch¥, d. i in Ubereinstimmung
mit {1}, also bewegen sie sich {annihernd) ebenso wahrscheinlich
im Sinne zunehmender wie im Sinne abnehmender Entropie. Und
dieser Satz gilt auch fur jeden beliebigen spiteren Zeitpunki, da
der Beginn der Beobachtungszeit natirlich willkiirlieh ist.

Handelt es sich aber um eine lingere Beobachtungsdauer, so -
ist fiur den weiteren Verlauf der Bewegung das Verhiltnis der An-
fangselongation 2, zur mittleren Schwankung £ [(16)] maBgebend.
Ist der Anfangszustand sebr ,anormal“, das heiBt, ist z, sebr groB
im Vergleich zur mittleren Schwankung &, so sinkt die grofie Mehr-
zahl der Teilchen schon uach kurzer Zeit unter den Anfangswert
x, hinab. das heifit, sie bewegen sich im Sione wachsender Entro-
pie. Denn die GroBe des Zeitintervalles A7 nach dessen Verlanf
beispielsweise fiinfmal so viel Teilehen sich unter r, befinden als
tiber x,, wird durch die Bedingungsgleichung fiir 4¢ definiert sein:

Xy oo
(21) f Wz, ag)gede =5 f Wz, o) 4.
2 4
Das Einsetzen der Ausdriicke (10} ergibt fir A¢ die Beziehung:
2
L 142 (‘ff)
At === o, <
ﬂ g

=25
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wobel z eine reine Zahlengrsfie bedeutet, ndmlich die Zahl, welche
der Gleichung

z

[esda=ila

o
gentige leistet, das ist nngefihr: 2 = 0:66. Handelt es sich also um
sehr anormale Anfangszustinde, so findet man - durch Reihenent-
wicklung des Logarithmus den Naherungswert:

. 4 (2£\2 i ¢
22 At=_(—) : .
(22) gla)
weleher zeigt. wie sehr jenes ,Verzigerungsintervall® A¢ mit Zu-
nahme des Abnormalititsverhiltnisses (z,/£) abnimmt.
Ist jedoch der Ausgangspunkt innerhalb des mittleren Schwan-
kungsbereiches £ gelegen, so daf

pt

ist, so hat die Gleichung (21) keine Lésung, fiir A¢ denn dann ist
ttberhaupt keine Tendenz zur Entropiezunahme vorhanden, sondern
es tritt im Gegenteil im Mittel eine Entropieabnahme ein.

In direkter Weise zeigt auch die Gleichung (13), daB das Qua-
dratmittel der Elongationen der Teilehen mit der Zeit zu- oder ab-
nimmt, je nachdem der Ausgangspunkt innerhalb oder auferhalb
des mittleren Schwankungshereiches gelegen ist, und daf es sich
asymptotisch dem Werte £ nahert.

§ 10. Bs ist somit klar, daf derartige Vorgiinge in desto ho-
herem Grade den Charakter der Irreversibilitit annehmen, je anor-
maler der Anfangszustand ist. Auch der Vergleich der Gleichungen
(11) und (13) lehrt, daB die molekularen Schwankungen gar nicht
in Betracht kommen, wenn x, sehr grob ist im Verhiltnis zu g,

indem sich dann alle Teilehen fast genau nach  der gewdhnlichen
Reibungsformel

X ==z, Bt

bewegen. Natirlich ist diese Irreversibilitit nur scheinbar, da wir
gesehen haben, daB in jedem Moment die beiden Beweguugarmh-
tungen gleich mdglich sind, und da wirklich immer eine dareh (10;
genau angegebene Wahrscheinlichkeit zur Erreichung eines belie-
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bigen Zustandes von einem beliebigen Ausgangspuukt besteht, da-
her auch die urspringliche Lage in geniigend langen Zeitriumen
wieder erreicht wird.

An anderer Stellet) habe ich, an die {dort ohne Beweis angege-
benen) Formeln der §§ 6, 7 ankniipfend, gezeigt, wie man sogar zu
einer Schitzung der ,Wiederkehrzeit eines stark anormalen Zu-
standes gelangen Laun Fur die GroBenordnung derselben fand ich
den Ausdruck:

X \8
©3) _P2m g 33
ﬂ Ty
dessen kolossales Anwachsen mit Zunshme der Abnormalitit be-
greiflich macht, warum in der Praxis die Wiederkehr stark anor-
maler Zustdnde nie beobachtet wird.

§ 11. Die prinzipielle Reversibilitit aller derartigen Vorginge
kommt auch darin zum Vorschein, daB dieselbe Formel {10) ohne
Zeichenwechsel auch fir umgekehrte Zeitfolge gilt, indem sie nim-
lich die Wahrscheinlichkeit bezeichnet?), daf ein Teilehen. welches
sich momentan in x, aufhilt, sich vor der Zeit ¢ im Bereiche

z...x+dx

hefunden habe, Es folgt dies nnmittelbar schon aus der Betrachtung
des statistischen Gleichgewichts der den stationdiren Zustand cha-
rakterisierenden Bewegungsvorginge. Aber es laft sich das noch
in folgender spezieller Weise erliutern. Die Wahrscheinlichkeit,
dafi ein Teilchen eines derartigen, lange Zeit sich selbst iiberlasse-
nen Systems sich im Bereiche

-« Xg + dirg
hefinde, betrigt nach Analogie mit {14)

Wize)datg = I/E__Jf i e PP g .

.Giltigkeitsgrenzen des zweiten Hauptsatzes der Wirmetheorie® [Vor-
triige fiber die Kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitiit, Leipzig,
1914, pp. 85—121; Mémoire N* XXV du présent Volume. FEd]

*; Als Wahrscheinlichkeit kénnen wir dabei den Prozentsatz der giinstigen
Fille definieren, welcher sich wihrend #uBerst langer, von auben nicht gestirier
Vorgangsdauer einsteilen witrde.
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Das Produkt dieses Ausdruckes und des Ausdruckes (10), néimlich

8 _ 8 et Bl
(177 £ el — 2D 28t
(24) W () V1 (-’E,%“o) dxdr, = 2an e ‘ 1 df'{d%
bezeichnet somit die Wahrscheinlichkeit, dap ein Teilechen sich an-
fangs im Bereich

Ty« Xy -+ da,,
und daB es sich zu einem um # spiteren Zeitpunkt im Bereiche
2.2+ dx

anfhalte, oder, was desselbe heiBt: .daB es sich anfangs in 22 befinde
und zu einem um ¢ fritheren Zeitpunkt . in z, befunden habe. Di-
vidiert man also jenen Ausdruck durch (14), so folgt

TR 2 | o
—3
V?ﬂ)"mﬁ"} ¢ M BT da,
als Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen, welches sich in 2 befin-
det, sich vor der Zeit ¢ in .

T .. Ty + da,

aufgehalten habe. Werden z und z, vertauseht, so folgt daraus eben
die zu beweisende Behauptung. Selbstverstindlich setat sich die sta-
tiondre Verteilung (14) aus lauter nach dem Schema (24) verlau-
fenden Elementarvorgingen zusammen und sie ergibt sich tatsich-
lich aus jenem Ausdrucke durch Integration ndch x, zwischen den
Grenzen — oo und -+ oo. ‘

Was ibrigens ‘die Bewegungsvorgiinge innerhalb des mittleren
Schwankungsbereiches anbelangt, so kommt in denselben auch jene
scheinbare Irreversibilitit des § 10 nicht zum Vorschein, und die
Vorgiinge haben einen der gewshnlichen B row n’schen Bewegung
verwandten- Charakter. Darin scheint mir eben das Hauptinteresse
dieses Beispiels zu liegen, daB man an demselben zum ersten Mal
Gelegenheit hat, der graduellen Ubergang von scheinbarer thermo-
dynamischer Trreversibilitit zur regellosen Molekularbewegung- im
Detail zu verfolgen.

Analog werden' sich auch z B. Gummigutt-Teilchen verhalten,

welehe, der Schwere folgend, sich vorzugsweise in der Nghe des
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Gefilbodens aufhalten missen. Fir diesen Fall haben bekanntlich
Perrin und dessen Mitarbeiter die mit der Zeit sich einstellende
stationire Verteilung entsprechend der Gleichung (14) unseres Bei-
spieles] experimentell studiert und haben deren Ubereir‘lstimmun.g
mit der allgemeinen theoretischen Formel {15} nachgewiesen. Die
Ableitung der Formel, welche unserer (10} entsprechen w.ﬁr‘de,
stoBt jedoch in diesem Falle anf grofiere rechnerisehe_ Schs:vxer}g-
keiten wegen der durch den GefiBboden bedingten Diskontinuitit,
und sind aveh experimentelle Untersuchungen hierither noch aus-
stindig ¥). Weitere Aufschliisse heztiglich dieses Punktes hoffe ich
in Zukunft erbringen zu koonen

4[Voir & ce sujet un mémoire de M. R. Fiirth inséré aux Anualen d. Phy-
sik (&), Bd. B3., pp. 177—213, pour 1917. Ed]


GUEST




