XVIL UBER DIE WECHSELWIRKUNG VON KUGELN,
DIE SICH IN EINER ZAHEN FLUSSIGKEIT BEWEGEN.

Bulletin International de 'Académie des Sciences de Cracovie, Classe des Scien-
ces Mathématiques et Naturelles, série A, 1911. pp. 28—39.

Die nachfolgende Untersuchung bezweckt die Beantwortung der
Frage, inwieweit die Bewegung einer in einem zdhen Medium be-
findlichen Kugel durch die Anwesenheit (oder Bewegung) einer
oder mehrerer anderer Kugeln modifiziert wird. Die ~Resultate,
welche sich diesbeziiglich ergeben haben, sind, abgesehen von ihrem
rein theoretischen Interesse fiir die Hydrodynamik, auch durch ihre
Anwendung auf die Bewegung von Nebelteilehen von Wichtigkeit,
indem sie die Giltigkeit des Stokes'schen Gesetzes erheblich ein-
sehrinken und mégen vielleicht unter anderem auch zur Aufkli-
rang der Divergenzen beitragen, welche bei den darauf gestiitzten,
von verschiedenen Beobachtern vorgenommenen Bestimmungen der
Elektronenladung anftreten.

I Strémung bei Gegenwart zweier Kugeln.

Um die Wechselwirkung zweier Kugeln zu studieren, kann
man eine Anntherungsmethode anwenden, welche auf sukzessiver
Superponierung partikulirer Losungen beruht, analog den Spiege-
Iungsmethoden, welche zur Lésung verschiedener Probleme der
mathematischen Physik, wie elektrostatische Wechselwirkung zweier
Kugeln (Murphy), Bewegung zweier Kugeln in einer idealen
Flassigkeit (Lamb, Hydrodynamies 8% Ed,, p- 122, 1906), Modifizie-
rung eines Bewegungszustandes einer ziihen Flussigkeit durch eine
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unendliche Wand (H. A. Lorentz und eine Arbeit von J. Stock 1)),
verwendet werden.

Nehmen wir an, daB sich in einer zihen Flussigkeit, welche
im Unendlichen ruht, eine ruhende Kugel (vom Radius ) und in
der Entfernung R eine mit der Geschwindigkeit

= —1

lings der X’ Achse fortschreitende Kugel (vom Radius a) befinden.
Dann gehen wir von den bekannten Stokes’sehen Gleichungen
fur den stationsren Stromungszustand in der Nshe einer bewegten
Kugel aus, deren Mittelpunkt sich gerade momentan im Koordina-
ten-Anfangspunkt befinden mége 2):

5 7 2
ezz—%;—i-‘—z-m%ﬂ(l _a_)

»3 3 7t
@ ax’y’ a®
v = — 3 }_s' (1—;;) . 8. W,

Fuar die Oberfliche der um den Punkt z, y, » mit dem Radius
b gelegten Kugel wiirden dann hieraus gewisse Stromungsgeschwin-
digkeiten resultieren, welche durch Entwicklung von (1) nach Po-
tenzen der Grifen
§=a' —a, =y -y L[=¢—2

in der angeniherten Form erhalten werden:

et
@)
n = *%%4—%%;5(—1_;_%’)_}_

, -
+15 (- 1+ 22t

4 [Jan Stoek, Uber die Bewegung einer Kugel in einem zihen Medium
lings einer ebenen Wand, Bulletin Int. de 'Académic d. Sc. de Cracovie, ClL
d. Be. Math. et Nat., A, 1911, pp. 18—27. Hd].

*) Dies setzt allerdings das Bestehen eines quasi-stationtiren Zustandes vor-
aus, was eine im Vergleich zur Dichte groBe Zahigkeit erfordert. Doch werden
wir die SchluBfolgerungen nur auf wirklich stationdire Bewegungen anwenden.


GUEST


184 XVIIl. WECHSELWIRKUNG VON KUGELN

w= =gt )

z 7 322

@ +%g%gy?ﬂ+%%§(—1+§§)
Pr=p ,g%@[l_:@'%j_'{‘i@]_%%

Dabei sind die Radien als klein im Verhslinis zur Entfernung der
Kugeln (mit B bezeichnet) vorausgesetzt, daher sind hier, wie
auch in den folgenden Rechnungen, nur noch Ausdriicke von der
Ordnung

(a/B), ab/R*, (b/R)®

im Verhaltnis zur Einheit beriicksichtigt worden.

Soll aber die Kugel & ein ruhender starrer Korper sein, so miis-
sen die Geschwindigkeiten an deren Oberfliche Null sein, und dies
erreichen wir durch Superposition eines solehen Stromungszustan-
des ug, vy, w,, welcher (1) den hydrodynamischen Zahigkeitsglei-
chungen entspricht (2) im Unendlichen die Geschwindigkeit Null,
(8) an der Kugeloherfliche die Geschwindigkeiten

— Uy — v, — Wy
besitat.

* Diesen Stromungszustand w,, v,, w, (welchen wir ,den an der
Kugel & reflektierten Bewegungszustand® nennen wollen) finden
wir aus der von Lamb (Hydrodynamies 3° Ed., p. 550) angege-

benen allgemeinen Lisung der hydrodynamischen (leichungen fir
zihe Fliissigkeiten:

. 1_ B ,.; ?&‘ ‘ R 2/ p,
8) u= uz [2(2n Fh% T GFDEIOE T 3) 592(?@)] +

V2, 2. 2%
+2’[3x -[——z—a?—g/az]u. 8. w.,
wenn wir die darin enthaltenen Kugelfunktionen Doy Puy X BUS
obigen Bedingungen (2) und (3) bestimmen. ‘
So erhalten wir durch Einsetzen der Rugelfanktionen ¢_, p_,,

P2y Pg, %2 in (3) und Vergleichung mit (2) nach zemlich um-
stindlicher Rechnung:

)( A ymF20) 4

3Dkt
JIATS

B
.

o

h2 L, abd
,.z) ~ 45,3

)i+

2

r (1 +1{'2
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worin £, 7, §,r die Koordinaten und die Entfernung des gegebe-
nen Punktes in bezug auf den Mittelpunkt der Kugel & bedeuten.
Ein analoger Ausdruck folgt fur w, durch Vertauschung von y, 4
mit 2, §.

Nun erfillt der Strémungszustand v - wy, © + v,, w0 -} w, zwar
die Bedingung des Haftens an der Kugel 3, aber daftr bleiben
. jetzt in der Oberfliche von a gewisse Geschwindigkeiten von u,,
v, wy Ubrig (allerdings von kleinerer Grofenordaung) welche
wir durch Reihenentwicklung von (4) in der Naherungsform
erhalten:

ab abz?
4=t TR

) abay
) vy = o
abrz

Wy == 2 T

Diese miissen somit abermals durch Superposition eines Bewegungs-
zustandes ‘#,, v,, w, neutralisiert werden, welcher. im Unendlichen
verschwindet und an der Oberfliche r=a die Werte (5) mit
negativem Vorzeichen besitzt; man konnte ihn ,den an b und
reflektierten Strémungszustand“ nennen. :

Dies verdrsacht nun keinerlei Schwierigkeiten, da ja die Grofen
(5) Konstanten sind, also unmittelbar die Anwendung der S to-
keg'schen Gleichungen gestatten. Die u,,0,, 1, werden sich somit
aus je drei analog (1) gebauten und mit den Konstanten ug, vy, w,
multiplizierten Gliedern zusammensetzen:

ay, at ax’ a® , ,
4—;(3 +,§) *%7;(1 _‘,’.—g) (s - vy’ + 0, &)

6) w,=—

deren explizite Ausrechnung jedoch fir das Weitere nicht no-
tig ist. :

Die Summe - 1, -+ u, ete. stellt somit den resultierenden
Bewegungszustand in der Nihe von a vor, wihrend in Entfer-
nungen von der GréBenordnung R bereits die Glieder U 2wy
' gentigen, da 4, daselbst nur mehr die GroBenordnung a8/RS be-
sitzt, welche wir vernachlissigen. Wollte man in der Entwick-
lung (2) auch noch hshere Glieder berticksichtigen, so miiBte man
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natirlich eine entsprechend grofere Anzahl von ,vielfachen Re-
flexionen® in Rechnung ziehen.

IL. Druckkrifte zwischen zwei Kugeln.

Nun handelt es sich um die Bestimmung der resultierenden
Druckkrifte und Momente, welche die Kugeln a und & seitens der
Flussigkeit erfahren. Hiezu berechnen wir einzeln die Bestandteile,
welehe von den iibereinander superponierten Bewegungszustinden
stammen, und das ergibt bei Beniitzung der bekannten Formel
(Lamb, Hydrodynamies 3% Ed, p. 5562, 1906):

@ pa=—Zp+ (G =Y+ 2 wmt oy 4 wa),

daf die Gescbwindigkeiten w,, v,,u; auf die Kugel b nur Druck-
krafte von der Ordnung abS/R% austben, welehe im Verhaltnis zu
den tibrigen Gréfen zu vernachlissigen sind.

Auf die rohende Kugel § wirken somit nur die aus dem Be-
wegungszustand uy, vy, w, abgeleiteten Krifte, welche am einfach-
sten mittels der durch Substitution von (3) in (7) leicht abzulei-
tenden Formel

s . 20 £ Bn-f2) Ip, 2uf-h4n+ 3
R ) B | e iy o R Fd ey i e

2(n—1)3¢, (z . ¥ E)x,,)
. _ 224 I
! r dx +o—1u \r dy r dz

berechnet werden. nimlich:

- absm T
Yoy 14

o abmux
(9 Y=—3 %5 Y
abmuzxz

Dieselben Ausdriicke wiirden sich auch aus der Stok es’schen
Widerstandsformel ergeben, wenn man fir den Ort der Kugel b
ein gleichformiges Stromungsfeld (mit der aus (1) fir den Mittel-
punkt der Kugel & folgenden Geschwindigkeit) annghme.
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Die infolge der Anwesenheit der ruhenden Kugel b auf a rick-
wirkenden Reaktionskrafte folgen dagegen einfach aus dem Sto-
kes'schen Widerstandsgesetz in Verbindung mit (5); somit erfihrt
die sich bewegende Kugel a die Krifte:

X= 6a7w[1 +196R£(1 +31§:)]

‘ r— a?bruzy
(10) Y= aé;_‘_ ury
atbmuxz

Z = 51 A

das ist einen vergrofBerten Widerstand in der Beweguugsrichtung‘

und auferdem noch transversale Krifte.

Wirde umgekehrt die Kugel a ruhen, dagegen b die Geschwin-
digkeit u== —1 besitzen, so wiirden auf ¢ Krifte wirken, die mit
(9) identisch sind. Bewegen sich nun beide Kugeln mit derselben
Geschwindigkeit = —1, so erhslt man die auf a wirkenden
Krifte durch Superposition der von ruhendem b in bezug auf be-
wegtes a und von bewegtem b in bezng auf ruhendes a ausgetibten
Driicke, nimlich:

X'-—Gnaﬂ[l—— E(l "J‘Rs)—l_'ﬁ}%’(l +?§:)] _

{11
T abrmxy[

£

| w8 ow

Die auf b wirkenden Kriifte betragen in analoger Weise:
x?

X“GRB“[I'—IR(1+R2)+I%'RZ(1+ )]

b
'Yx—%f—%m—y[l lg}u s w.

(12)

Hieraus ist folgendes ersichtlich:
1) Bewegen sich zwei Kugeln parallel zucinander mit gleicher

Geschwindigkeit ¢, so ist der Widerstand einer Jeden derselben in
erster Anngherung um die GroBe

abnuc

| gabmuc
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vermindert, also ist .die Fallgeschwindigkeit bei gegebener Grofe
der Kugeln im Vergleich zum Stokes'schen Gesetze vergrsBert.
2) Auflerdem wirkt liings der Verbindungslinie der Kugeln, und
zwar in der Richtung von der rickwirtigen zur voranschreitenden
hin, eine Kraft, welche in erster Annsherung dureh
abmuce

R

gegeben ist, also fiir heide Kugeln gleich gerichtet und gleich
grob ist.

Interessant ist hierin der auffallende Widerspruch mit dem
Satze von Wirkung und Gegenwirkung, der aber insofern selbst-
verstindlich ist, als zwischen den Kugeln keine inneren Kriifte
wirken, sondern die Fliissigkeit mithericksichtigt werden muf.

3) Uberdies ergibt die Rechnung auf Grund von (7) und (8),
daB die Kugeln von Drehungsmomenten beansprucht werden Die- -
selben betragen z. B. fur die Kugel &: ’

dabiucn

T [ EBz}Vy + 22 “

und suchen eine Rotation um eine zur X- Achse und zur Verbin-
dungslinie senkrechte Achse in dem Sinne hervorzubringes, als ob
sich der Bewegungswiderstand vor allem an der AuBenseite des
aus den zwei Kugeln bestehenden Systems fithlbar machen wiirde 1).

M=

III. System von n Kugeln.

Mittels der oben dargelegten Methode kann auch die Bewegung
eines Systems von » Kugeln untersucht werden. Bewegen sich z. B.
simtliche Kugeln parallel mit gleicher Geschwindigkeit, so kann
man dies auffassen als Superposition von » solchen Beweguugszu-
stinden, in welchen sich je eine der n Kugeln bewegt und alle
dbrigen in Ruhe sind.

Besehrdnkt man sich auf Glieder derselben GroBenordnung wie
vorhin, so ist in jedem dieser Bewegungszustinde nicht nur der

1) Es sei ausdriicklich bemerkt; dafl ‘man aus diesen Resultaten nicht auf
den Einflu einer unendlichen ebenen Wand schliefen darf (siehe die oben
aitierte. Arbeit von J. Stock), indem man @ und R unendlich macht, da dann
die Entwicklung (2) nicht statthaft ist.


GUEST


190 XVIIL. WECHSELWIRKUNG VON KUGRLN

direkte, nach (9) zu berechnende Einflul der bewegten Kugel auf
die betrachtete Kugel zu berticksichtigen, sondern auch die einma-
ligen ,Reflexionen” desselben an den tibrigen ruhenden Kugeln.

Der Widerstand der Kugel 1 in der Bewegungsrichtung wird
daher gegeben sein durch: :

(13) X’—“G’W;ﬂﬂ{l—%z%‘:(l +]%?,‘%)+

O O “3_;“: ffﬁ Y Crn Yiom

+ﬁf2 pza[ +%) (1+Rzm)+ R.R,,
LR Lm Zm
+255)

worin die mit dem Index % versehenmen Zeichen die Koordinaten
der Z-ten Kugel in bezug auf die Kugel 1, die mit dem Index &m

versehenen Zeichen die relativen Koordinaten der m-ten in bezug

“auf die kte Kugel bedenten.

Handelt es sich um eine aus sehr vielen gleichmiBig verteil-
ten Kugeltropféhen gleicher GrufBe gehildete Nebelwolke, so kaan
das erste Korrektionsglied der Stolkes’schen Formel durch Bil-
dung eines tber das Volum der Wolke zu erstreckenden Mittel-
wertes ersetzt werden:

ffr’ sin @(1 4 cos? p)dpde
gan

5
ffr3 sin pdode

welcher offenbar von der GrsBenordnung anf8 ist; wo S eine mit
den Lineardimensionen der Wolke vergleichbare Grife bedeutet, Ist
dieses GHied klein' gegeniiber der EBinheit, so sind die hoheren Glie-
der der Eantwicklung (13), welche abwechselnd ein positives und
negatives Zeichen haben werden, zu verpachlissigen, und nur in
diesem Falle ist die Stokes’sche Formel angenthert richtig,
Dabei ist zu bemerken, dab diese Korrektion, welche eine Ver-
minderung des Widerstandes (also bei gleicher Schwere eine Ver-

groferung der Fallgeschwindigkeit) bedeutet; nicht nur von der’

. GroBe und den mittleren Abstanden der Tropfehen, sondern auch
von der Lage derselben innerhalb der Wolke abhtingt, und fir sol-
che, welche in der Mitte liegen, offenbar mehr ausmacht, als fiir
die an der AuBenfliche befindlichen Tropfehen,

icm
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Nennen wir die pro Volumeinheit der Wolke entfallende Anzahl
der Tropfchen », so kann man die Bedingung der angensherten
Gtiltigkeit des Stokes'schen Gesetzes auch so ausdriicken, daf

avSE<< << 1

sei. Also hingt im Gegensatz zur iiblichen Meinung die Giltigkeit
jenes Gesetzes offenbar auch von Gestalt und Grofle der Nebel-
wolke ab.

Werden die linearen Dimensionen der Wolke grofer als

1

so wird die Reihenentwicklung (13) divergent. Dies wiirde aller-
dings von vornherein nur heweisen, da die oben dargelegte Be-
rechnungsmethode fiir diesen Fall ihre Anwendbarkeit verliert und
daB man ther denselben nichts Bestimmtes aussagen kann.

Es kann aber leicht in aniderer Weise gezeigt werden, welche
Bedeutung jene Bedingung fir das ganze Problem besitzt. Denken
wir uns nimlich eine kugelformige Nebelwolke vom Radius S, wel-
che n Nebeltropfehen vom Radius @ enthalt. Das Stokes'sche Ge-
setz bestimmt dann die relative Fallgeschwindigkeit eines jeden
Tropfehens in bezug auf die unmittelbar umgebende Gasmasse zu

S>

gga®
%—i i

aber ebenso ergibt sich auch fir die Nebelkugel als Ganzes eine
Geschwindigkeit von
nadoy
a8’

somit kann das Stokes'sche Gesetz nicht mehr sogar annihernd
richtig sein, wenn

na
g1

ist, was mit der vorhin abgeleiteten Bedingung zusammenfsllt, Hier-
ans wird die physikalische Bedeutung derselben klar. Nur wenn
eine geniigend kleine Anzahl kleiner Teilchen eine grofe (aber
dinne) Wolke bildet, ist jenes Glesetz giltig, sonst entstehen Strd-
mungen des die Teilchen enthaltenden Mediums, welche die rela-
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tive Fallgeschwindigkeit derselben ganz tiberdecken. Man bemerke

noch, daf jene Bedingung eine recht weitgehende Einschrinkung
bedeutet; so kanu offenbar bei einigermaBen undurchsichtigen Ne-
belwolken von der Giltigkeit des Stokes'schen (tesetzes keine
Rede mehr sein. Denn die Verminderung der Durchsichtigkeit be-
deutet, daff die gesamte Querschnittsumme na2m von gleicher Gro-

Benordnung ist wie der Querschnitt der Wolke S2, wihrend obige

Bedingung erfordern wiirde:
atn<<as.

Allerdings beziehen sich alle diese Uberlegungen nur auf Wol-
ken, welche im freien Gasraume schweben, nicht auf solche, wel-
che in Gefifen mit starren Winden eingeschlossen sind. Dureh
Kombination der hier dargelegten Methode mit jener von H. A.
Lorentz (siche die obenerwihnte Arbeit von J. Stock) koénnte
man den Einfluf starrer-Wande auf eine Nebelwolke theoretisch
verfolgen; doch sieht man auch ochne weitere Rechnung ein, dab
derselbe die Giiltigkeit- des Stokes'schen Gesetzes begiinstigen
wird 3), da er der Aushildung von Konvektionsstromungen entge-
genwirkt.

Daraus erklirt sich auch, daB z. B. Perrin in seinen Unter-
suchungen ther Emulsionen jenes Glesetz genau bestitigt gefunden
hat, da er eben das Fallen der Emulsionsteilchen in Kapillar-
rohren beobachtete. Er bemerkt ausdricklich (Ann. Chim. Phys.,
18, 1909, p. 46), daB in weiteren Rohren Konvektionsstromungen
aufzutreten pflegen, welche die Erscheinungen modifizieren, Solche
in geschlossenen Gefuflen auftretende, mitunter ziemlich gewaltsame
Wirbelstromungen, welehe an' gewissen Stellen die Fallbewegung
der Teilehen begitnstigen, an anderen derselben entgegenwirken,
kann man leieht beim Schlimmen von Pulvern beobachten.

Hiebei mochte ich auf eine gelegentlich gemachte Beobachtung
hinweisen, dab sich ein aus kleineren und groBeren Kugelteilehen
bestehendes Pulver (Zinkstaub) mittels Schlimmen in seine Bestand-
teile nur dann zerlegen laBt, falls die Menge der suspendierten
Substanz unter einer gewissen Grenze bleibt, Ist. die Menge des

% In fier Nihe der Wand kommt allerdings anch ein unmittelbarer hem-
mender Einfluf vou der Grdfenordnung afd, wo & die Distanz von derselben
bedeutet, zur Geltung.
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suspendierten Stoffes zu groB, so fillt derselbe als. einheitliche
Masse heraus, indem die groBeren Teilchen die kleineren fast voll-
stindig mitreiflen. Es scheint dies mit den hier hehandelten Er-
seheinungen zusammenzuhingen, denn man ersieht schon aus For-
mel (11) und (12), daf eine kleine Kugel von einer grofen viel
mehr beeinfluBt wird als umgekehrt, und dieser Umstand durfte
bei fjberscl{reitung gewisser Dichtigkeitsgrenzen umsomehr hervor-
treten, -

In grofiem Maflstabe treten Bewegungen quasi-suspendierter Teil-
chen auch bei der Elektrolyse auf, doch haben wir es in diesem
Fall immer mit zwel gleichzeitiz in entgegengesetzten Richtungen
vor sich gehenden Wanderungsprozessen zu tan, deren EinfluB sich
gerade kompensieren mull, ohne konvektive Strémungen zu veran-
lassen. Dagegen konnen solehe wohl in den Féllen einseitiger Ionen-
wanderung in Gasen auftreten, und es ist bier bei Anwendung der
Stokes'schen Formel Vorsicht geboten, )

Auch dringt sich die Frage auf, ob sich die Abweichungen von
jener Formel nicht bei den Bestimmungen der elementaren Ionen-
ladung nach der J. J. Thomson'schen und Wilson'schen Nebel-
methode geltend machen. Es ist schwer, sich hieriiber ein Urteil
zu bilden, denn einerseits ist daselbst die hier abgeleitete Bedingung
sicherlich weit therschritten, andererseits spielt sich aber der ganze
Vorgang in einem geschlossenen GefiB, zwischen den Kondensator-
platten ab. Vermutlich werden hier schwer kontrollierhare Neben-

- umstdnde (Ungleichformigkeit der Ionisierung, Verhaltnis des vom

Nebel eingenommenen Raumes zum: ganzen Gasraum) als Fehler-
quellen von grofier Bedeutung auftreten. Auch ist vorauszusehen,
daB selbst bei Ausschlull groBerer Konvektionsstromungen Gruppen
von zufilligerweise dichterer oder dinnerer Konstellation eine
grofiere oder geringere Fallgeschwindigkeit annehmen mtissen, dab
sich somit die Nebelmasse mit der Zeit in vertikaler Richtung aus-
breiten werde und daB deren obere Grenzfliche eine geringere als
die mittlere Fallgeschwindigkeit besitzen musse.

Cunningham?) hat eine Formel zur Abschitzung des Unter-
schiedes der Geschwindigkeit einer Wolke und eines eéinzelnen
Teilehens abgeleitet, doch es scheint mir, daB jene Formel tuber die
Anwendbarkeit des Stokes’schen Gesetzes in .der Praxis keinen

4 Cunningham, Proc. Roy. Soc. 83 (4) p. 367 (1910).
M. Smoluchowski. H. . 13
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Aufschlup gibt. Denn bei der Ableitung derselben wird stillschwei-

- gend vorausgesetst, daB jedes Teilchen nur unter der Einwirkung
der unmittelbar benachbarten steht und dal simtliche Teilchen ge-
nau denselben (nur von deren Dimensionen und -Abstinden, aber

_ weder von deren Lage noch von der GriBe und Gestalt der Wolke
abhiingigen) Bewegungszustand besitzen. Im Falle frei schwebender
Wolken haben wir die Unrichtigkeit dieser Annahmen nachgewie-
sen, und fir ,eingeschlossene“ Nebel ist eben vor allem die Frage
2u entscheiden, inwiefern dieselben erfillt sind.

Nach allédem scheint mir ein gewisses Mifitrauen gegen die
Anwendung der Stokes’schen Formel auf derartige dichte Ne-
bel, anch wenn sie in Gefiflen eingeschlossen sind, sehr geboten
und dtirften  die an einzelnen, getrennten Kiigelchen vorgenomme-
nen Fallversuche !) und die hieraus' abgeleiteten Werte der Ionen-
ladung gewifl weitaus vorzuziehen sein.

9 Zeleny, Phys. Zeitschr. 11, 8. 78 (1910); Millikan, Phys. Zeitschr.
11, 8. 1097 (1910). . B

iom®

XIX. ON THE PRACTICAL APPLICABILITY OF STOKES
LAW OF RESISTANCE AND ITS MODIFICATIONS
REQUIRED IN CERTAIN CASES.

International Congress of Mathematicians, Cambridge: August 1912,

§ 1. Stokes’ law for the resistance of a sphere in a viseous
liquid rests, as is well known, on the assumptions:

L Slowness of motion, so that the inertia terms in the hydro-
dynamieal equations may be neglected in comparison with the effects
of viscosity.

1. Complete adhesion without slip of the liquid to the sphere,
this being considered as a.rigid hody.

II1. Unboundeduess of the liquid and immobility at infinity.

In what follows I should like to contribute some remarks on
this law with regard to certain cases of practical importance, where
the underlying conditions are to some extent changed; such remarks
may be of interest to those who are engaged in research work on
subjects connected with Stokes’ law.

First let us touch briefly the question of slipping, connected
with the second of the above assumptions. Stokes calculation can
be generalised by allowing the liquid to slip along the surface of
the sphere, with a velocity proportional to the frictional force in
a tangential direction [which in the case of a parallel laminar flow

L . d .
implies the surface condition fu= ya—“]. In this case, as Bagset
Y

" has shown, the simple law of Stokes has to be replaced by

ﬂR+2[t 7 4
ya«
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