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Dieser Temperatursprung kann natiielich je nach Umstinden
eine betriichtliche Gréfie crreichon; er betrug z B. fur Wasserstoff
im Apparate I bereits bei | mm. Druck ein Viertel der ganzen
Temperaturdifferenz, das ist za. 70 Bei den grofiten Verditnnungen,
wenn die Grefidimensionen klein sind gegentiber der mittleren
Weglinge, wird schlieflich die Temperatur des Gtases im ganzen
Zwischenraume konstant und zwar gleich cinem  Mitielworte dor
beiderseitigen Begrenzungstemperaturen sein.

Die in dicser Arbeit mitgoteilen Versuche wurden im physika-
lischen Institute der Universitiit Berlin ausgefilt; os sel miv ge-
stattet, auch an dieser Stelle dem Leiter desselben, Herrn Prof.
Warburg, fur die Anregung zu dieser Untersuchung und fir
die vielfachen Ratschlige, dic cr mir im Laufe derselben zu Teil
werden lie, meinen besten Dank auszudricken.
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IX. UBER DEN TEMPERATURSPRUNG BEI WARMELEITUNG
IN GASEN.

(Bitaumgsborichte dor kaiserl, Akademie dor Wissonschaften in Wien. Mathem.-
nafurw, Klasse; Bd. CVIL Abt. La, 1898; pp. 304—329).

L

Die Grundlage, auf welcher die mathematische Theorie der
Wirmeleitung beruht, besteht darin, da® die Temperatur innerhalb
eines Korpors Uborall stotig variiert, und dal der Wiirmestrom dem
Temperaturgefulle proportional ist.

Sehon von Poisson?) war jedoch dic Ansichs ausgesprochen
worden, dafl an der Oberfliche eines Korpers oder uberhaupt an
dor Gronziliche zweior Korper, awischen welehen Wiirmeaustauseh
vor sich geht, ein ondlicher — obwohl im Allgemeinen sehr klei-
ner — Temperaturuntersehied 0,—0, besteht, und fiir diesen Fall

, b . .
nahm er den Wirmestrom L jenem Temperaturunterschiede pro-

portional an,
Der Proportionalititsfaktor y in der diese Anahme ausdriicken-
doun Gleichung:

a0,
1 b

(1) Oy—0, =7 o

wo n dio ing Innere dos Kirpers I gemogene Normale bedeutet,
soll fornerhin als Tomperatursprung-Koiffiziont bezeichnet werden,

Poisgon begrtndet seine Hypothese durch Betrachtungen tber
die Strahlungsvorgiinge (vespeltive auch Konvektionsstrome) an der
Oberflicho der Korper; diese pflegt man aber heutzutage von der

1) Uhéorio do la Chaleur, insbesondere Chap. V.
M. Smoluchowskl L. 8
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Wiirmeleitung ganz gesondert zu behandeln; es lige also kein Gru m}
vor, warum bei blofler Wirmeleitung ein Temperatursprung auf-
treten sollte, und deshalb wurde auch dessen Ixistenz von neueren
Physikern sehr bezweifelt, umsomehr, als es nicht gelungen war,
einen solehen experimentell einwandsfrei nachzuweisen und zu
messen.

Nun haben aber schon 1875 Kundt und Warburg?) dio
Vermutang ~ ausgesprochen, dap eine solcho Frscheinung in stark
verdiinnten Gasen bemerkbar sein dirfte, boi welchen sie das ana-
loge Phiinomen des Gleitens der Gase entdeckt hatien.

Daff dies wirklich der Fall ist, habe ich vor Kurzem durch
Versuche nachgewiesen, die an einem anderen Orte ausfubrlich
beschrieben sind 2.

Dabei wurde auch das Glesetz, welches nach Analogie mit den
Erscheinungen der Gleitung bei der inneren Reibung der Gase von
vorneherein yermutet worden war, daB nimlich der Temperatur-
sprung-Koéffizient verkehrt proportional ist dem Casdrucke, besti-
tigt; es ergab sich bei Anwendung von Glasapparaten:

fiir Linft

¥ = 00000171 - 329-,

fiir Wasserstoff

¢ = 0000129 0
oder in mittleren Weglingen der Gasmolekile ausgedriickt:
v =170
Y =696

Diese Erscheinung ist noch frappanter als die des Gleitens der
Gaso und widerspricht noch mehr den tblichen Vorstellungon; es
handelt sich nun darum, eine passende Erklirung zu finden, nach-
dem eine Zurtickfithrung des Phiinomens auf Strahlungsvorginge
ete. nach Poisson ausgeschlossen ist, umsomehr, als hei meinen
Versuchen der Kinfluf der Strahlung (und der Stromungen) eigons
eliminiert wurde,

Es ist nun der Zweck dieser Arbeit nachzuweisen, dafi sich

Y} Pogg. Ann. 166, 8. 177, 1875.
) Wied. Aun. 64, 8. 101, 1898,
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eine Erklidrung der heohachteten Tatsachen in einfachster Weise
ans der kinetischen Gastheorie ergibt, dhnlich, wie dies von Kundt
und Warhurg hetroffs der Gleitung der Gase gezeigt worden ist,
und sie seheinen mir dadurch geradezn einen neuen Beweis fiir
die Richtigkeit jener Theorie zu bilden.

Der Grundgedanke ist folgender:

Die Wirmeleitung der Gase heruht nach Maxwell, Clau-
siuvs ete. darauf, daf die Molokile die lebendige Kraft, welche sie
an einer Stelle des Glases besitzen, in Folge ihrer Bewegung an
andere Stellen thertragen und dort beim Zusammenstofile mit an-
deren Molektlen, welche vorher eine verschiedene Bewegungsener-
gie hatten, an dieselben teilweise abgeben, so dab ein fortwithren-
der Ausgleich der lebendigen Kraft (der Temperatur) unter den
Molekitlen stattfindet. .

In der Nshe ecines fosten Kérpers wird nun dieser Wirmeaus-
gleich zwischen dem Kérper und den Gasmolekilen in doppelter
Weise behindert:

L. dadurch, daB die Beweglichkeit der letzteren durch die
Nihe der Wand beeintrichtigt ist, indem sie daselbst kiirzere Wege
zuriicklegen werden, da ihnen das Eindringen in den festen Kor-
per verwehrt ist;

2. dadurch, daB sie beim Zusammenstol mit den Teilchen des
festen Korpers, insbesondere falls dieselben eine erheblich verschie-
dene Masse haben, im Allgemeinen doch nicht vollstiindig die Tem-
peratur desselben annehmen werden, wie ich weiter unten noch
ansfithrlicher nachweisen werde.

Um sich den Einfluf dieser Vorgiinge, welche sich bis zu einem
gewissen Grade gesondert untersuchen lassen, zu -veranschaulichen, '
denken wir uns (Fig. 1) in eine Gassiule mit linearem Tempera-
turgefille B4 plotdlich ¢ine dénne. aber undurehdringliche Wand
W hineingestellt, welche die Bigenschaft hat, die Temperaturen
(respokiive lebendigen Krifte) der an sie anprallenden  Molekiile
anzunehmen und auszugleichen,

Dann wird in der Nihe von W zufolge des frither als 1) be-
zoichneton Umstandes die Wirmeleitung verringert, daher das Tem-
peraturgefille vermehrt werden; anschaulicher wird dies, wenn man
bedenkt, dafl die Temperatur an jeder Stello gleich ist dem Mittel
der Temperaturen der von rechts unach links und der in umge-
kehrter Richtung fliegender Molekeln; die von der Wand wegflie-
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genden konnen aber im giinstigsten Falle nur die Temperatur der
Wand selbst haben, daher mufl sich dieser Mittelwert von der
Wandtemperatur um eine endliche Grofle unterscheiden T). Statt als

Bl
w
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%
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¢ _ ¢
A
A"
Ill«
Fig. 1.

Gerade 4B wird die Temperatur jotzt in der durch 4,B, darge-
stellten Weise verlaufen.

1) Bine #hnliche Bemerkung macht auch Stoney in oiner mir erst jotet
bekannt gewordenen Abhandlung: On the Penetration of Heat aceross Layors
of Gas Phil, Mag. IV (6), p. 428, welche manches Wortvolle enthiilt, aber dureh
irrige Ansichten fiber die Wirmeleitung der Gase entstelit ist. Siehe auch Phil,
Mag. V. (B), p. 4567 Anm.
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Wenn aber noch der Umstand 2) daznkommt, daf nimlich die
Molekiile nur einen Teil ihrer Temperaturdifferenz beim Anstofen
an die Wand ausgleichen, so werden die heiden Kurvenzweige sich
noch mehr von AB entfernen und die Lage 4,B, annchmen.

Bis jetzt waren die Verhilltnisse beiderseits symmetrisch ange-
nommen, nun kommt aber noch in Betracht, dafi die Temperatur
innerhalb dos festen Korpers so rasch ausgeglichen wird, dah die
Anderung derselben in Tolge des Wirmetberganges unmerklich
ist. Man wird somit, wenn man links von T den festen Korper
annchmen  will, dasclbst anstatt der Kurve 4, eine Gerade G zu
substituieren haben, so daB die Entfernung OG gleich ist der Mit-
teltemperatar  (in Bezug auf 0) der an die Wand von rechts her
stoflenden Molekille.

IL°

Die Schwierigkeit bei Berechnung der Wirmeleitung und ebenso
der inneren Reibung und Diffusion nach der kinetischen Gastheo-
rie liegt hauptsiichlich darin, dafl, sobald ein Temperatur- (respek-
tive Geschwindigkeits- ete) Gefille sich in dem Gase einstellt,
auch die Geschwindigkeitsverteilung unter den Molekiilen nach ver-
schiedenen Richtungen eine andere wird, so dall das Maxwellsche
(tesetz nicht mehr anwendbar ist.

Der Zustand des Gases ist dann nicht mehr durch Druck oder
Volum und Temperatur bestimmt, sondern es kommt noch eine
Art Polarisationszustand — bei Wirmeleitung einaxig, bei innerer
Reibung zweiaxig --- dazu. Streng genommen sind fir ein Gas in
diesem Zustande die Formeln, welehe den Zusammenhang zwischen
Druek, Volum und Temperatur darstellen, iberhaupt nicht mehr
giltig. Dic Abweichungen von dem normalen Zustande werden sich
hiebei jedoch im Allgemeinen nur auf Glieder zweiter Ordnung
der Kleinheit heschriinken, dagegen werden, wie Boltzman?)
gozeigt hat, dic Werte des Warmeleitungs- ete. Koéffizienten selbst
wm. Glieder von derselben Gréfenordnang wie die ausschlaggeben-
den gefilseht werden, falls diese Anderung der Greschwindigkeits-
vorteilung vernachlissigt wird, wie dies bei der Annahme, daf die
Molekile sich wic elastische Kugeln verhalten, zu geschehen pflegt.

Tino exakte Berechnung liefle sich nun allerdings in der Weise

Y Boltzmann, Sitzungsher LXXXI, 8. 117, 1880; auch Gasth. S, 93.
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durchfithren, wic es von Boltzmann fir die innere Reibung und
Diffusion geschehen war, oder man kénnte die Maxwellsehe An-
nahme einfithren, dalj sich die Molekitle verhalten wie Kraftzeutra,
zwischen denen eine der fiinften Potenz der Eutfernung verkehrt
proportionale Kraft wirkt, aber es schien mir fir den vorliegonden
Zweck doch gentigend, die Rechnung vorliufig unter den ecinfachen
Anpahmen von Clausius, welche dic mathematiseche Bohand-
lung so sehr erleichtern, durchzufithren, da dieselben ja qualitativ
ithereinstimmende Resultate lieforn und da eine ganz oxakte Bo-
rechnung in unserem Fall schon dadurch unmaglich gemacht wird,
daB man den Einfluf des festen Korpers noch nicht in gontigend
sicherer Weise mathematiseh formulieron kann.

Es wird also die Rechnung mit der Vereinfachung durehgefithrt,
dal) die Bewegungsenergie (oder Temperatur) cine Migenschaft dor
Molekeln sei, welehe die Greschwindigkeitsverteilung uicht altoriort,
und dafl einem Molekel im Mittel jene Quantitst dieser GroBe zu-
kommt, welshe in der Schichte herrschte, wo dasselbe zum letaton-
male zusammengostofen war; auch soll von vorneherein dic Ge-
schwindigleit der Molekile gleich der mitileren gesetzt worden
(siche Boltzmanu, Gastheorie, S. 74).

Mit derselben Berechtigung lift sich dann unserc Rechnung
auch natiirlich auf dio innere Reibung snwonden — sie stinunt ja
im Wesentlichen mit jener von Kundt und Warburg iberein —
und therbaupt auf jeden ihnlichen ProzeB. Analoge Erscheinungen
miifiten z. B. auch bei der Blektrizititsleitung dor Glase eintreten,
falls nur hiebei iberhaupt die Molekularbewegung in Betracht
kommt, Dicse Bemerkung ist vielleicht im Hinblick auf gowisso
Erscheinungen, wie den .Ubergangswiderstand (respektive elektro-
motorische Gegenkraft) zwischen Metall und Gas, von Interosse;
doch will ich hier nicht niher darauf eingehen,

Betrachten wir nun den Fall des stationiiren Wiirmoithergangos
zwischen zwoi auf verschiedenor Temperatur befindlichen parallolon
festen Wiinden, die so weit von einander entfornt sind, daf) dio
mittlere Weglinge gogentiber ibrer - Distanz zu vernachliissigon st
und daB somit das Tomperaturgefille in einiger Entfernung von
den Wiinden jedenfalls ein linesres wird.

In der Nihe der Wand, z B. jener, welche die niedrigere Tom-
peratur hat und welche zur ¥Z-Ibene gewihlt werden miige, wird
dagegen das Tomperaturgefille nicht mehr linear sein. Tn Jjedem

icm
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Falle muf} aber durch jede Isothermenebene (parallel ¥Z) ebenso-
viel Wirme von der einen Seite nach der anderen thergehen, wie
auch umgekehrt.

Fassen wir = B. das Volumelement do, in der Entfernung (x --£)
von der Wand, ins Auge und untersuchen, wie viel Molekille von
ihm nach rechts durch ein Element 8s der [sothermenebene, welche
dor Abszisse x entspricht, hindurchgehen werden. )

[n dem Klemente do sind ndp Molekile vorhanden, es werden

.oy . ndoe R ,
also per Zeiteinheit 5 Zusammenstofle vorkommen, und ebensoviel

Molekile werden aus dem Elemente hinausfliegen, alle mit der Ge-
schwindigkeit ¢ und dor Temperatur 8(z-—E), welehe in jenem Ab-
stande #—Z2 von dem festen Korper herrscht; dieselben verbreiten
sich gleichmiibig auf den ganzen Raum, also entfiillt in die Rich-
tung dor Fliche &s, welche von dem Volumelement unter dem Raum-
winkel sin @393y gesehen wird, nur der Bruchteil

sin pBp8)  Bseoso
4m T 4w

der gosammton Molekilzahl, wenn wir mit » die Entfernung des
Elementes 8s von dv bezeichnen; hievon gehen aber nur jene durch
s wirklich hindurch, welche einen Weg zuriicklegen, der grofier

i . i
ist als », das ist der Bruchteil ¢ #; im Ganzen gehen also von links
nach rechts durch die Fliche 8s, falls wir dieselbe =1 setzen,

Molekule hindurch, wo das Integral tiber die Grenzen des betrach-
teton Raumes zwischen £ =0 und £ =& zu erstrecken ist, jedes
mit dem 0 der betreffonden Schichte versehen. Ist ms die auf ein
Molekul entfallende Wirmemenge fiir die Temperatur 1 (der Was-
serwort derselben), so wird im Ganzen die Wirmemenge

. . r d
e Y L1 e e

hindurchtransportiert, was sich durch Hinfihrung von §==1cos ¢
und dv = »2 dEdgd tg ¢, sowie Ausfihrung der Integration nach ¢
reduziert auf
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E3

i1
g
W, 9(;1)L¢f0 (@—§ d& e Aesp gin pdo.

In analoger Weise wird von rechts nach links die Quantitit

ﬂ

=””’be9( 49 dE ¢ ;,ruuqnsm pde

hindurchgetragen.

Zu W, kommt aber noch der Teil Wy, welcher von jenen Mo-
lekeln herribet, die an den festen Korper angeprallt waren, von
ibm reflektiert wurden und einen Weg in der x Richtung zuriick-
gelegt haben, der grofier als x ist.

Falls bei diesem Vorgange vollstindiger Temperatur-Ausgleich
stattgefunden bitte. wiire ihre Temperatur gleich der Temperatur 0,
des festen Korpers. (Die analoge Annahme ist der Rechnung von
Kundt und Warburg zu Grunde gelegb)

In Wirklichkeit wird sich nur ein Teil ausgleichen, was hior
bei der Wirmeleitung von besonderer Wichtigkeit wu sein seheint.
Wir vehmen also an, die Temperatur der von der Wand ausgoson-
deten Molekile 9 gentige der Formel:

& —0p = B (0 — ),
somit
@ G=PB0x+(1—p)b
wo 0, die mittlere. Temperatur der von rechts an die Wand an-
prallenden Moleleln bedeutet, (, die Towmperatur dor Wand solbst
und 8 einen Aunsgleichsfaktor (zwischen 0 und 1), dor spiitor noeh

nither untersucht werden soll.
Dann wird fur W, analog dem I'rtheren gefunden:

__mm& “’fdgf” mowsm dyp,

wobei
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F.d
oo 2

P
fU (E)d&fe 289 gin @de

(3) B 0y 4 (3 .__?;_-H S
fdtfe M%r/‘ sin dy

Damit dio Strimung stationiir sei, muf sein:
Wy =Wy —Wy = const.,

also, wenn noch zur Abkiirzung

z
)

N
/c 48 g sin pdo = ¢(£)
Q
bezeichnet wird:

fo (4 E) o (E) dE nfu (e — ) g (B) dE ﬂ'fcp(z)rli = 0;

hichei bedeutet ¢f die per Zeiteinbeit von rechts nach links durch-
cnms
21

Setzt man don Temperaturunterschied 6 — § gleich einer neuen
Variabeln y, so erhilt man fur diese die Gleichung: -

) fy(w—l—fi)cp(&)dﬁ -fy(w~ﬁ)<9(

Bevor wir weitergehen, missen wir die oben als ¢ definierte
Funktion niher botrachton. Fihrt man die newe Variable

gehende Wirmemenge, dividiert durch

- b ein, 8o wird
ACoRg

wag sich dureh partielle Integration verwandelt in:
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‘—5 € Fomsdz
o=l iif

Letzteres Integral, welches wir mit 1&'(5) bezeichnen  wollen,

wird Tntegrallogarithmus genannt; es kann mittels der Reiho Dbe-
rechnet werden, (die sigh durch Entwicklung von ¢ ergibt):

. , 2 8 14
(6) J_fz(t):ﬁ—]l—logt——t—{-gvm 3‘3”4—4‘4!
B=0B712151...

Dureh Differentiution ergibt sich:
' 1 1 E
v@=— ;)

o'’ e 1 _i
7O =1 ¢
W8 w.

Man sicht also: ¢ hat fir E==0 den Wort I und heriihet da-
selbst die Ordinatenaxe; mit wachsendem Argument nimwmt os fort-
wihrend ab und xmhcxt giclr fiir £ == oo asymptotiseh dor Absais-
senaxe. .

Im Folgenden werden wir oftors noch auf Integrale von der

Form f E'9(E)dE (wobel » eine ganze positive Zahl) stoflen, und
0
deshalb migen die diesbeztiglichen Formeln amch gleieh an dieser

Stelle entwickelt werden.
Durch Vertauschung der Integrationsordnung wird jenes In-

tegral:
1 = c
J :faﬂy/&"a w ([E,
a :1

Das Integral nsch § liBt sich dureh sukzessive particllo Tuto-
gration ausfuliren in

_,”y)\n+l S R ;_,, [7\‘/11‘"-[—7?«1‘,/ "~ _l_ -‘I—Mi/\"ll nlll

und dadurch wird gefunden:
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(1) lv:::'_?:;“};:i| Z[Hr wn(n-—1) ( ) +.. n'( )]-|—

+ nil_l_lg ().

IMie den all 4 =0 hat man statt desson:

/q’@"& : [1"(’ ‘]~l- 5 9@,

Kehren wir nun zur Untersuehung der Gleichung (4) zuriick;
dieselbo wird die Funktion y vollstindig bestimmen, falls noch die
Bedingung  dazukommt, dafl der Verlauf von y in hinreichender
Intfernung von 0 als linear anzusehen ist

Differcnziert man sie in Bezug auf x, so erhilt man:

ﬁ/ (& 4 E)p(E)dE -/J (93-*5 (€)dE = 9 (2)y(0),

¥

und woenn man dicso (Heichung (in Bezug auf y') partiell integriert:

® 2= fl/(H-E d&~~/w-~t><p<ﬁ)da

o

Zu derselbon (leichung kann man aber auch direkt gelangen;
sio driickt nimlich nichts Auderes aus, als daf die Temperatur in
einer Schichty gleich ist der mittleren Temperatur der Molekiile,
die sich jewcilig darin befinden.

Denn wenn man berticksichtigt, dal die Molekile in der Schichte

withrond oines Zeitraumoes verweilen, welcher proportional Jst ————— oy

wo orhiilt wan analog dem Fruberen die Gleichung:

N / ;)(m—FE)dE? f Sy, / - f{{jfiu,/_}_& fd& / i%'-
(Ib)r: - / dE f ¢ mll/
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1_ &
p .
fg—;-d—lj ist aber = — A¢’(E); die Ausfithrung der Integration

im Nenner ergibt sofort die obige Gleichung. Diesclbe ist, falls die
Integrationskonstante riehtig bestimmt wird, fir die Kenntnis der
Temperaturverteilung gleichwertig mit Gleichung (4), und mwan biitte
auch auf sic die ganze Berechnung hasieren kénuen.

Wird das y aus (4) oder (8) boestimmt, so ergibt sich die Tom-
peratur 0 mit Hilfe der Relationen (3):

0==49 41
wobei T+ »
/b(&)@(&)d&
9= (1 — B4 BT
@(5) dE
Y 9Bz
== (1~ Q)b - B} &-F° o s
WEGL:
also ’
/.l/(&)qo(&)dﬁ .
B 28
¥ 0= T—p BT T ?/(53%’(&) dE.

JEGL

Das Integral hat aber .den Wert C, wie aus (4) folgt, woun
=0 gesetzt wird; somit:

280
’8"‘*—- Uoz-~
‘ (1 - B)A
und : £
280
©) b= 0y gt 2P

Zur besseren Tllustration dieser Verhsltnisse diene die Fig, 2. Da-
selbst ist dio nahezu konstante Temperatur innerhalb des festen Kor-
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pers durch die negative Abszissonaxe 0.X" dargestellt; die Ordinaten-
stiieke y whirdon die Gastemperatur vorstellen, falls nur der (frither

Tig. 2.

als 1 bezoichnote) Ustamd zu berticksichtigen wiire, daB die Gas-
molekile in der Nihe der Wand kizere Wege zuriicklegen wer-
den, dessen Berechnung dieses Kapitel hauptsiichlich gewidmet ist;
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wegen des unvollstindigen Ausgleiches dor Temperatur hoim Stobe
an die Wand kommt aber noch das von [ abhiingigo Stiek 9 Linzu,

In einiger Entfernung von der Wand wird die Temperatup-
kirve BC nach Voraussetzung merlklich geradlinig vorlaufon, ahor
80, als obh die Wand nicht die Tewaperatur 0y, sondern dio- Tom-
peratur (), 4~ OA hiitte. Der schoinbare Tomporatursprung (A, das
ist jene Girofe, weleho in meinen frilor orwiihnton Versuchon go-
funden wurde, ist also:

04 =y Hm y'(x).

Fur y ergibt sich abor ang obiger Migur:

Ua) 0,
@) T

y:—.]im{

e

und mit Binfahrung von (9):

(10) Y = lim [y@ ¢

Nun sieht man aber aus der Form der Doﬁuitiunsgluichlmg' (4),
daB bei einem gewissen % das y proportional ist dem ¢ also
Y(C &, \)=C.f(«c, N).

Der Wert von v ist somit vou ¢ unabhingig, da o sich im
Zihler und Nenner weghebt,

In der Funktion S(@, 3) kommt also uur das Verhiilnis von «
zu ) in Betracht, folglich werden — be; gleichem ¢ - die y-Kurven
fur verschiedene A einander dhnlich sein, und die Worte von y
miissen dem betreffenden A proportional sein, )

Somit erscheint das (loc. ¢it) empirisch innorhalh weiter Gron-
zen mit hinreichender Genanigkeit konstatiorte Gresota erlcliirt, daf
der Temperatursprung-Koiffiziont T unabhiigie vom Tomporatur-
gefille (respelktive Witrmeflusse, aber proportional der mittloron
Wegliinge, also verkehnt proportional dem Drucke ist,

Nun wiire es von Interesse, den Wert von ¥ (als Vielfachos dor
mittleren Weglinge) und tberhaupt den Verlauf dep Tomparatur-
kurye kennen zu lernen, und hiezu missen wir y 7. B, mit Hilfe
der Gleichung (4) zu bestimmen suchen,

Nach dem vorher Erwihnton genligt es hiebei, wenn fur ¢ irgend
ein Wert, z. B. der Einfachheit wegen der Wert 1 gesetat wird,
Dann wird die Tangente des Neigungswinkels fiir 2 — oo gleich

cm
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o7 Wio man loieht findet, wenn man eine lineare Form fitr 6 sub-
2

stitniert. (Behilt man (! bei, 8o crgibt sich die bekannte Formel
CHINSA
r= 3)

In gesehlossener Form diose Gleichung zu integrieren, ist mir
nicht golungen, ich habe dahor zu Nitherungsrechuungen Zuflucht
gonommen.

Nach dor sonst in solehen Fillen ublichen Methode wiirde man
das y naeh dom Mac Lawriwschon Sata in eing Potenzreihe ent-
wickeln und die Kotflizienten derselbon sukzessive bestimmen. Dies
ist ahor lior nicht wiiglieh, da ¢'(z) fur den Punkt o — 0 logarith-
miseh wnendlich wird, wie sich durch zweifache Differentiation von
(4) leicht nachweisen lifs,

Man wird aber im Allgemeinen noch immer um den Punkt g
herum entwickeln konneu:

Vo 8 =)+ (0 + 5 )+

Wird in dieser Woise mit Gleichung (4) verfahren, so verwan-
delt sie sich in:

@) Lo () 4y (@) by (0) - 4 @) Dy (2) ... = 1,
wobei zur Abktiraung gesetzt wurde:

bei geradem »:

o

P, = nll ) / E"‘P(E) dg,

bei ungeradem g

b, = nll [l/ ;F' j E’"cp(&) dE}-

Mun kann nun, indom man nur die m ersten Glieder bertick-
siehtigh. divko GHeichung m~1 mal differenvicren und aus den so
orhaltenon m Gleichungen die Werte von Y ¥ ...y™ 1 fir ein be-
stimmtos @ berechnen, da sich die dazugehirigen - Kotffizienten (I).
ete. mit Hilfo von (leichung (7) finden lassen. Dies laufs darauf
hinaus, daB wir an Stelle der wirklichen y-Kurve eine 'Kurxe {n‘”?
Grades substituieren, deren’ Kooffizionton dadurch bestimmt sind,
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daff die Definitionsgleichung an m Punkten in dor Umgebung von
@ genan ertullt ist. '

Dies wirde voraussichtlich eine gute Darstellung der Funktion
in der Umgebung des Punktes 2 geben, aber hedeutende Fehloer
tir gréBere Bntfernungen hervorrufen.

Es wire daher schon rationeller, die Punkte, an welchon die
Gleichung (4) genau erfullt werden soll, auf den ganzen  Raum,
innerhalb dessen man die Funktion kennen will, zu verteilen, Wer-

den hiezu 7z B. die Punkte mit den Abszissen 0, ; s :Z\ gowiihlt,
go erhalten die Konstanten dor Kurve dritten Grades folgonde Werte:
a= (6820.x1
b 8284.12
¢ ==— 1423 )8
d= 0:2439, 2~

l

Aber auch diese Art der Darstollung ist fir unuseron Zwock
nieht yecht gecignet; fir gentigend grofie » muf nimlich eine dor-
artige Kurve immer nach oben oder unten umbiegen und kann sich
nicht asymptotisch einer Geraden nshern, wie es von vornehersin
verlangt wurde. Um bis zu einer geniigend groflen Entfernung cine
annihernd gerade Linie zu erhalten, welche eine Bestimmung des
Y ermdglichen wirde, mitfite man eine Kurve schr hohen Grades,
also eine grofle Anzahl von Kosffizienten berechuen, und diese
Rechnungen werden dann ungemein langwierig.

Besser ist es deshalb, eine andere Methode der Annitherung zu
wilblen, indem man von vorneherein eine Kurve substituiort welehe
eine Asymptote hat,

So berechnete ich z B, die Kurve ¥ =a~ bz - ce™™, indem
ich zur Bestimmung der willkirlichen Kooffzienton a, by e, m dio
vier Bedingungen bentitzte, dafi die Gleichung (4) fur dic Punlkto
A 2’ )\7 32)\ or,
Wird obiger Ausdruck in Qleichung (4) substituiert, so erschei-

z=0 fullt sei,

nen daselbst auller den fifther berechneten Tutegralen / @ (E)dE,

f&":p(&)d& noeh solehe von der lf“ormfu‘i""gcp(ﬁ) dE, deren Auswer-

b
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tung  noch bosprochen werden muB e mdge beispielsweise

J = / ep(E)dE fir den Fall m > 7)1; berechuet werden:
b

Dareh partielle Integration wird dieses gleich,

__™o(z) —1 1 xm -
=T e
[
Lotzteros Xotogral ist gleich K == lim f "o’ (E)dE, und dies ver-
as={)
wandelt sich durch abermalige partielle Integration in
1
0 () mi 1 m("’““ 1’)5
) = R L
m lim m + dg ]

m AE
b

am()

Nennt man zur Abkueaung

1
N "ol 12 18
() =./‘ ;= A - logt ot —- e
¢

wo A den Wort 817902 hat, so kanu man das lefste Tutegral
auch yehreibon:

e i1 o2

Durch Ausfuhrung des Grenzitherganges erhilt man dann:

K= ”:X{ ol ( g ) + 1«[( — ;) x} ~ B+ —log (mA— 1)},

was, oben cingesotat, das gesuchte Integral liefert,
In fhulicher Woise findet man:
f2a]
/'e e () dE = L1 log [1 4 Aw].
. . m omEA :
[

Aus don so erhaltenen vier Gloichungen kann man die Koafé-
zienten a, b, ¢ climinieren und erhiilt eine recht komplizierte Glei-
chung, weleber das m geniigen muB; ich habe darsus durch suk-
M. Smoluchowski 1. 9
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zessive Naherang den Wert m == 2:67 gefunden, und hiemit die
Kosffizienten

a= 104327

b= 1H00X12

¢ =— 019382,

Diese Temperatarkurve ist anf Fig. 2 dargestellt; das v ergibt
sich darnach:

y= [0-695 + Bﬁé-ﬁ ﬁ)] .

Nun sieht man aber, daB die Abweichungen vou der Geraden,
wie ja von vorneherein zu erwarten war, nur in Intfernungen <A
merklich sind. Um diesen Teil genauer wiederzugeben, habe ich
noch eine Methode versucht, indem ich niimlich die Kurve aus zwoi
Stiicken zusammensetate: der eben berechneten Kurve zwischen
% = A und »= oo und einer vierkonstantigen Kurve y == a -}~ b -
~+ ex® + dx® zwischen #==0 und =z =2, deren Koiffizienten da-
durch bestimmt wurden, daB Gleichung (4) fur die Punkte w== 0,
%,%)E,)\ genau giltig sein soll. ‘

Wird jene Exponentialkurve zur Abkirzung mit Y bexoichnet,
und ist z die Abszisse, wo die beiden Kurven aneinanderstoBen, so
erhilt man zur Bestimmung der Koéffizienten vier Gleichungen von
der Form

adyy _l" bd,, + cdyy + dd =1 ""/,‘Y(g)c?(E)dEJ

wobel die 4 aus gewissen Ausdriicken
P

Ba =_/~ /cp(g)dg

By, zj:j’i‘/féq’(&)d&
By :fiféw(&)dt

[
-y

Bu= [+ [ E'*cp(ad&

icm
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in folgender Weise zusammengosetzt sind:

4y = By

4y = % By, + By, )

4yy =2} B,y - 20, By, + B,

A1y 7=} By + 3238, -+ 32, By + By,

Die Werte der duraus bestimmten Koiffzienten sind:

a= (-9033.x1
b= 19024.2—
¢ =—04170.2"8
d= 01593.3

Die Rurve wiirde in der Umgebung des Nullpunktes etwas ﬁaher
verlaufen als die Exponentialkurve auf Fig. 2, aber die Unter-
schiede wiirden im Mafstab der Zeichnung nicht gut ersichtlich seiu.

Der Temperatursprung-Kosffizient v ergibt sich darnach zu

4
= 0707 4 z—x | X
i M )

Etway fhnlich dieser letztangewendeten Methode ist die von

 Kundt und Warburg beniitzte Art der Anniherungsrechnung

bei Berochnung der Gleitung; dabei wurde die Geschwindigkeits-
kurve aus vier geradlinigen Stiicken zusammengesetzt, welche von
D
z=0 bis ;, von g bis »231,2;‘
deren Lage in shnlicher Weise bestimmt wurde, wie dies hier ge-
schohen ist. Hiebel wiire keine grofle Genauigkeit zu erwarten, und
die Geestalt der Kurve wird jedenfalls durch die berechnete Zick-
zacklinie nur unvollkommen wiedergegeben, doch stimmt der daraus
gofundone Wort y == 0-712 mit dem hier abgeleiteten wider Er-
warton gut Uberein; { ist von Kundt und Warburg =0 an-
genommen.

Nattirlich kénnte wan den Grad der Genauigkeit bei diesen
Kochnungen noeh beliehig weit treiben (namentlich, indem man
Formeln withlt, mit denen in der Umbegung des 0 Punktes ein
bosseros Anschmiegen orzielt wird), doch glaunbe ich eine fiir den
vorliegenden Zweck geniigende Anniherung zu erreichen, indem

ich v =070 %—614_%*‘6)} A annehme.

bis % und X bis co reichten, und
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Wenn hierin § =0 gesetzt wird, wenn also die an die Wand
prallenden Molekile deren Temperatur vollstindig annehmen, wirde
das Verhiltniss —;,—__.070 und zwar von der Beschaffenheit dos

X
Gases unabhingig. Nun hatten sich abor, wie erwihnt, bei der ex-

perimentellen Untersuchung fiir Y. die Werte ergeben: 1-70 in Luft

A
und 6:96 in Wasserstoff.

Bs folgt also, daB, inshesondere hei Wasserstoll, der zwuito Teil
des Temperatursprunges erheblich den ersten iiberwiogt; der Tem-
peratursprung rithrt also zum grofioren Teile davon Ter, dufl dio
Gasmolekitle, welche an die feste Wand avprallen, dabei ihre Tewm-
peratur nur teilweise ausgleichen.

v

111

Eine exakte Berechnung der hier in Betrseht kommenden Ver-
hiltnisse ist aber noch weniger moglich, wie in dom fritheren Falle,
wnsomehr als ung die notwendige Grundlage zu einer solehen fohlt,
nidmlich die Kenntnis der inneren Konstitution des fosten Korpers,
der Beschaffenheit seiner Oberfliche, der uwischen den Molekiilon
wirkenden Kriifte ete.

Jedenfalls muff man dabei aber die frither gemachte verein-
fachende Voraussetzung, dafl die Wirme als eine die Bewegung der
Molekiile nicht veriindernde Eigenschaft aufgefalt werden kdune,
fallen lassen und muf auf den Mechanismus der Wirmehewegung
und des StoBes niher eingehen

Stolen zwei Kugeln, deren -Massen m und M sind, mit den
respektiven Geschwindigkeiten ¢ und C untor dem Winkel y auf-
einander und ist die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte im Mo-
mente des Stolles (die Zentrallinie) gogeben, so kann man die Ge-
sehwindigkeiten nach dem Stofe dureh folgendo, von Maxwoll
herrtthrende Konstruktion finden.

Man. ziehe als dritte Seite dus Dreieckes ¢AC die Verbindungs-
linie der Endpunkte von ¢ und O, welche die relative Geschwin-
digkeit g vorstellen wird, und teile diesclbe im Verhiltnisse von
m: M. Von dem so gefundenen Punlkte als Mittelpunkst aus zioho
man zwei Kugelflichen durch die Endpunkte von ¢ und errichte in
letzteren Grerade, parallel der Zentrallinic, soweit his sie die or-
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withnten Kugelflichen durehstoflen. Die Verbindungslinien zwischen
A und letzberen Punkten geben dic Richtungen und Grofen der
Goschwindigkeiten nach dem Stolle. Die Richtung der Zentrallinie
sei dureh die gougraphische Linge § und die Polhohe « definiert,
indem g als Axo dos Koordinatensystems genommen wird und die
Winkel § von dor Iihene des Dreieckes A¢C an gezihls werden.

\ . M
Man findet d : A e an
w - findet dann leicht (M—-[—m 0 besetzt.)._

N eostafu(p - 1) et p (1 — 2p)eCeosy - p2(2]
- 4 win & cos 2. peC sin y cos .

Treffen viele solche Kugeln zusammen, deren Geschwindigkei-
ten den obigen analog gerichtet sind, bei denen aber die Richtung
dor. Zonteallinie dom Zufalle therlassen bleibt, so wird die Wahx-
scheinlichkeit, dafi diese Richtung in den Winkel « bis o - da
und $ bis B dp fillt, proportional sein:

sin o cos adodf,
also wird das mittlere Quadrat der Geschwindigkeit nach demn

Stofle:

/[r”—} 4Bcus"oc—»«-lpu'Ucosasinzsinycos(do}s‘iuoccosacdad[?z

//smozcos ododf

wobei B zur Abklrzung statt des Klammeravsdruckes in der fri-
heron Formel gesotat ist, was durch Ausfihrung der Integration
orgibt:

2] o o 28w et 2l — 1)er - (1 — 2p)eC cos y 4 0%,

Nohmen wir schlieBlich an, daf die stoflenden Kugeln nieht in
gegebener Richtung, sondern in allen méglichen Richtungen des
Raumos, gloichmiifiiy verteilt, umherfliegen, so wird dano das
mittlere Groschwindigkeitsquadrat nach dem Stolbe sein:
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./[c’”] sin ydy
el = = 2l — Dt
/sin vdy

Die lebendige Kraft einer solechen stoflenden Kugel indert sich
also im Mittel um

(e —e) § =mlp(p—1)0r 4 poca,

das ist, wenn wir wieder p == —gi~——— einfithren, um
M4 m

[MC? — me?) m M
@ F-mye

Der Klammerausdruck ist aber gleich dem doppelten Untor-
schiede der lebendigen Krifte der beiden Kugeln vor dem Stolie,
somit ist die durch den Stof verursachte Anderung der Bewegungs-
energie einer jeden Kugel gleich der Differenz derselben bei den

2mM
(m 420

Man sieht also, was schon Maxwell hemerkt hatte. daf die
Stofe die Wirkung haben, die mittlere lebendige Kraft immer mohr
duszugleichen; der Faktor ist aber, wie leicht einzusehen ist, hseh-
stens gleich Yy, welchen Wert er nur fir m = M erreicht,

Es wird somit die lebendige Kraft nach einem Stole im Mittel
nur dann gleich werden, wenn die stoBenden Teilchen gleicho
Massen haben, z B. im Inneren des Gases, dagegen findet sonst
nur ein teilweiser Ausgleich statt, desto geringer, je verschiedener
die stoflenden Massen sind.

Die Anwendung dieser mechanischen Siitze auf wnsoren Tall
ist nun leicht ersichilich; identifizieren wir die lebendige Kraft dor

translatorischen Bewegung mit der Temperatur, so haben wir sie
auszudriicken durch die Formel:

zwei Kugeln, multipliziert mit dem Taktor e =

¥ — Oy = a(8, — 0.

S}omit: ¥ =ally 4 (1 — 2)0,,, woraus also die friher (2) als B
bezeichnete Grofe sich als f=1— a ergeben wiirde,
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Dabei wiire aher angenommen, dafl jedes Gasmolekil nur ein-
mal mit einem Teilehen des festen Korpers zusammenstoBt; nimmt
man an, daff nach dewm ersten ZusammenstoB die Hilfte der Gas-
molekitle ins Gus zurtickfliegt, die andere Hilfte aber mit anderen
Kiirperteilehen zusammenstolt, hier abermals die Halfte derselben
ing Chas zurbickfliegt u. s, w.,, 80 erhilt man durch leichte Rech-
nung fur obigen Faktor p den Wert: ;—:f,

14+«

Die Unvollkommenheit einer solehen Berechnungsweise liegt
hauptsiiehlich darin, daB von den zwei bei der fritheren Rechnung
cingefihrten Voreinfachtingen bloB eine aufgegeben wurde, indem
dio Natur der Wirme als lebondige Kraft der Molekularbewegung
berticksichtigt wurde, dagegen die Verteilung der Gesehwindigkei-
tan noch immer als gleichfsrmig angesehen wurde.

Diese ganze Uberlegung hat eben nur den Zweck, uns eine
Vorstellung ther die Ursache zu geben, auf welcher die Verschie-
denhoit dos Toemperatursprunges bei verschiedenen Gasen beruht.
DaB dersolbe speziell bei Wasserstoff so grof ist, ist darnach leicht
verstiindlich, da in diesem Falle jedenfalls die. Wasserstoffmolekiile
eine boi Woitom geringere Masse haben, als die Teilchen des festen
Kirpers, somil der Faktor « sehr klein, § relativ groB sein wird.

Das Intorossanteste scheint mir dabei insbesondere darin zu
liegen, daB hier vielleicht ein Weg vorliegt, auf dem wir aus der
bekannten Masse der Gasmolekile Schlisse ziehen kénnen auf die
Masso der Teilchen des festen Kérpers, denen die Wirmebewegung
zukommt, zu deren Bestimmung bis jetzt kein anderer Weg be-
kannt »u sein scheint.

Allerdings werden sich dabei die Verhiltnisse noch kc_)mpli—
zierter gostalten, wenn man auch die Energie der romtor}sc:h.en
Bowogung in Boetracht zieht, die bisher gar nicht beriicksichtigt
wurde. "

Do abor solehe theoretische Spekulationen sieh noch anf sghr
unsicherem Bodon bewogen, bin ich vor Allem damit beschiftigt,
woitoros diesbeztigliches experimentelles Material herbeizuschaffen.

Iv.

Ich moehte hier nur noch aunf einen Punkt nsher emgehefl,
worin der Unterschied zwischen den Folgerungen der ilteren Theorie
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der Wirmeleitung und der kinetischen Wiirmeleitungstheorie rechg
auffallend zu Tage tritt.

Ist nimlich die Entfernung der Oberflichen der fosten Korper,
zwischen welchen das Gas die Wirmeleitung herstellt, so gering,
daf} die mittlere Weglinge von derselben Grofenordnung oder noch
grofer ist, so verlieren die Begriffe des Wiirmeleitungs-Koiffizion-
ten und des Temperatarsprung-Koéffizienten ihro Bedeutung, und
die bisherige Theorie der Wirmeleitung wird auch bei Bertteksich.
tigung der Poisson’schen Grenzbedingung mnieht mehr anwend-
bar sein.

Der Vorgang wird aber wieder itbersichtlich, obwohl von dem
normalen ganz verschieden, wenn die Winde sich so weit nihern
(oder X so groll wird), daf ihre Distanz gegeutiber der mittleren
Wegliinge zu vernachliissigen ist. .

Bs ist dies ganz analog dem von Kundt und Warburg
loc. cit. dargelegten Verhalten des Glases in Bezug auf innere
Reibung.

Dann kann man nimlich die Wirkung der Sttfie der Gtasmole-
kille untereinander uberhaups vernachlissigen gegentiber dor Wir-
kung der StoBe an die Wiinde, da letztere viel hiufiger eintreton
werden als erstere. Die mittlere Greschwindigkeit der Molekulo
(also auch die Gastemperatur) wird im ganzen Raame gleich und
unabhéingig von den Gefibdimensionen, ‘

Hat z B. die rechte Wand die Temperatur 0, die linke die
Temperatur b,, so wird die Temperatur der von rechts nach links
fliegenden Molekilen 9, mit jener der sich in entgegengesetater
Richtung bewegenden @, in folgendem Zusammenhange stehen (nach
Gleichung 2):

b= b, B (% — )
By =0 - B (9, — 0y),
woraus folgt:

= &j?ﬂ)g Yy = 92 + ‘m] .
TP T
Jedes Molekil ibertrigt bei einem Stofe im Mittel die Wiirme-
menge ‘

ms(¥y — 8) = ms [0, — 0,] L

cm
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. . -

Sind » Molokiile in der Volumeinheit vorhanden, so fiben sie

i 3 nmed | . ne .

oinen Druck aus p = . e indem sie 5 Stife in der Sekunde
E

gegen die Winde ausfiihren.

- ¥ .
Dabei werden sie aber auch eine Wirmemenge

msllly - 4] _:_,__@. o
tihortragon,
Nun ist abor der normals Wz'irmeleitungs-Koéfﬁzientx:m’zcsg,

somit wird dio per Flichen- und Zeiteinheit ibertragene Wirme-
menge gleich ,

% ’ 1-«@
ol -y

Dios ist somit dio Maximalmenge von Wirme, welche cin Gas

von gogehonem Druck swischen zwei Wanden von gegebener Tem-
peraturdifferons tbertragen kann, wenn diese Wande einander auch
nueh s0 nahe gebracht worden: sie ist offenbar dem Gasdrucke
direkt proportional, und ist gleich einer Wiirmemenge, welche
swischon denselben Platten in der Distanz A — 22 1+E iiberstrs-
men whrde, falls dabei die Wiirmeleitung in der normalen Weise
(obne Temperatursprung) vor sich gehen wiirde.
* Diese Distanz gibt uns ein anschaulicheres Bild als die Zahlen-
grifle fir die Wirmemenge selbst; nach den frither erwihuten
Vorsuchen wirde sich ergeben z B. fir Luft bei einem Drucke
voun 1'mm Quocksilber:

A =04 mm
Wasserstoff A == 30 mm

© Dieso mulotat entwickelten theoretischen Folgerungen sind bis-

her oxperimoentell noch nicht bestitigt worden; die Schwierigkei-
ton, welehe hauptsiiehlich in der Messung der dazu erforderlichen
niedrigon Drucke liegen worden, sind aber nieht unitberwindbar;
solche  Untorsuchungen wlrden direkte Resultate beziglich des
Wertes dos Koéffizienten § liefern, dessen Bedeutung vorher er-
withnt wurde.
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HEs scheint mir iberhaupt die Untersuchung dieser Vorginge
an der Grenze zwischen Gasen und festen Korpern respektive
Flussigkeiten einen Weg zu bieten, um uber die Natur der letate-
ren niheren Aufsehlufl zu erlangen; inshesondere durfte diesbentig-
lich anch das Phinomen des Gleitens der Gasé eine noch griliere
Beachtung verdienen, als sie ihm bisher zu Teil wurde.

icm

X. ON CONDUCTION OF HEAT BY RAREFIED GASES
(Philosophical Magazine Vol. 46, 1898; pp. 192—206).

1. At the samo time when this year’s first number of the Philo-
sophical Magazine appeared, containing Mr. C. F. Brushs¥) very.
interesting paper ,On Transmission of Radiant Heat by Gases at
Varying Prossures’, I published in Wiedemann's Annalen (vol.
Ixiv. p. 101, 1898) the results of an experimental investigation of
mino on quite a similar subject, and conducted in quite a similar
way, though quite independently, of course, of Mr. Brush’s.

Tho design of my work was somewhat different, however. His
resoureh, which s of a purely experimental character, extends over
the goeneral laws of cooling of bodies in gases. at various pressures,
including the offects, of convection-currents, .of radiation, and con-
duetion of heat. I tried, on the contrary, to eliminate the first two
effoets, considering former researches of Kundt and Warbur g,
and confined my attention to the conduction of heat, and especially
to its modifications arising at very low gas-pressures, in respect of
which the kinetic theory of gases gives some remarkable suggestions
which had not been examined before,

In order to oxplain these, I may be allowed to remind the
roader of certain points in the mathematical theory of conduction
of hoat,

2. As is known, Fourier hased his theory upon the assump-
tion that the quantity of heat flowing through a body in a given
direction i proportional to the corresponding gradient of temper-

) Would it not have heon preferable to omit the word ,radiant*? It can
ho used only in eonnoxion with the ,aother-line* in Mr Brush's observations,
not with convection or conduetion of heat.
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