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(z. B. bei Metallkolloiden R = 10-% ¢m) eine wiehtigere Rolle spie-
len kénnte. .

Ebenso kann, wie ich an anderer Stelle nachgewiesen habe 1),
ein anderer Fakior. welcher wenigstens eine scheinbare Stabilitit
verursachen kounte, nimlich die an der Oberfliche der Teilehen
ausgebreitete elektrische Doppelschicht (Thomson, Hard V), -erst
bei Teilchen unterhalb der GroBenordnung 10~% em sich hervor-
ragend bemerkbar machen,

Vermutlich gentigt jedoch die Flussigkeitszihigkeit, als Ursache
einer gewissen ,scheinbaren Stabilitit, um einen groflen Teil der
beobachteten Erscheinungen zu erkliven. So folgt aus dem Sto-
kesschen Gesefze (28) fur Mastixteilchen (p' = 1'0067) vom Durch-
messer 10~4 em eine Geschwindigkeit des Niedersinkens unter
EinfluB der Schwere 1= 85 . 10-% d. i 3 -mm pro Tag, was bei
den gewdhlichen Beobachtungsmethoden uzweifellos durch die un-
vermeidlichen Konvektionsstrome verdeckt wiirde.

Nach alledem gentigt also die bloBe Kleinheit der Teilchen, um
zu erkliren, warum man ein Niedersinken derselben nicht beob-
achtet?), aber eine weit schwierigere Frage ist die nach dem Me-
chanismus des unter gewissen Bedingungen eintretenden Zusam-
menballens der Teilehen, welches dann deren rasches Niedersinken
veranlaBt; aber eine Erorterang dieser Frage wirde den Rahmen
dieser Arbeit weit tberschreiten. ’

H M v Smoluchowski, Bull. Aecad. de Cracovie p. 182, 1903.
*) Es soll aber nicht hehauptet werden, daf diese drei Arten Stabilitiit eine
erschipfende Erklinmg des gesamten Beobachtungsmaterials geben. -
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XXXIL. PRZYCZYNEK ‘DO' TEORJI RUCHOW CIECZY LEP-
KICH, ZWEASZCZA ZAGADNIEN DWUWYMIAROWYCH.

I. Warunki sYuzgee do okreélenia ruchu.

§ 1. Wiadomo, ze wedlug badan®) Helmholtza, Kao rte-
weéa i Rayleigha réwnania okreslajace t. zw. ,powolny* ruch
utrwalony cieezy lepkich, mianowicie:

p .
5{_"“—PV u
dp o
M Zpvry
p .
E—P‘V w

nie posiadaja wieeej nad jedng calke, zgodn'ad z warunkami b('fla,gllo-
fei i spelniajacs warunek, azeby predkofei wu, v, w pray ieraly
dane wartosei na powierzehni badanego zakresu. Jezeli zat}em‘znf»
leziono rozwia,zanié zadodé czynigce owym warunkom, .wxe‘;ny, ze
jest to jedyne mozliwe rozwigzanie. Chege jednak 18, terpo sta;;;e
dobraé takie zadania matematyezne, kdtére? ‘odpowmdaly y proble-
raktyki, napotykamy pewne trudnosei. ) ]
mn];rlz)edevgslzystkigmyzauwaiyé trzeba, e wspomniane dowody je-
dnoznacznofei nie sg ogdlne, albowiem sg zwigzane z rmlc?st? przy-
jetem zalozeniem, 7e zakres S, mna ktérego powierzchni dane sg

9) Helmholtz Wissensch. Abh. I, p. 223,
Kortewag, Phil. Mag. 16, p. 112 (1883),
Rayleigh. Phil. Mag. 36, p. 364 (1898).
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predkosel, nie sigga do nieskofiezonodei. Polegaja one mianowicie
na tem. se catka ksataltu [ F ds zuiknaé musi wskutek znikania
wielkosei F na powierachni S, podezas gdy tego rozumowania nie
mozna stosowaé w razie nieskonezenie wielkiej powierachni S,

w ktdrej lim F= 0. Istotnie poznamy péiniej prayklady ruchéw
(8 9, § 11), spelniajaeyeh warnnek lim y = lim v =1lim w == (),

oo
podezas gdy jedyne rozwigzanie zgodue z warunkiem nieruchomogci
cieczy na deianach nacaynia zamknigtego, o rozmiarach skosiezo-
nyeh, odpowiada stanowi zupelnego spoezynku; co dowodzi, ze owo
twierdzenie w tym razie nie jest prawdziwe.

§ 2. Po drugie zauwazymy, e typowy sposh, ktérym w prak-
tyce doswiadezalnej wytwarzamy ruch przyblizenie trwaly ciecay
lepkiej, polega na tem, se wlaczamy dany praewsd miedzy dwa.
zbiorniki, w ktérych uti‘zymujemy rézne ci$nienia hydrostatyczne.
Dogwiadczenie uezy, Ze wéwezas przy danym ksataleie przewodu
ruch jest zupelnie okreslony, ze zalezy tylko od résnicy ci§niep
wywieranych na powierzchnig cieezy ‘w zbiornikach, nie za§ od ich
ksztattu i rozmiaréw, jezeli one s dostatecznie wielkie. Nasuwa sig
zatem pytanie, czy warunkom fizyeanej jednoznacznosci odpowiada
jednozracznosd zadania teoretyeznego, to znaczy: ezy i kiedy poda-
nie jednej wielkosei, t, Jj- rozkladu ciénienia, na misjsce trzech
predkosei, mose wystarczyé do teoretyeznego okreslenia ruchu.

W ogédliym praypadicu podanie samego ciénienia oczywideie nie
Jest dostateczne, wystarezy za$ podanie trzech nateses Pens Pyny Dans
dzialajacych na powierzchnie §, jezeli § Jjest skofiezona, jak atwo
poznad z péiniej przytoczonego wzoru (2),

§ 8. 'W razie obszaru S nieskoficzonego mozna latwo dowisse
twierdzenia, kidre objasnia kwestje wyzej poruszone. Dany uklad
rxjatq‘zé.i’) (skofiezonyeh) Pary Pim Py dzislajacyeh w nieskoniezonej od-
Yeglokei, powodowdé moze w danem naczynin  tylko jeden ruch
,,skoﬁczouy“. ,,Skoﬁczonym“ nazywamy tutaj ruch, ktéry nietylko
nigdzie nie jest nieskonczenie predii, ale dla ktdrego calkowita
iloéé"eiéc‘zy! przeplywajacej praes pm‘"vierzchnie's, pozostaje skos-
egons, gdy '8 rozszeraa sig“do’ nieskotiezonosei, To ZNACEY

S lim S )ds= g,
przyczem trzeba wzigd be,iﬁéglqépa wartods predicogei,
Pewnym specjalnym przypadkiem ruch w,ko:}bz"ﬂgu‘prgig., ,adpowia-
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dajaeym wlasnie przykladom pmk.txcznym, jest’ruc.h, }(Até.ry naz;la(:?)i
mona ydiafragmowym¢, mianowicie pluc.h, ktorego. m:]edpra, : fh
ga¢ mogg wprawdzie do ;1ieskoﬁezonosicl, ale‘ tak, ze b nva;r kaim
zie przebiega calkowicie w nieskonczonej odlt?gloscl.. ¥ ki

razie kazde wldkno pradu w tym obszarze, v ktérym znaj ;J:;) sig
w skonczonej odleglodci, moze zostaé przecigte pr:zejf gﬁ;ze j JI qZ
tak #e suma ich X ¢ bedzie skox’lczona.' Dlat'ego tez' ilo ‘ p:zzp {)-
wajaca przez te przekroje: X (v) g = I .quz’le skoncdzo? , & % P

wodu statej wartodel ilocmynu v¢ wzdluz widkna pradu:

lim [ (v)dS <2 F.

Jezeli niema linij pradu zamkuigtych, jesell wszystkie siggaja
i ; woosel (n. p. § 7).
d , bedzie wazny znak réwno - § . N
’ °°§ 40 ;:iedgwszystkiem udowodnié latwo, ze zaden }'uch skon
u ;1ie moze pgwstaé, jezeli cidnienia duialajace w. E}lqskoﬁczo-
czo(;c;iY réwnajs sie zeru. Wyplywa to z réwnania, Wyrgz.a‘)atcegp r6w-
zowainoéé pracy wykoimnej przez Ccisnienia, ﬂzmla.]?‘e_e na po-
wierzchnie cieczy i energji rozproszonej wskutek lepkosei:
@ S (D W Py © - Pen ) GS =u [ffPdz d.ykdz.
Rownanie to, w ktérem &P omacza funkeje dyssypacyjna 1):
dv\?
(Qu\2  (Jv\? %)’ (?ﬁ; ___) +
o=2 |3+ G+ G Ha s
Qu_, dw\* (9v gﬁ)‘ ,
+ (55+55) + (9w+9y
wynika z podstawienia wielkoléci: :
pm:?ozwl"l'psvm“i"pwﬁn:pl"; . o .
(v | Au duw __)]
@ —p[?l%%—l—m(ﬁ—[—é—a)—’ru (9w+az

i im podobnyeh do réwnania (2) i 2 ‘calkowm}ia» .czgéciow:ic:n ;)1:({
uzyein réwnan (1). Calka powiarzchnwv?a o.bejmu.]ehzez:: b
wierzchnig obszaru S, oraz éciany ograrllczaja,?ehruc ' ]f;dn g e
stie powierzehnie, na ktérych sy 0y W lub ich po g
niecisglodei, Takich powierzehni jednak we wagtrzu o 'e):l roy
byé nie moze z oezywistych powoddw mechamcinych,l.]u b yli"j‘aéh’
dcinnach naczynia i tam tylko w pewnych punktac

jes, 906).
1) Zob. n. p. Lamb, Hydrodynamies, p. 541 (1906)
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np. na krawedziach matematycsnie ostrych, tego rodzaju nieciaglo-
sei s3 dopuszczalue, Wéwezas musi byé spelniony warunek, ze war-
tos¢ pracy wykonanej przez natgienia na powierzchnig, otaczajacs
owe punkty lub linje, redukuje sig do wartodei zero, gdy ta po-
wierzehnia kurezy sig do zers, gdyz kraweds czy éeiana nieruchoma
"nie moze wykonywaé pracy. Bierzemy w rachube tylko takie z po-
sréd mozliwyeh calek réwnan hydrodynamieznyeh (1), ktére -odpo-
wiadajd tym warsukom ciaglodei, gdy# tylko one moga mieé bes-
posrednie znaczenie fizycune. - -
W réwnaniu (2) ezgéé calki powierzehniowej, ktéra odnosi sie
do seian nieruchomyeh, nie prayezynia sig oczywiseie do wartodei
pracy = powodu przylegania cieczy, t. j. =1 == w = 0. Pozostajs
skladniki pochiodzace od czesei powierschni § polozonych wewnatrz
ciecay. Bezwzglodna wartosé ich jest oczywideie mniejsza od ilo-
czynu wielkodci G (okredlonej w § 3) przez najwigksze wartosei
vatgzen p.,.:.. it d, panujace ng S. Te jednak dasg do zera, gdy
vdsuwamy § do nieskonczomodel, wskutek czego znika calka 2 le-
wej strony réwnania. Zatem funkeja dyssypacyjua © bedzie réwna
zeru, co wymaga, azeby .wezgdzie bylo: u = n==w = 0.
Poniewaz dla ruchéw powolnyeh (1) waine jest prawo super-

ji, wige mozemy- dalej argumentowad w znany sposéb: gdyby
przy danym rozkladzie "\—nat@ieﬁ Pin-.. dwa rézne rpehy skonezone
u, v, w, u', ¥, ' byly “mozliwe, “réznice - u—u'y, v—o'y w—w' mu-
sialyby stanowié ruch wytwérzony przez znikajaco male cignienia,
a zatem wogdle znikajicy, jak wilasnie pokazalismy.

Twierdzenie o jednoznacznodci ruchéw. skofezonych, zadanych
przez podanie rozkladu trzech cidnien w nieskorcezonosei dzialajs-
eyeh, jest zatem udowodnione. ' ‘

§ 6. Bogwaimy jessoze_hlizej rodzaj- ruchu cieszy w nieskoi-
ezonogel.” Powiténie ruchd skoficzonego, wskutek skohezonych ci-
Suied - dzialdjseyeh - w  nieskoficzonosei, wymaga, azeby. naczynie,
w.kidrem. ruch adbyws sig; posiadalo w nieskofiezanogeis pr_iekréj
njeskonezenie. wielki. ;. .. . L . PR
okresli¢ pojecie prackroju;. wykreslmy. 5. poezatkn spél
le o promieniu K; przes »przekréj roznmied hedziemy

je} -powierzehni, kidra wycinajs = niej deiany . naczynia, ' Wy-
abraziy ‘sébie;: 58, przekrdj lim §. jost skofezony. : W.takim, razie

mamy dwie motlimteh, doyosmadonia, Albo, prodlote w nipskot-
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ezonosei sy nieskodczenie male, wtedy cala praca, wykonywana
przez ci§nienia jest znikajaco mala, wige wedlug (2) P musi wsze-
dzie znikaé, co pocigga za sobg: u=wv=1w =20, Albo owe pred-
kodei sy skoriczone, a zatem takze praca bylaby skorczons; a to
jest sprzeczne z tem, ‘ze wiedy ® wskutek skonezonosci pochodnych
zgl t. d. bylaby réina od zera, zatem jff® dv bylaby nieskon-
czenie wielka, Wynika zatem koniecznodé przekroju lim 8 nieskon-

czenie wielkiego. Waskutek tego ,skonezonosé* ruchu wymaga,

azeby predko$é w nieskonezonodel byla znikajaco meﬂa, jak }:2

w przypadku tréjwymiarowym, jak ll\’ w dwuwymiarowym (z moz-
liwym wyjatkiem pewnych punktéw osobliw:ych). ‘W ogélnosei za-
tem takze pochodne %:Z i t. d. beda tam znikajaco male, co zreszts

takze wynika ze skonezonosei calki fff® dv. Zi réwnan (8) wnio-
skujemy zatem, Ze: ‘

lim p,, = lim p,, = lim p,; = 0; lim p,, = lim p,, =lim p,, = p.

o ©3 oo i on’ oo oo

W ogdluodei zatem do zupélnego okredlenja ruchéw skonezonyeh
i siggajacych do nieskonczonosci wystarezy podanie jednej wiel-
kodei, t. j. rozkladu eidnienia hydrdstatyeanego p, ktére dziala w nie-
skoriezonej odleglosei; to zag wyjasnia kwestje w § 2 poruszone,

1I. Ruchy dwuwymiafowe.

§ 6. W przeciwstawieniu do wielkiej liczby badan nad ‘dwuwy-
misrowemi ruchami cieczy idealnych, malo dotychezas zajmowauno
sig dwuwymiarowemi ruchami cieczy lepkich, choé one sg ciekaw-
sze z punktu widzenis fizyeznego, Zdaje sig, ze ,transpiracja“ cie-
czy miedzy plaszozyznami réwnoleglemi, wirowy rach cieczy ‘mie-
dzy waleami wspélosiowemi i pewne ruchy wewnatrz kola, badane
przez Rayleighat) metods #rddel- i wplywow, sa to jedyue do-
tychesas blizej zbadane praykiady dwiwymisrowych ruchéw irwa-
lych cieczy lepkiej. Sadze, ze podane -nizej inne przyklady takich
ruchéw moga byé interesujgce, zwlaszeza, e sa fo najprostsze typy
ruchdéw, siggajgeychi-do nieskorezonodei.

- <09 Phil, Mag. 86, p. 354 (1893).
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) Podamy prsedewszystkiem pewna forme ogélnego. rozwigzania
réwnah (1) w razie ruchu dwuwymiarowego. Wskutek nieseigliwo-
dei cieczy mozna je napisaé w postaci:

18p__ % 1ap_ 4%

“) pwdr dy' pdy  da’
gdzie { oznacza podwéjng predkosé wirowania:
N ‘ = 9 Bu
Tox 3y
i spelnia réwnanie:
g |
®) 2 T oy =0

Linje réwnego cisnienia i réwnego wirowania tworzy zatem sy-
stem ortogonalny:

:;p+iC=f(w+iy)

Wyznaczywszy tym sposobem ecisnienie p, moznaby do dalsaego
catkuwania réwoah (1) wzyé metod analogicznych do. metod teorji
potencjalu. -Rozwiszanie prayjmuje jednak’ postaé majdogodniéjszy
przer wprowadzenie funkeji pradu ¢ zapomoocs zwigzkéw:

® = AL

%= — -,

Ay ’ = e
i przez ugycie zmiennyeh niezaleznych:
a=x+4iy; B=w —iy
Wynikaja, stad zwigzki
OO R oy ey g
7 = Y —
o %oy ( ) 9m2+ 49«95

aac )’
F‘u.mkc.)a ¢ mausi uezymé zadosé réwnaniu réznicakowemu; wy-
nikajacemu z: (B): :

® Ti‘g‘a,‘_o
ktdrego ogéh}e rozwigzanie Jest - .
@ b=2fi® A @FADFL@. L

Poniewas {=4[f,"(8) 4 /fy (®)] musi.;byé r,zemy;msta@muaimy
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wige, jeseli przez znak f odtad oznaczymy funkc_]g rzeczywista,
mieé jedno z dwéeh rozwigzan typu:

10) &) $=2f@+B/@ B 4= l[af(a>~ﬁf(a>]
—ar@tre = SOZIE
-p—‘tuﬂ 9= f’(fi) p=4p[f (@ +SB)]

albo tez sume dwdch takich funkeyj, a na to naklada sig jeszcze,
wskutek skladnikéw fy, f,, zwykly ruch potencjalny, wyragony
przez

1) O b=g@+g@ b D) y=rDTIO

2

Scianami naczynia mogg byé powierzchnie, gdzie predkosé
% =v==0; ich réwnanie mosna wyrazié w postaci

(12) u-+v2..4‘9‘l"94’ 0.

Nie znamy jednak sposobu, jak do danego ksztaltu scian dobraé
odpowiednie rozwigzanie, a nawet nie wiemy, czy ruch trwaly przy
ich dowolnym ksztalcie jest mozliwy. Wiemy tylko, ze funkeje f,
g nie mogs posiadaé w ogélnosei punktéw osobliwych w praestrzeni
cieczg wypelnionej, jezeli ruch ma byé skonczony; beds one 1ezaly
na $cianach lub w przestrzeni poza niemi.

§ 7. Kwestje te blizej zbadamy w razie najprostszym, t. j. w przy-
padku dciany plaskiej y = 0. Prayjmiemy naprzéd postié (10 B)
z odpowiednim ruchem potencjalnym (11 D), skad wynikaja wy-
razenia dla predkosei:

(18)  w=af ) +br @ —f@— /) — ¢ @ ~ ¢ ®
o= tar ®— 0@ +70 7@ + 70— )]
Podstawiajyo tuta) w==v =0 dla argumentéw o == (to znaczy
%= 0), dochodzimy do zwiyzkn
g @=af (- fla

wskutek ktérego réwnania (13) samieniajy sig na - 1 l.ow Lh
M Smelnghowski I, 8b
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w=—a)|r &7 ®]
=preo—r@+e—pre+re)|

Biorac zatem jaksbadz funkeje jednowartodeiows, np. /'(«) ==a" (dla
n calkowitego) otrzymujemy ruch zgodny z warunkiem spoczynku

przy deianie y = 0; ale takie ruchy jako nieskoficzone niewiele za-
ZWyezaj prz.edstawxajs, interesu.

(14)

=

Fig- 1.
Obierzmy:
(18) — @ =g/ a=le

81+ 8s

FoG—g=ghrne

gdzie ry, 1y, 8, 0, oznaczajg promienie wodzace od punktéw =+ ¢
do punktu « i katy przez nie utworzone z osig X, podezas gdy 7,
9 oznaczajs analogiczne wielkosci wezgledem punktu O. To wpraw-
dzie nie jest funkeja jednowartodciows, ale, obliczywszy predkosel
wedlug (14): .

r? . .
- fin 0 sin

L% T y— (6 e 91.:.’:.@.!)
I 2
TR LAARRPT PR 6+9 0+0,
(16) o= —— sin B sin (0 — ’)
V”l": . +l’1"1 2.7
przekonywamy sig, Ze one istotnie znikajs, dla éciany y =0 w czg-

fiei siggajacej od == -1 a4 wdo &== 00 i W cugéei od p=—1
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az do ® = — co; przyjmujac te Sciane za nieprzekraczalng prze-
grod imy funkej 46, i
grode, czynimy funkeje ——= jednowartosciows.

Réwnania (10) daja wartodé wirowania:

1

“ "’——V-J—aw c’} vi/r‘ 7y sin (B 9“;7‘92)_

cidnienie otrzymujemy jako funkcJe Sprzezong:

(18) p==— |t 2y 005(9 91—|—9,,)-_
Vry r 2 ) .
W nieskoficzonej odleglodei bedzie lim (6 .t-”—) ==0 dla do-
datnich y, oraz lim (9 - 0_(—_L_——9,) =z dla ujemnych y; wskutek

tego- lim L= 0‘ lim p = j: 2 . zaleznie od tego czy chodai o cis-

nia po obu jej stronach, powoduJa,ca ruch, wynosx zatem 4 Jedno
stek; dla innej wartoéei tej ‘réinicy‘cfénienia nalezaloby tylko zmie-
nié wezystkie predkodei w odpowiednim stosunku. Pr@dkoéé ‘migdzy
punktami + ¢ wynosi v=cF 2}, cala przeto, iloé cieczy praes
ten otwdr w sekundzie pueplywagqca .

w0 =2 / y;,—'_—,;,»_@i:.,%f,

ezyli- w zaleznodei od ezynnej réinicy A p ciénienia: F ——g—f AP
Jest to jedyny ruch skonegony mozliwy pray istnieniu réznicy ci-
$nienia z dwéeh stron deiany zuopatrzonej otworem; linje pradu
(dla réwnyeh przyrostéw wielkodei ¢) wykazujace, w jaki sposéb
przeplyw cieczy odbyws sig, sa_przedstawione na figurze 1. Do
obliczenia ich uzyto réwnania, wyniknjacego z (10, 1]) przy wpro
wadzeniu funkeyj f i g: .

.rsmﬁ—{—l/rl 7y 8in - ’+0”

—4—9:

b= ’V';’”g sin (5 - ‘61 1‘5 6”) -+ ‘rare tg”
I coa@—{—y)‘/ cos - *—w—~

3o%
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§ 8. Dyskusje te trzeba jeszcze uzupelnié rozwazaniem rozkladu
predkoéei w nieskonczonej odleglosei 1 w otoczeniu punktéw 4 e.
Dla punktéw w wielkiem oddaleniu r mozna prayblizenie prayjaé:

6,—6 6—0,
. ., B, 6,1 4. e\~ ¢ _—T.) .
(10) lim [9 - _:Z——] —-—hm —_ —2—- "-‘—*“--Mw-cﬂ wivmimeenl | 2
e _9_{@ ¢2sin 0 cos O
2928

Ziwazywszy zaf, e to wyragenie jest bardzo mals wielkoAcis,
mozna réwnania (16) uproseid:
15in? 2 2yt
lim 4 = 510 Geosiiz_n wy
r rt

2
@1 c?sind B _

limy = .
1‘4

W wigkszej odleglosei od otworu ciecz plynie zatem w kierunku
promieni, z predkoseis

. ¢ .
V == — sin?6.
p

Mozna te réwuania (21) takze uwasaé za opis wyplywu z bar-
"dzo malego Zrédla (o szerckoéei 2 ¢) w Scianie y == 0; s3 one iden-
tyezne z rozwigzaniem otrzymanem przez Rayleigha dla wplywu
przez otwér nieskonczenie maly na obwodzie kola (wzér 22’ loc.
cit.), o ile chodzi o najblizeze otoczenie tego’ Zrédia.

To samo rozwigzanie mozemy otrzymaé bezposrednio z réwnah

. 2
(14), -podstawiajac: f (a) = %—%, ale ten sposéb nie objasnia zacho-
wania sig cieezy w bliskosei punktu osobliwego » == 0. Wynikaja
stad réwnoczednie funkeja pradu:

‘0’ » i
&la==z(2ﬂ-——~sm20),

ci$nienia i wirowania:

f— g 8in 26
@2). e
: . g cos20
p=—pe R
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ktére réwniez mozna otrzymadé z rownah (17, 18) zapomoes roz-

winigeia :

. . ro c*dt(logr) - c®1l— 2ecosth

(23)7 lim log m_ S Ry 7 Balankk i
Przyjmnjse pewien rozklad zrédel i wplywéw w scianie y =0,

otrzymalibyémy wypadkowy rueh, zgodny z warunkiem spoczynku

przy pozostalych czeSciach deiany, przez sumowanie (calkowanie)

wyrazeh w rodzaju (21), zaopatrzonyeh odpowiedniemi stalemi.

Fig. 2.

§ 9. Azeby zbadaé rodzaj rochu w otoczeniu bezposredniem
punktu ¢, rozwiimy funkeje (16) pray uiycin zwiszkéw

78in 0 =7, sin 0,; rcosB=c-+ r cosb,.

Powijajac wielkosei wyiszych rzed6w, otrzymujemy:
u=)2c}r, sin % cos %‘,
v=Vzefr sim,

co dowodzi, ze predkofci przy ,matematycznie ostrych® krawe-
dziach 4 ¢ nie sg nieskoriczous, jakby na pozér sadaié byloby
mo#na z (16) i jakby istotnie byé musialo w eieezy idealucj. lecz
ie przeciwnie sg réwne zeru. Jest to wynik doniosly dla teorji
Helmholtsa o powstawanin strumieni cieczy®). :

@4

Y) Patrz: Helmholtz Ges. Abhandl. I, p. 146; Smoluchowski,
Rozpr. Akad. Um. 44, str. 144 (1904)
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To samo rozwigzanie (24) otrzymijemy % réwnafi ogélnych (14).
podstawiajac f (o) = — 42 ca; przedstawia ono przeplyw cieczy
nieskohczonej naokolo krawedzi matematycznie ostrej (fig. 2).

Linje pradu wynikaja z funkcy pradu ¢, oznaczonej wedlng
(to, 11)

jako parabole wspdlogniskowe = punktem - ¢; » tyeh saimych réw-
natt wyplywa funkeja wirowania i ciénienia:

V2e . 6 S VEe b
(26) C_———V: sm§, p———pr cos, .
W punkcie ¢ funkeje te sgq nieokreslone, -znikajs za§ w nieskon-
ezonoéci. E

Fig. 8.

§ 10. Na przykladach §§ 7, 8, 9 moina Iatwo pokazaé, e
istniejy takze inne ruchy czynigee zadoéé tym semym’ warunkom
granicznym, t. j. danemu ksztaltowi seian i danemu rozkladowi ci-
dnienia w' nieskoriczonosei, ale pomigday niemi tylko jeden ruch
(16) bedzie skoficzony.

Przyjmiemy n. p. formg (10 A) z odpowiednim ruchem (11 C)
i postapimy analogicznie jak w § 7. Znajdujemy rozwigzanie:

@0 u=i{2[f(@) — @]+ (@ B) [ (&) + 7 B}
v—~(ﬂ~-¢)[f’(w -7 @)

ktére, przynajmniej dla funkeyj Jednowartoécmwych spefnia warunki
#==v=0 pray dcianie y =0,

icm
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~~~~~ - . 8,46,
(28) w= - Ve —;; sin § cos (9-—-3‘—"2_}19}) Vi rq sin 2 ';_’
‘ 173
v = —f— gin 6 sin ( — —9-‘:{:-6_”)
V"1 T3 2

- co8 (a _ eij"_%)

2
7y Ty V'lri

p=2py_f__ sin (6 — ‘+0") (=2,
Y= Vryr, sin Bsin g‘—%——’ .

Jest to ruch spelniajgcy warnnek: lim p=0; moznaby go zatem
o
nalozyé na ruch (16), nie zmieniajac ciénienia w nieskonezonosei,

i

/ﬂ X

S —

~\\\

Fig. 4.

/

ale nalezy on do klasy ruchéw nieskoficzonych, gdyz li’m u=—_2y

Odpowiada on przeplywowi wzdluz dciany zaopatrzonej otworem
(fig. 3).

§ 11. Jezeli podobnie jak w § 4 zbadamy rodzsg ruchu w oto-
czenin punkfu @ == ¢, otrzymamy Wzory:

5=/~ B s . g0 B
(29) u=~—-l/2c|/rsin%'—(1+cos*§’) 17=———VZGV’VEID’~2‘COS~§‘
— p V2 tsing1 = Efcos%—[
PETTY 2 Vr

p=2)2|r sm'icos—q—

2 27
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ktére bezpoérednio z (27) otrzymaé moina praes podstawienie
f= Ve Otrzymalismy przepfyw styezny cieczy wzdluz ostro za-
koficzonej krawedzi (fig. 4). - .

Nakladajse to"rozwiqzanie pomnozone przez odpowiednie state
na réwnania (24), otrzymamy weory opisujsee przeplyw cieczy kolo
ostrej krawedzi, z dowolny skladows styczng i normalng.

Np. fig.  przedstawia ruch okreslony przez:

(80) b= 2)/r¥ sin? -g-[% siin -g—[—cos g]

§ 12. Aieby przeciwnie zbadad ruch (28) Wznaézne‘j odleglosei,
mozemy uiyé tych samych rozwinigé jak w § 8. Opuszezajac

Fig. 5.

skladnik: u= —2y; v=0, jako ohojetay dodatek ruchu poten-
cjalnego, otrzymujemy wzory:

3
(31 u=2£;sin2ecose v:;ﬁ%siu?ﬁsiu@
T en . 2
=cr-7p'sin26 C=—»-%cos29,

ktére wyplywajs takze bezporednio z wzorn (27) po podstawieniu
¢

2
f (o) = 82" Przedstawiaja one ruch w obrebie pétprzestrzeni, wywo-

lany przez istnieuig pradu stycznego na miéjsou jednego elementu
Sciany w punkeie 0. Z drugiej strony mozna ten ruch interpreto-
waé jako ruch wzbudzony w przestrzeni zawartej miedzy Scianami
. : .2
prostopadlemi X, ¥ wskutek obeenosei #rédla o natezeniu % w punk-

cie ich przecigeia,
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' Nakladajae ) zaé ten ‘ruch na ruch okreflony przez réwnania
(21), otrzymujemy wyplyw ze frédla do preestrzeni miedzy &cianami,

stykajaeemi sig pod dowolnym katem (mpiejsiym odg )a=arctga:
(82) = oo | oo8 g Bin 9J
P .

§in%

P e [cos 0 — a'sin 0]
r

Predkoéé wypadkowa, skierowana wzdluz promieni wodzgeych,

Wynosi:
p_sinbsin (a—0)
7 8in o

Zauwaig jeszeze, ne ruch (31), tak samo jak (21), jest zawarty.
jako postad graniezna, miedzy ruchami badanemi przez Ray-
leigha; wynika on z wzoru (33’) loc. cit, jezeli promien Xkola,
w obrgbie ktérego ruch ma sig odbywaé, stanie si¢ nieskonezenie
wielki,

Z drugiej strony zajmujace jest porédwnanie ruchéw (16). (24)
z odpowiedniemi ruchami o symetrji osiowej, zbadanemi przez
Sampsona?). Autor ten dowiddl, ze, w razie §ciany plaskiej zao-
patrzonej otworem kolowym, mozliwy jest ruch, ktérego linje pradu
(w przekroju ogiowym) sa hyperbolami wspélogniskowemi. Funkeja
pradu jest okreslona przez:

(33) b= ch;q;; :

gdzie ¢ oznacza promief otworu, V predkosé w jego srodku, g spél-
rzgdng hyperboliczng punkta @, y, to znaczy pierwiastek hyperbo-
liczny réwnania dla A;

@ — %—- =ch

(34) T

Y) % waronkdw cigglodei predkofei wynika nastepujsca regula dla nakla-
dania ruchéw sktadowych. Mozna nakladaé na siehie ruchy, odbywajgce sig
wobec dcian stalych o jednakowym ksztaleie. Ruchy o réinym ksatalcie &eiaun
moina réwnie naklada¢ na siebie, ale tylko wdwezas, jezeli prazestrzen zajeta
przez ciecz dla ruchu wypadlowego nie zawiera ezgfel, w ktérych znajdowaly
sie dciany jednego z ruchdw skladowych,

'} Phil. Trans, Vol. 182, p. 449,
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W bezposredniem ‘otoczenin krawedzi iotworu, to jest w odste-
pach malyeh w poréwnaniu z jego $rednica, hyperbole degenerujy
w parabole i ruch (38) okazuje sig istotnie identyeznym z ruchem
badanym w § 9. Przeciwnie, dla bardzo wielkiej odlegludei od
otworu otrzymujemy, z réwnania Sampsona wzory dla tréjwy-
miarowego wyplywu' ze #rédla w seianie plaskiej; wynik jest do
pewnego stopnia analogiezny do § 8, gdyz ciecs tak samo jak tam
wyplywa w kierankn promieni wodzaeych z predkodcis proporejo-
nalng do sin26, ale odwrotnie proporcjonalng do kwadratn odleglo-
gei i; rozklad ciénienia jest: okreslony. praez wzér

(3) p=%(2L—1)

LA

icm

XXXII. CONTRIBUTION A LA THEORIE DU MOUVEMENT
DES LIQUIDES VISQUEUX; EN PARTICULIER DES PROBLE-
MES EN DEUX DIMENSIONS,

1. Conditions ¢ui suffisent & Ja détermination du mouvement.

§ 1. D'aprés les recherches de Helmholtz, de Korteweg
et de Lord Rayleight), les équations qui définissent le mouve-
ment lent des liquides visqueux au cas du régime permavent, c'est-
a-dire:

op
W=V
0] »_
ay—p.V'v
p
=V

wont qu'une seule intégrale satisfaisant anx conditions de la con-
tinuité et & la condition d'aprds laquelle les vitesses #, v, w pren-
nent des valeurs données 4 la surface de l'espace envisagé. Done,
si Pow a trouvé une telle solution, on sait que c'est la seule possible.
Mais des difficultés se présentent lorsquwon essaye, én s'appuyant
sur ce théordme, de construire des mouvements qui correspondent
aux problémes fournis par l'expérience, ‘

D’abord, il faut remarquer que les preuves du théordme en ques-
tion reposent sur la supposition sous-entendue que l'espace .S & la
surface duquel les valeurs des vitessos sont données n'est pas’in-

1) ﬁelmholtz, Wissenseh. Abh. I, p. 223, Korteweg, Phil. Mag. 16,
p- 112 (1883), Rayleigh, Phil. Mag. 86, p, 854 {1894), - C '
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