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discutés plus hant; mentionnons encore quelques sujets qui mérite-
rajent d'8tre soumis & une étude expérimentale.

D’abord c’est électrisation par frietion, dont nous voyons iei
le méeanisme dans le cas le plus simple; cette remarque a deji
6té faite par Helmholtz Il est probable que Pexplication d’autres
cas, p. ex. du frottement des corps solides, sera analogue. Ces théo-
ries s'appliquent aussi aux gaz: d’aprés Quincke, de petites bulles
d'air, d’hydrogene ete. sont conduites vers Ianode. Il est probable
que le phénoméne inverse est présenté par Pélectricité des chutes
d'ean {daprés Lenard] 1) et par la méthode de Kelvin ?) pour éloc-
triser Pair en le faisant passer en bulles par Peaun. Liair peut jouer
aussi le réle de fluide conducteur, comme dans les tubes Geissler
ot Crookes; dans ce cas, on devrait trouver le phénoméne de la
pression électroosmotique: une différence de pression entrela ca-
thode et l'anode qui pourrait &tre mise en évidence lorsqu'il s'agit
de raréfactions trés grandes®). D'autre part, il y a des phénoménes
analogues au transport ‘dlectrique, comme V'épuration de lair de
poussidres, fumées etc, par des décharges électriques qui mani-
festent une polarité marquée

1) Wiedem. Ann. 46, p. b84 (1892).
*) Proceedings Roy. Soc. 57, p. 835 (1895),
" %) Des observations pareilles ont &té faites p- ex. par Séguy, Comples
Rendus 127, p. 385 (1898).

icm

XXIII. UBER UNREGELMASSIGKEITEN IN DER VERTEILUNG
VON GASMOLEKULEN UND DEREN EINFLUSS 'AUF -EN-
TROPIE UND ZUSTANDSGLEICHUNG.

(B oltzm ann-Festschrift, pp. 626—641).

§ 1. Wihrend in der Gastheorie den Abweichungen der einzel-
nen Molekulargeschwindigkeiten von dem Mittelwerte durch Be-
riicksichtigung des Verteilungsgesetzes Rechnung getragen wird,
setzt man in bezug auf ortliche Verteilung der Molektile meistens
Gleichfsrmigkeit voraus und unterschitzt dabei, wie mir scheint,
mitunter den Einfluf der UngleichméBigkeiten in der ortlichen An-
ordnung. Zur nsheren Untersuchung dieses Umstandes mdchte ich
im folgenden einige Anregung bringen. _

Gehen wir von dem einfachsten Beispiele aus: Vorausgesetzt
sel ein ideales Gas, also mit Molektilen, deren Wirkungssphire im
Vergleich zum mittleren Abstand verschwindend: klein- ist. .‘Von
dessen Volumen ¥ denken wir uns einen Teil » ansgeschieden und
fragen nach der Wahracheinlichkeit, daB von den N Molekulen des
Gases gerade dic Anzahl » sich in p befindet. Da der Ort jedes
Molektls ein von den tbrigen unabhingiges Ereignis darstellt, dessen
Wahrscheinlichkeit v/ V" betriigt, so ist die Wahrscheinlichkeit far
die Anwesenheit bestimmter » Molektle in v, bestimmter (N — #)
in (V' — v) gegeben durch:

p\" V‘_‘_ v)N—n

(V) (T '
Weil uns aber die Individualitit der ». Molekile gleichgﬁlﬁg
ist, haben wir diesen Ausdruck noch mit der Anzaht-der Kombina:
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tionen von N Elementen zur n-ten Klasse zu multiplizieren, das

ist mit
(¥ J=
nl T (N =)l

Tur grofe Anzahlen der Molekile kann man die Faktoriellen
angeniihert entwickeln gemif: ¢

W= Vaum (")

und erhilt, wenn gleichzeitig v als kleiner Teil von I’ vorausgesetst
wird, als Wahrscheinlichkeitsquotient:

0 el b (=

wo v==Np/V die normale, d. i. bei gleichmalliger Verteilung auf
das Volumen v entfallende Anzahl bedeutet,

Wenn sich der Zustand nur wenig vom normalen entferat, kaun
man #==vy(14-8) setzen und log W nach Potenzen von 5 ent-
wickeln, was bei Voraussetzung, duB die Verdichtung & zwar klein,
aber immer noch grof sei im Verhiltnis zum Werke | /v, als Wahr-
scheinlichkeit einer Verdichtung zwischen 3 und § -+ d& ergibt:

42

® W (5,5 + d5) =V§V{; T,

Letztere Beschrinkung ist hei einigermaflen- grofen Zahlen fur
v ganz bedeutungslos; sonst wire der letztere Avsdruck noch durch
V1473 zu dividieren. Die Summierang tber alle méglichen Werte
der Abweichung, d. i das Integral von (2) zwischen — oo und
- oo ergibt nattirlich Eins. -

Die durchschnittliche positive oder negative prozentuelle Ah-
weichung von der normalen Dichte betriigt:

Sy o
) v / s |/
21;b 2vm

Ummeine Vorstellung. von den tatssichlichen Verhiltnissen zu
gewinnen; nehmen wir mit Q. B, M eyer die Anzahl der Molekiile
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fur einen Kubikzentimeter Gas zu v==6.101 an; dann wird die
durchschnittliche Abweichung fir 1 em? nur £10—19 der normalen
Dichte betragen, Aber schon fiir mikroskopiseh kleine Dimensio-
nen wird sie merklich werden; das in einem Wirfel von der klein-
sten mikroskopiseh auflosbaren GroBe [0-2p)® befindliche Gas, wel-
ches immerhin noch 5.10% Molekile enthiilt, muf schon Dichtig-
keitsabweichungen von einem halben Promille aufweisen; und sie
werden natiirlich um so grofler werden, je kleiner der betrachtete
Raum v ist.

Mittels direkter optischer Interferenzmethoden lieBe sich diese
pschwarmartige Anordnung® allerdings kaum nachweisen, denn die
optische Liéinge eines Strahlenbindels von jenem Querschnitt wiirde
selbst bei Durchlaufen der mittleren Hthe der Erdatmosphire nur
um einen geringen, dazu ungemein rasch wechselnden, Bruchteil
einer Wellenltinge getindert werden. :

§ 2. Bemerkenswert ist auch der Fall, daB der betrachtete Raum
v so klein angenommen wird, da man n nicht mehr als guro[?e
Zahl ansehen darf (wohl aber N und N — 2); dann mufl man die
Faktorielle n! im Ausdruck (1) bebalten und erhilt so als Wahr-
scheinlichkeit des Vorkommens von » Molekiilen innerhalb »:

Die Wahrsecheinlichkeiten des Vorkommens von keinem, einem,
zwei, drei etc. Molekiilen sind also:

o oyreTv g8
(4) e, ve, 5 37 ete.,

deren Summe natirlich gleich Rins ist. Ist z. B. der Raun'm v 50
klein, dafl ihm durchschuittlich hur ein Molektl zufillt, so ist die
Wahrscheinlichkeit fir Null und Eins gleich grofl, nimlich 1/e,
aber natiirlich ksnnen darin auch noeh mehr Molekile vorkom-
men. '
Beiliufig sei noch erwihnt: Hat der Raum die Gfastalt eirter Am
ein Molekil als Mittelpunkt gelegten Kugel 7, 50 igt der. zweite
jener Ausdrticke (4) zugleich die Wahrscheinlichkeit, da_lj au
noch ein zweites Molekil gleichzeitig darin vorhanden is i
Konstellationen von zwei Molekiilen yorkommen, ‘Wel’\tfh*e ‘
neren Abstand haben als . Daraus kann man.die Anzabl:
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lektilpaaren erhalten, welehe sich in einem Abstande zwischen s

und » - dr befinden, ndmlich:
d(ve™)dv N[ dnpsN) ~2N

b) AN L g = Qe L

(5) iN 7 d1‘d1 = Q2 V[l 1 }a dr,

§ 8. Von einigem Interesse ist die Modifikation des ublichen
Entropiebegriffes, welehe durch die hier besprochene molekulare
Struktur des Gases bedingt wird. Wtrden wir die »makroskopi-
sche® Entropieformel S= Flog 7% — [ logp (pro Masseneinheit)
dazu benutzen, um die Gesamtentropie der Masseneinheit aus den
Entropieen der einzeluen Volumenteile zu hercehnen (deren Grobe
wir zu v=v VIN voraussetzen), so miBten wir berticksichtigen, daf
die relative Anzahl soleher Volumenteile, wo die Dichte p im Ver-
-hiltnis 1 4-p vergroflert oder verkleinert ist, durch Formel (1) be-
stimmt ist, somit:

ot 3, ‘ —
S = / (1+8)[Hlogfl'/ﬂ—~l\flogpu~—lf]og(l—[—&)”/—% € *ds
. K

e
=8 —R | (1+8log(1 —|—-5)l/2;;e * ds,
somit angenihert:
1,1
(6) — S — & [Qﬁ e ]

worin 8, die normale Entropie bedeutet.

Die ,mikroskopische® Entropie der einzelnen Volumenteile ist
alﬁo bald groBer, bald kleiner als der Normalwert bei gl.eichméiﬁiger
]?mhteverteilung; der Mittelwert aber ist kleiner und dabei wesent.
lich abhingig von der Grofle der zur Summierung verwendeten
Volumenteile (welche fir die Moldkiilzahl v mafgebend ist).

§ .4. Vergleichen wir hiermit die Boltzman n'sche kinetische
Definition der Entropie. Ihr zufolge bedeutet den negativen Wert
derselben die Funktion H= [flogfdudvdw, wo f die Anzahl der
Molekiﬂe ist, welche, die Geschwindigkeiten %, v, w besitzen 1), Wird
dieser Ausdruck nach Boltzmann’s Vorgang fiir ein grofBeres

o 9 Zc:hB. D?;s?earie 1, p. 33, 59. Bei zusammengesetzton Molekiilen kom-
n - guch B die Liage -der Bestandteile und * di g . Momente i
Botracht, , e, e “e u o batréﬁc‘mden Momente in
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Volumen, ohne Riicksicht aufdie Veriinderlichkeit der Dichte inner-
halb der Volumenteile gebildet, somit

gesetzt, SO erhélt man dic ,,makroskopiselw“ Entropie; wird jedoch
in f die ortliche Variabilitit der Dichte beriicksichtigt, so muB man
setzen:

) H = ZAa:AyA?_/’flogfdudvdw,

worin N durch v(1 - 8) zu ersetzen ist und wobei sich die Sum-
mation tiber siimtliche Raumteile crstreckt. Anstatt diese Operation

-ausznfuhren, kann man anch mit dem Wahrscheinlichkeitsfaktor

(2) multiplizieren und integrieren, was zu demselben Resultate fuhrt
wie (6), nur dafl naticlich H an Stelle von — § kommt.

Auch folgende Brwiigung fuhrt zu demselben Sechlusse:

Die H-Funktion wurde von Boltzmann als Logarithmus der
Wahrscheinlichkeit der hetreffenden Geschwindigkeitskonstellation
erklirt V). Die H'-Tunktion hingegen k&nnte man — mit einer ge-
ringen Modifikation — auffassen als Logarithmus der Wahrschein-
lichkeit gleichzeitiger Gteschwindigkeits- und Dichtigkeitsverteilung.
Dieser ist gleich der Summe der Logarithmen Heser zwei Wabr-
scheinlichkeitsquotienten, und bezliglich der Dichtigkeit 146t sich
dann eine ganz analbge Betrachtung austellen, wie hetreffs der Ge-
schwindigkeit (I c.), welche ebénfalls zu dem Zusatzglied in For-
mel (6) fuhrt.

§ b. Die H'-T'unktion erreicht also nicht den Minimalwerty;yk wel-
cher einer gleichfsrmigen Verteilung und der entsprechenden
H-Funktion entspricht.

Die Bedeutung dieser ,mikroskopischen? Entropiefunktion liegt
nun darin, dall das Gas tatsichlich ,won selbst® eine Arbeit
T[S, — 8] leisten wiirde, falls man in einer Maschine die einzel-
nen Volumenteile (von der GroBe v) bis zu gleichfsrmiger Dichte
expandieren bez komprimieren lassen konnte. Ein ghnliches Ver-
gehen gegen den zwoiten Hauptsats wirde ein Maxwellscher
Dimon begehen, welcher aber in unserem Falle nicht auf G-

) Z. B. Gastheorie 1, p. 39.


GUEST


426 XX!I, UNGRRG LMASSIGH VERTRILUNG VON GASMOLKRULEN

schwindigkeit, sondern auf Dichtigkeit der Moleklschwirme zu
achten hitte. Statt dessen kinnte man, wie einst einer meiner
Freunde bemerkte, auch ein ideales einseitig wirkendes Ventil ver-
wenden, und wie oben gezeigt wurde, brauchte dasselbe nicht ein-
mal so auflerordentlich klein zu sein, um merkliche Dichtigkeits-
tnderungen zu erzengen. Allerdings wirden zu dessen Wirkung
auflerdem auch noch die hier nicht niher bertthrten Geschwindig-
keitsunterschiede und zeitliche Unregelmifigkeiten beitragen

Diese Uberlegungen fithren offenbar den Gedanken niher aus,
daB der zweite Hauptsatz nur in bezug auf die Unvollkommenheit
unserer technischen Mittel definiert ist '), ein Gedanke, der ubrigens
nicht der mechanistischen Theorie eigentiimlich ist, sondern eben-
sowohl bei der Entropie der Strahlungserscheinungen auftritt. Sie

haben somit nur gewissermafen theoretische Bedeutung, als kleiner -

Beitrag zu Boltzmann’s Interpretation der Entropie als eines
Wahrscheinlichkeitshegriffes; im folgenden méchte ich aber zeigen,
daff die besprochenen Dichtigkeitsuntersehiede in anderer Hinsicht
auch, wie ich glaube, einen greifbaren EinfluB haben, nimlich in
bezug auf die Zustandsgleichung.

§ 6. Solange wir bei der bisherigen Voraussetzung von ver-
schwindend kleinen Punktmolekilen bleiben, ist natirlich der mitt-
lere: Druck gleich jenem wie er bei vollkommen gleichmiiBiger
Verteilung . ausgetibt wirde, was auch unmittelbar aus der Virial-
gleichung folgt, da dann das innere Virial verschwindet.

Die Sache dndert sich jedoch, wenn wir die Molekiile als Kraft-
zentra auffassen, da dann die Berechnung des inneren Virials die
Kenntnis der durchschnittlichen Molekilverteilung (in der Umge-
bung jedes Molekils) voraussetzt und im allgemeinen von dieser
abhiingig ist, weshalb ich auch z B. die auf Voraugsetzung gleich-
milliger Massenverteilung beruhende Weinstein'sche Methode
der Virialberechnung #) ftir unrichtig halte.

Zum Zwecke moglichster Allgemeinheit schliefen wir uns der
Maxwell'schen Behandlungsweise dos Verteilungsproblems an,
indem wir das Gas als ein allgemeines, durch die p.==3 N recht-
winkligen Koordinaten der N Molekile und durch die entsprechen-
den Geschwindigkeiten definiertes mechanisches System aunffassen,

?) [Dans ses Mémoires ultérieurs, Pauteur a reconnu la ndeessité ‘d’apporter
& cot énoneé certain restrictions essentielles. Ed.|.
%) Kinstik nnd Thermodynamik 1, p. A3,

icm
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Dic Wahrscheinlichkeit, dal dann, ohné Rucksicht auf die
Geschwindigkeiten , die Koordinaten innerhalb des Bereiches
sy o dpeyee py - dp,, liegen, ist proportional dem Aus-
drucke 1):

"

P (B =1y dpy dpy .. dpy,

wo MK die unveriinderliche Totalenergie, U die der hetreffenden
Konstellation zukommende potentielle Energie bedeutet. Da das
Produkt je dreier Differentiale mit dem Volumenelement dw, wel-
ches dem hetreffonden Molekile als Aufenthaltsort zugewiesen ist,
identisch ist, so konnen. wir hierfir auch schreiben:

3N

Der Proportionalititafaktor kann aus der Gesamtsumme hestimmt
werden, R

Nehstbei bemerkt, kann man daraus natlirlich sofort wieder For-
mel (1) gewinnen, indem man U= 0 setst, die ersten u Differen-
tiale tber den Raum v, dio ébrigen tber ¥ — o integriert und die
Anzahl der Kombinationen beriicksichtigt.

Sobald die potentielle Energie IV klein ist gegeniiber A, geht
diese Formel bekanntlich £ in den berithmten B oltzm ann’schen
¢%-Satz Uber, welcher von seinem Urheber fiir den-Fall bewiesen
wurde, dal die Zahl der momentan in Wechselwirkung stehenden
Molekiile klein ist gegentber der Glesamtzahl, also dal der mittlere
Abstand groB ist gegenttber der Wirkungssphire 3), Diese Voraus-
setzung, welehe das Unabhingigkeitsgesetz der Wahrscheinlichkeits-
rechnung anzuwenden gestattet, ist mit der eben erwihnten ziem-
lich gleichbedeutend.

Im Gegenfalle wiren diese Sttze im allgemeinen nicht identischy
man koonte zwar aus Maxwell's Satz eine Exponentialformel
erhalten, jedoch von komplizierterer Art. Nennt man g, das Po-
tential des ersten Molektils in bezug auf die (m — 1) vorausgehenden,

) L. Boltzamann, Gast. 2, p. 99 (mit &N, bezeichnet); Lor
Phil. Mag 49, p. 112, 1900; J. Gl Maxwell, Papers 2, p. 718

% J. CL Maxwell, 1 e; Lord Reyleigh, Phil: Mag: 49, 415, 4

%) L. Boltzmann, Gasth. 2, p.- 106 S e R
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U, =2mV%

kel

. das Gesamtpotential der Konfiguration jener m Molekile, so erhult
man durch sukzessive Zerlegung nach Art: -

LS w 3y
(E—U,)? = (E— U,_)"? ( - —-—i"’-"r-.‘.-)ﬂ

8N
= (E - lfm_'])g &P
den Ausdruck:
(9) P ~ e~ prthapet hyp dwl dwa., . de

worin die Koéffizienten

W 8N 8N, 8N
"TAE—TU,) V2B i)

zunehmen; nur wenn simtliche % gleich sind, also wenn U im Ver-
gleich zu k' verschwindet, geht der Exponent in AU tber, d. i. es
resultiert der erwihnte Boltzmann’sche Satz,

§ 7. Kehren wir nunmehr zum Virialsatze zurtick. Der mittlers
Wert des inneren Virials wird demnach erhalten, indem man nach
Berechnung des Virials @ = 3rF(r) und des Potentials U als Funk-
tionen der Koordinaten der N Molekiile den tiber den betreffenden
Raum zu erstreckenden Integralausdruck bildet:

(10 0 /Q(E — U)!é?"1 dw, dw,. . doy
) —

- 1 Eay '
f(L — U7 do, do...dw,

Verhiltoismillig leicht ist die Durchfithrung der Reehnung in
dem erwihnten Spezialfalle oiner relativ kleinen Wirkungssphire
(vom Radius o) der Molektle, indem der danu an Stelle von

kommende Ausdruck ¢ in g™ m—1 g=—4Pm g, zerlegt und nach den
dw integriert wird, wobei zu beachten ist, daB auch @ sich additiv
zusammensetzt aus dem Virial ¢, des N-ten Molekills in bezug auf
die anderen, uwnd dem Virial @y der ubrigen N — 1 Molekile un-

"‘Boltzmann, Jager, Lorentz, van Laar u a fir starre. Ku-
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tereinander, ferner daB Virial und Potential nur innerhalb der
Wirkungssphiiren ¢ von Null verschieden sind.
Mit Rucksicht darauf, daf:

4ol

a
(11) f 6 dw,, =V —(m — 1)[_«3_ - f 8"‘7’"'47rr"‘d1’].

o
erhilt man so, mit Benutzung der Abkirzungen
o a
4mgh

5 ~——47r/e_"9°'r9dr=az, 4nf1"(1')e""77r3dr=ﬁ
durch SLII;ZGSSiVeB OIntegrieren: 0
/ Que 5oy = 51 { Gy [V— (N — 1) 2] - (N — 1)B)
Qe sy = e { Oy [ V— (N — ] [ (N — 2)e]
(N — ) [P (N — 1) ]+ (¥ — 1) [F— (N — 2)a]t}
etc. und pnach analoger Berechnung des Nenners:

i N—1 N-2 N—3 1
C=bl et e e T T
B(N* NPa  Nta
?‘V{? +yptrritet

welche Formel bei der hier voransgesetzen Beschrédnkung auf eine
kleine Wirkungssphéire bez. ein verdiinntes Gas durch Vernachlissi-
gung der hoheren Glieder mit der von Boltzmann abgeleiteten
und auch von Reinganum benutaten 1) identisch wird. Insoweit
kommen die riumliche’ Anorduung der Molekile und die hier-be-
sprochenen Dichtigkeitsunterschiede gar nicht in Betracht.

Will man sich nicht mit dieser Anniherung begniigen, so muf
man auch die hoheren (lieder der Entwickelung beriicksichtigen,
auBerdem aber auch noch hedenken, dall die Ausdriicke (N —1)e,
(N—1)8 und analoge zu grofB geraten sind, indem die Moglichkeit
mehrfachen Durehdringens der Wirkungssphiren, also mehrfacher
ZusammenstoBe in obigen Gleichungen nicht berticksichtigt wurde.
Dies gibt zu Betrachtungen AnlaB, wie sie von van der Waals,

(12)

-

) L. Boltzmann, Gasth, 2, p. 166; M. Reinganum, Wied. "Ann. 6,
p- 688, 1901, L
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gelmolekiile angestellt wuarden, " und welche zur Ersetzung  des
RT/v— b in der urspringlichen Gleichung von van der Waals
durch eine Reile »r b

) [ 7
Tl +]
gefiihrt baben. ’ :

§ 8. Hierauf wollen wir an dieser Stelle nieht niher eingehen,
sondern den EinfluB von Kohisionskriiften mit einer relativ grollen
Wirkungssphiire etwas niher betrachten, was also eine zu § 7 ent-
gegengesetzte Voraussetzung einer grofen Wirkungssphire der Mo-
lekularkriifte bedingt und wichtige Anwendungen auf die Gleichung
von van der Waals zulaft,

Boltzmann hat nimlich gezeigt, dab die van der Waals'sche
Behatiptung, dal die Koh#sionskrifte sich im Innern iberall auf-
heben und nur einen konstanten pioneren Druek® ap? erzeugen,
welcher so berechnet wird, als ob die Masse homogen verteilt wiire,
nur bel Voraussetzung einer im Vergleich zu den mittleren Ab.
stinden groflen Wirkungssphire gerechtfertigt ist, Es scheint mir
nun, daf die Gultigkeit dieser Methode noch etwas mehr einge-
schrinks werden muB, némlich auf den Fall, daB die Anziehungs-
sphire groB ist im Vergleich zum Raume, innerhalb dessen noch
merkliche Dichtigkeitsunterschiede vorkommen, und dies mochte
ich im folgenden nither begriinden. ’

Nehmen' wir z. B. eine ihnerhalb des Radius R gleichmiBig
anziehende Molekularkraft ¢ an (auBerhalb desselben verschwindend
klein) und denken wir uns den Raum in lauter Zellen von der
ungefihren GroBe dieser Anziehungssphiren,

p = R
38
zerteilt.

Falls auf jede Zelle eine groBe Anzahl von Molekulen entfilit,
mag man immerhin ‘annehmen, daf in erster Anndherung die zu-
fillige Gruppierung derselben im Innern ohne Belang ist, und kann
den Wert des Virials angenéthert so berechnen, als ob jede Zelle
zwar eine gewisse Abweichung von der Durchschnittszah! aufweisen

wiirde, aber im Innern homogen wire. Der betreffende Beitrag zum
Gesamtvirial wird offenbar die Form haben

B w
A2 | nsz nn',

e ©

icm
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wo n die Molekilzahl der betreffenden Zelle, »’ je einer anstofen-
den Nachbarzelle (deren Anzahl p) bedeutet und A, B Konstanten
sind, die vou 7t und ¢ abhingen. Machen wir weiter die fur Ho-
mogenitit glnstigste Annahme, daB unter den v (gleich zwolf) Nach-
barzellen ungefiihr gleich viele mit negativem wie positivem Uber-
schuB uber die Normalzabl v vorhanden sind, so daB

- .
12711;’ =nv=v2(l +3)
U

gesetzt werden kann, so ist doch der aus der Zellenteilung resul-
tierende mittlere Wert des Virials

e o
(13 ¢= I/Qvﬂ / [An2 4 Buvle ® dd=[4 -+ B+ Av

grofer - als der unter Voraussetzung der Homogenitiit -berechnete
Wert |4 - B]v: Somit kiime zum Drucke ap? noch‘ ein Korrek-
i ied -+ aop.
mn;gIQ.e N—lj; isi aber noch zu bedenken, dab die ?ﬁerbei benutzte
Formel (2) hier zu kleine Werte geben mU}B7 da infolge der An-
zsiehungskrifte die Neigung azur ,,Sclnvurmlmldun_g“ wachsen mul?.
Es handelt sich also vorerst daram, den bei Existenz von derarti-
gen Kohisionskriften an Stelle von (1) und (2) zu setzeqdﬁeu A}ls-
druck fur die Wahrscheinlichkeit zu finden, daff = Molfakule sich
in einem Ranme v befinden, welehem normalmifig blol die Anzahl v
zufallen sollte. Dabei dirfen wir in Formel (8) nicht n}ehr U als
klein gegentiber K anuchmen, doch kdnnen \.vir dafir 'dle Vo1§us:
setzung einfuhiren, daf sich das Potential U.memals weit vom Nor-
malwerte U, entfernt, den es bei gleichférmiger VerF'ell};ng besitzen
wirde. Bei der Integration von (10) tber al_le mo.ghchen Werg,
sind allerdings auch solche Konstellationen 1nb4:=gr1ﬂ'en, wo z B.
simtliche Molekile sich in ciner Hilfte vonnukbehnden, dje and;re
ganz leer ist, wohei ulso U eine erhebliche Anderlung erfihrt, aber
die Anzahl solcher Fille extremer Verdichtung 1st.so verschwin-
dend gering, dafl wir sie hicr nicht zu berﬁchsicbtlgen briuchen.
Somit setzen wir U gleich dem Normalwert .on verme T um
eine kleine Grofe &U und entwickeln, indem wir die Abk};rzg{lg
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benutzen:

’ . 8y 2h 4
: [E— Uy — 80)* = [U— F]3 [1»~‘—5U]z:

— (B — T3,

Darans erhalten wic durch Integration, #hinlich wie an der an-

" gefithrten Stelle (p. 427), als Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen

Vorkommens von #» Molektilen innerhalb o, (N —=#) innerhalb
(¥—19) einen dem Ausdruck

W~ e—z’dj”hm/
proportionalen Wert,

Um 30 zu berechnen, gehen wir von einer im ganzen Raume ¥
gleichmiifligen Verteilung aus und denken uns dann sukzessive ein-
zelne Molekile aus dem groBen Raume Vv in die Wirkungs-
sphire » hinein versetzt. Die Abnahme — da die Krifte anziehende
sind — des -Potentials des gesamten Systems ist bei gleichmafiger
Verteilung innerhalb v und innerhalb ¥ — » offenbar gleich dem
gegenseitigen Potentiale der in » tberschussigen Molekiile, also weun
wir die von R und ¢ abhingige Konstante C (von der gleichen
Dimension wie 4) einfithren:

- 83U =— O(n —v)? = — Oy262,

Somit ist die Wahrscheinlichkeit einer gleichformigen Verdich-
tung & innerhalb »:

Y Oh(vE _p-ihon
(15) W= L_%f_ e q &da;

die #hnlich wie vorher in (13) zu berechnende Vermehrung des
Virials betrigt nun vA/(1 — 2k Cv), so daB nunmehr der innere
Druck zu ersetzen wire durch:
(16) ' o'l ¥
ap -+ v |
. P

Bemerkenswert ist hierbei folgendes: Die assoziierende. Neigung
zur Schwarmbildung ist offenbar vermehrt, da der Exponent in
(15) gegen jenen in (2) verringert ist; wird nun die Dichte (gege-
ben durch v) so groB, oder die Temperatur, welche der Grsfe b

icm

XXIIL, UNREGRLMASSIGR VERTEILUNG VON GASMOLEEULEN 433

verkehrt proportional ist, so niedrig, dab der Exponent von (15)
positiv wird, so mub eine Diskontinuitit eintreten, denn die Ver-
dichtungen werden dann je groller desto wahrscheinlicher (wihrend
zugleich der Proportionalititafaktor unbestimmt wird). Das heibt:
die Grenze der Stabilitit in Bezug auf zufsllige Dichtesinderungen
ist tberschritten, und die Relation zwischen Volumen und Konden-
sationstemperatur wire in diesem einfachen Falle durch eine gleich-
seitige Hyperhel gegeben 1). Formel (16) zeigt auch bei Einsetzen
von 4, B, C, dab, wie vorher erwshnt, ,caeteris paribus“, nimlich
bei gleichem Werte des Hauptfaktors des inneren Druckes (4 - B)v?
die hier besprochenen Krscheinungen desto weniger hervortreten
und die van der Waals'sche Berechnungsart desto eher gerecht-
fertigt ist, je grofler v, also je grofer die Wirkungssphére ist.

§ 10. Uberlegen wir schlieBlich noch, inwiefern die riumliche
Ausdehnung der Molekiile diese Schlisse modifizieren miifite.

Den Ausdruck (8) transformieren wir in diesem Falle, indem wir
von U sukzessive fir jedes Molektl 4 das zugehtrige bei-direkter Be-
rihrung zweier Molekile wirksame AbstoBungspotential ¢, abspalten
und den Rest welcher noch das betreffende Anziehungspotential
enthslt, ebenso wie vorher, als von der speziellen Lage des Mole-
kuls innerhalb des Raumes v bez, (V—v) unabhiingig betrachten.
Nun integrieren wir die »n ersten Raumdifferentiale iiber den klei-
nen Raum v, die tbrigen (N — ») uber den beliebig grofien Raum
V-— v, nach dem Schemas:

f(ﬁ:— UE dw, = (B— U, fe-"% da,
1 2
= (5 U0 — (- Dadt-gy 6= 5]

wobei das letzte Glied in der Klammer die vom Zusammentreffen
dreier Molekiile herrithrende Korrektur darstellt?). Schlieflich er-

halten wir (& — Uo)'% als Faktor, welcher nur mehr die Anziehungs-
potentiale enthilt und bestglich dessen dieselbe Uberlegang An-
wendung findet wie in § 9. ’

") Dies ist iibrigens nur eine untere Grenze der Kondensationstemperatur,
es bleibt noch zu untersuchen, ob man nicht fiir eine andere, inhomogene, Ver-
teilungsart schon frither zu einem Grenzwerte gelangt. ’

%) Siehe dieshezﬁglich aine analoge Rechnung Boltzmanns Gras.’?h.’ 2,
p. 167, 173,

M. Smolgchowski ). 28
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So wird die endglltige Wahrseheinlichkeitsformel gegeben sein durch

‘3'—0‘!—).(511"—‘I 17 o2fe?] ¥ 71
~g 2 |p— bt B 0 |
(17 W~e ho[ﬂ ok 61 s ] [

kel

; 17 a2
V- v—ak4 (ﬁ?:v]

Wenn wir hiervon den Logarithmus nehmen, die Produkte in
Summen aufltisen und nach Potenzen vou « entwickeln, dabei noch
bedenken, dafl Summanden, weleche nur das kounstante N enthalten,
einflufflos sind und fortgelassen werden konnen, so konnen wir
diesen Ausdruck in die Form bringen.

o
T ‘..nc..]
* ds.

(18) W T DR
Die AbstoBungskrifte haben also, wie zu erwarten war, einen
den  Aunziehungskriften entgegengesetzten, nimlich vermindernden
Einflef auf die Assoziationsbestrebungen der Molekdle.
Sonst bleiben dieselben Uberlegungen wie bei (181 und (18)
anwendbar, pur in quantitativ verinderter Iorm: das Glied ap® ist
nunmehr zu ersetzen durch einen Ausdruck von der Form:

(19) apa 1+ e ,b“l~ e
p+€9”+ﬁ9’~>7%—

und die Kondensation hei ﬁberschreitung der Stabilititsgrenze wird
nicht, wie vorher. zu unendlicher Verdichtung, sondern nur zu einer
bestimmten Grenze fortschreiten 1). AuBerdem ist aber noch zu he-
merken, dall auch die hshere Potenzen von b enthaltenden Glieder
der Zustandsgleichung modifiziert werden, doch sehlieffen wir, ebenso
wie vorher, diesen Teil der Untersuchung sus,

§ 11%). In den’ letsten Abschnitten §§ 8—1(, welche ja nur
eine vorliufige Orientierung uber die’ Wirkung der ,Schwarmbil-
dung® von Molekilen bezwecken, haben wir uns allerdings von
Strenge in der Durehftthrung ziemlich weit entfernt, aber es

Y Whhrend M. Reinganums Gleichung (L. c.) fitr extrem kleinen Bereich
der Anziehungskrifte gilt, ’

*) Nach Beendigung des Manuskviptes wurde ich auf eine interessante
Arbeit von H, Burbury, Phil. Mag. 2, p- 408, 1901 aufmerksam, mit welcher
die Ausfiihrungen der §§ 6—11 manche Berithrungspunkte aufweisen, freilich
nebstbei auch erhehliche Div Eine eingehende Besprechung witrde hier
wn weit fithren. ' ' o

w,
N
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scheinen mir diese Uberlegungen dennoch die Notwendigkeit einer
derartigen Korrektion des Gliedes ap2 eventuell auch der 5-Glieder,
darzutun.

Bs ertibrigt aber noch eine Schiitzung, inwieweit diese Erschei-
nungen bei den wirklichen Gasen von Einfluf sind. Dies ist aller-
dings dadurch sehr erschwert, daf wir noch keine verliflichen
Daten tiber die Wirkungsweite der Moleknlarkrifte besitzen. Eine
Ubereinstimmung ist sehon deshalb nicht zu erwarten, da verschie-
dene Beobachter diesen Terminus in verschiedener Weise interpre-
tieren, Doch miissen wir wohl als oberste zulissige Grenze den
Wert 5.10~% em annehmen, welchen Plateau und Sohneke ge-
funden haben, ebenso Quincke; dessen Methode der hier ver-
wendeten Bedeutung des Begriffes Wirkungssphire vielleicht am
besten entspricht. Drude, Reinold und Riicker nehmen aber
noch unter ein Fiinftel jenes Wertes liegende Zahlen .an. Im ersten
Falle konote man bei Gasen diesen Bereich vielleicht noch als groB
gegenitber den mittleren Abstinden (f.10-%) gelten lassen, aber
durchaus nicht als groB gegenitber dem Bereiche von merklichen
Dichtigkeitsunterschieden ; desto mehr gilt dies von der zweiten
Schitzung. .

Aus alledem resultiert, daf die van der Waalgsche qlei-
chung nur fir den Fall extrem groBer Wirkungssphiren giltig ist,
und daf im allgemeinen bei Ableitung der Zustandsgleichung die
assozierende Schwarmbildung der Molekiile in Rechnung zu. ziehen
ist, welche bei den wirklichen Gasen merkliche Korrektionen jenes
Gliedes ergeben diirfte. ) ,

Auch glaube ich, dafl die damit zusammenhsingenden Stabilitats-
betrachtungen eine Liicke der iiblichen van der Waals’schen
Uberlegungen ausfullen durften, in welchen die Tatsache, da nicht
alle Zustinde der van der Waals’schen Gleichung moglich sind,
und daB es Grenzen fur Unterkiihlung und Uberhitzung geben mus,
gar nicht zum Ausdrucke gelangt
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