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Przedewszystkiem widzimy butaj, jak juz Helmholtz zauwa-
2y, niemal naoeznie, jak w najprostszym przypadku powstaje elek-
tryzowanie przez tarcie; prawdopodobnie wytlumaczenie innych
gjawisk tego rodzaju, np. w cialach stalych, bedzie analogiczne
i w podobny spos6b powinno postapié zbadanie doswiadczalne.

Dalej zauwazmy, ze teorja ta podobnie stosuje sig takze do ga-
zéw; wszak juz Quincke spostrzegl, ze drobne banki powietrza,
wodoru itp. wedruja w wodzie ku anodzie. A prawdopodobnie zja-
wiskiem odwrotuem jest wytwarzanie sie elektryeznodei w cieczy
uderzajacej o éciang (Lenard)?) i w wodzie, przez ktérs prze-
puszeza sig bafki powietrza (Kelvin)2).

Powietrze mose tez odgrywaé role przewodnika, np. w rurkach
Geisslerowskich; wtedy oczekiwaé moznaby zjawiska elektroosmo-
tycznego mianowicie réznicy ci$nienia miedzy anodg a katods 3).

Z drugiej strony, za zjawisko analogiczne do ,transportu elek-
trycznego® uwaszaé mozina oczyszczanie powietrza z pyln, dymu ete.

przez wyladowanie elektryezne, w ktérem uwydatnia sig wyrazna’

biegunowosé zjawiska.

1) Wied. Ann. 46, str. 584 (1892).
%) Proe. Roy. Soc. London 57, str. 335 (1895).

%) Zjawisko tego rodzaju hylo obserwowane przez Séguy, Comptes Rendus
127, str. 385 (1899).
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XXIl. CONTRIBUTION A LA THEORIE DE L’ENDOSMOSE
ELECTRIQUE ET DE QUELQUES PHENOMENES CORRE-
LATIFS.

(Bulletin de I'Acadéinie des Sciences de Cracovie, Classe des Sciences Mathé-
matiques et Naturelles 1903, pp. 182199,

§ 1. Nous avons été amenés & cette étude par une question
concernant la stabilité des solutions collotdales et des milieux
troubles: il sagissait notamment de savoir si la théorie ') qui ex-
plique cette stabilité par des forces semblables & celles qui produi-
sent I'endosmose électrique et les courants diaphragmatiques, pouvait
étre justifiée. Dans ce but, il fallut d’abord généraliser la théorie
de ces phénoménes, développée par Helmholtz?) pour le cas
spéeial d'un liquide contenu dans un tube Poiseuille. Nous croy-
ons que cefte extension de la théorie en question, pour le cas gé-
néral, présente en soi-méme quelque intérét d’autant plas que,
comme nous le verrons plus loin, les expériences fondamentales
de Wiedemann et de Quincke dépassaient déja les éonditions
ol le calen]l primitif de Helmholtz est applicable.

Oe qui nous parait aussi intéressant c’est la comparaison avec
la théorie rivale de Liamb 8), basée sur des hypothéses simplifiées,
mais un peu différentes. Toutes les deux donnent des résultats tout-
a-fait analogues dans le cas des tubes Poiseuille, mais on aurait

1) Proposée par J. J, Thomson et M. Hardy: Proc. Roy. Soc. 66, p.
123 (1900), . :

%) Wied. Ann, 7, p. 387 (1879); Ges. Abhandlg. I, p. 855.

3 Philos. Mag. 25, p. 52 (1888:; elle n'est pas mentionnée dans le résumé,
assez bon, des phénoménes analognes dans Winkelmann Handb. 1IIL, 1, p.
493, ot je n'en ai eu connaissance qu'aprés avoir trouvé les résultats exposés
ci-dessus. :

26"
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pu croire que le cas général présentersit une différence qui
permettrait darriver & une conclusion. Les résultats définitifs dé-
mentent pourtant cet espoir, car Panalogie snbsiste toujours; an point
de vue mathématique, on pourrait méme considérer la théorie de
Lamb comme une spéeialisation de notre caleul.

Tel st lobjet principal de ce travail. Nous y ajouterons quel
ques considérations sur le probléme mentionné au début, et sur
quelques aifres phénoménes connexes.

§ 2. On désigne par endosmose électrique un phénoméne connu
depuis longtemps, étudié surtout par Wiedemann et Freund?):
le passage d’un liquide par wn diaphragme, ou bien par des tubes
étroits, des fentes ete., par suite d'un couraut électrique qui cirenle
dans la méme direction 2) ou dans la direction inverse.

§i le passage du liquide est interrompu, le vaissean étant fermé,
il s'y étblit une différence de pression: augmentation & la ca-
thode, diminution & Pancde, que nous appellerons pression électro-
osmotique. Le phénoméne inverse, qui sera appelé courant dia-
phragmatique, consiste dans la production d'une différence de po-
tentiel (respectivement d’un courant électrique) par suite du passage
du liquide par des diaphragmes, tubes ete., causé par la pression
extérieure.

Ces phénoménes ont été expliqués par Quincke, en considé-
rant la réaction entre le mouvement méeanique du liquide et les
couches électriques étendues sur les parois du vaisseau. Dans le
premier cas, la partie positive des couches, du cété de Pélectrolyte
liquide, mise en mouvement par Pinfluence du champ électrique
extérieur, entraine le liquide; dans le cas inverse, le mouvement
de cette couche produit un courant électrique de convection.

En effet, le caleul de Helmholtz, qui s'applique au mécanisme
de ces phénoméues dans des tubes réguliers, & section circulaire
et satisfaisant & la formule d’écoulement de Poiseuille, est en
accord parfait avec les mesures analogues de Quincke et Dorn 3),
en ce qui concerne leur dépendance des dimensions des tubes, des

) Wiedemann, Pogg. Ann. 87, p. 821 (1862); Freund, Wied. Ann. 7,
p. B3 (1879),

%) Les directions sont identiques pour U'eau et les électrolytes, inverses p.
ex. pour 'huile de térébenthine en contact avee du soufre.

3 Quincke, Pogg. Ann. 118, p. 513 (1861); 107 p. 1.(1859), 110 p. 38
(1860); Dorn, Wied. Anu. 9, p. 513 (1880); 10, p. 46 (1880).
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pressions, respectivement des forces électromotrices, et de la con-
ductibilité électrique du liquide. Cet accord, cependant, est lié
A la validité de la loi de Poiseuille, et les tubes plus larges,
qui n’y obéissent plus, comme ceux de Clark et de Edlund?,
gécartent tout-d-fait des formules de Helmholtz Par conséquent,
il nous semble  fort risqué d’appliquer les mémes caleuls aux dia-
phragmes dargile de Wiedemann (et Freund) qui sont consi-
dérés par Helmholtz comme un systéme de tubes Poiseuille ?).

Leur structure ressemble certainement plutdt i celle d'un tas
de petits grains, dont les pores ont une forme trés irrégulidre, pen
semblable aux tubes Poiseunille; et ceci s'applique d’autant plus
aux diaphragmes de Quincke, formés de sable, de soufre ou de
laque pulvérisés, de retaille d'ivoire, d’¢toffes de soie ete. Llappli-
cation A priori des résultats de Helmholtz west pas justifice
dans ces cas. La généralisation indispensable de sa théorie peut
atre effectuée de la maniére suivante.

§ 8. Lorsque le liquide est & 'état normal, en repos, le potentiel
glectrique ¢, qui correspond 4 Paction des couches™ superficielles,
aura une valeur constante g, & Pintérieur du liquide, et la valeur
constante @, & Dintérieur des parois; il varie brusquement c}ans les
couches de passage, d’épaisseur &, dans la direction de la normale,
mais reste constant dans la direction des tangentes Par conséquent,
la densité électrique

e 1 9%
T dman®
positive du ¢été de Veau, négative de l'autre” cété, est une grandeur
de Porde ’51‘5'

Lorsquil y aura un champ électrique extérieur, défini par le’
potentiel ¢, le potentiel total correspondra & la.superposition:

1) Clark, Wied. Am. 2, p. 835 (1877); Edlund, Wied. Amn. 1, p. 184
{1877).

%) Le fait qu'ils laissent passer un volume de liquide proportionnel & la
pression active, prouve seulemeunt gu'on a & faire & un mouvement ,lent®, ot
les équations

ete. sont applicables.
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U=g-+ &

Puisque les forces mécaniques qui en résultent produisent un mou-
vement tangentiel, il faudrait ajouter encore, pour étre exact, un
troisieme terme ¥, pour rendre compte de la modification des cou.
ches de passage qui se produit par ce mouvement. Nous nous bor-
nerons cependant & Pétnde des mouvements ,lents“ od I'on peut
négliger cette réaction du phénoméne secondaire sur le phénoméne
primaire, en comparaison avee ¢ et b, Dans ce cas on peut né-
gliger aussi Finertie du liquide, et les équations de I’Hydrodyna-
wique, ayant égard aux forces mdeaniques eAU, seront:

op oU
gz’v—[.LAgu—-E*éi
9 4, au
L @—HAvms—@—
p . U
%_MA “)—E'-‘,'E.

P . - .
Les facteurs €5, ot feront naitre un mouvement du liquide, tandis

3 . . . .
que les facteurs 552 ne serviront qwa produire une pression uni-
forme dans chaque couche individuelle, Pour éliminer cette partie
des forces, qui ne nous intéresse pas, introduisons une grandeur
définie [en désignant la distance normale par {] par

3

1
(2>" P=p+feg~é_’dc:p+glﬁ(g-g)ﬂg
]

Par conséquent, on aura:

9P ap dy
® ESREES

et dPautre part. en supposant & et ‘7; dirigés dans les directions tan-
gentielles, p. ex. des lignes de courbure:

P _9p 199 d%
® T T dmat

. 2
puisque partout 52 est égal & zéro, & cause de Puniformité de la

couche, ce résultat se simplifie et devient:
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AP 9p, aP _ap
(4) &= et de méme =3y
En appliqﬁant les équations (1) aux directions G E 7, on aura le
systéme:
d { 9P As P
IE)C"=P' o —e 5
ar P
(5) a~= y.A”Ug — & 52
P d
»éﬁ:: I_LAM),? —e )

Pour mettre mieux en évidence la signification de P, dérivons‘ les
équations (D) par rapport & G &, ce qui donne, eu égard & la
condition d’incompressibilité et & équation AP = 0:

de 9P
(6) AP = — XX
tandis qwen opérant de manidre analogue sur les équations (1)
on aurait

de (Jo° gt_lz)

) szfﬁ%+x'
., o0 . . N
Puisque la dérivée %z devient zéro & la surface des parois iso

lantes, le courant électrique ayant une direction tangentielle, elle anra

nne valeur de Pordre 3 dans la couche de passage. Nous en con= |
cluons ceci: en dehors de la couche, P est 1dent1que‘ é,' la }l))resmiz
hydraulique p; mais, tandis que p subit une variation brusq
= : la pression électro-
(de Pordre -525) dans ces couches, & cause de' P o
statique, la grandeur P en est approx1mfxt1vel'nent d(-’:pm;x"m;oj
restent seulement les termes d'ordre plus petit qui ne Pe‘{"‘:;’ ds >
duire que des différences finies de P dans les divers poin
couche. . ) ]
§ 4. Envisageons maintenant les équations (5, 2), (B,s) et remar:
- o

i A i conséquent
quons que les forces tangentielles T By sont finies, par ‘«‘1” .

. e
- x de gauche
les termes de droite ont une valeur de lordre 530 ceu 8

i i 7 et en les. inté-
sont finis. Done, en multipliant ces équations par  etien les
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grant entre les limites 0 et 6, on fera disparaitre los termes de
~ gauche:

3

9P

= Ldl =0
®) 2 S =

0

pendant que, du ¢dté droit, on obtiendra des quantités finies de la
manidre suivante:

Leopérateur A? ne peut pas dtre remplacé, en général, par
o 9r e
%o tore
puisque nous avons supposé les directions des axes & o, § variables,
suivant la direction normale & la surface. Mais en tout cas, le terme
de l'ordre le plus grand, qui seul entre dans oe caleul;, puisque
azv& (ou é)zuq respe
i agy TP
" - vy .
etivement). Lorsqu'on considére que x est fini dans la distance 8§,

et que v; disparait pour {=0, Pintégration partielle donne par
conséquent:

ot
A d
OO i P

les autres disparaissent par Pintégration, sera

3

'] fé)ug 5(91)5) ]
. Idc: 5gd~v§ = —uy

8

0 L]
Dans Vintégrale

é
ob
€ ﬁ cdga

ap

on peut admettre la constance approximative de e qui donne

Heu & un d‘éveloppement semblable: |,
; s L Ao
10 = . . [ = P e
0 /eCdC i) pma bt = b

0

Le résultat définitif est que la vitesse tangentielle, & la distance 3
des parois, a une valeur finie, notamment: ‘

1) gm B g0
(11) e 57 Amp FE Yy == T dmp o

icm

. 8lectrodes. On évite cette difficulté en superposant un n?puv
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§ b. Il est évident que les ligues de flax sont approximative-
ment paralldles aux parois; par conséquent, les vitesses norinales
ne peuvent pas excéder lordre de grandeur &, puisque le flux tra-
versant la couche d’épaisse 1r & suivant une direction tangente sera
égal au flux passant par une partie finie de la surface suivant la
direction normale. La distribution de ces vitesses et de la pression
P sera définie par Péquation de continuité et par (5,1); mais nous
n’en aborderons pas la discussion, puisqu'il suffit pour ce qui suit
de savoir que la vitesse normale est évanescente par rapport aux
vitesses tangentielles. ) o ‘

Il est facile maintenant de déterminer la distribution des vi-
tesses dans Vintérieur du liquide, Elles seront définies par les équa-

@
tions:
9 C P are P v M=o
(12) b—g—_—_— v A2y By AL 5= 3 P ;
ot par les conditions de surface, correspondant, avec omission de
différences infiniment petites, a:
' L

)

vp=0; pp= - —p—" ‘a&% Uy =

Eu égard anx propriétés de P, on en déduit la solution:

= 0 e 3P

YT T i W dmp 9y
(13) % 9s 90, == const.

W= — 41':‘11.”-5;‘ 4 0

(est & dire que les courants mécanique:s se}'ont .propormonngls ?:i?
courants électriques et auront la méme direction, st ¢ — ¢a st pa: ‘138.'

Cependant, il faut restreindre ce résultat en ce qui (j,onlcer;s o
dlectrodes auxquelles le caleul, qui suppose des paro;s iso m}l)su;ae
peut 8tre appliqué, D’ailleurs, il ménerait & une conclusion a ,

: — 0 L jqui désignant
car il exigerait qu’une quantitd i Y du liquide [I désig

i d
Pintensité du courant électrique] passe & travers la surfac&_

— Qi Pa z
correspondant & une source du liquide “Ep dﬁ“%

et un écoulement de la méme quantité dans Vanode, avee adliésion
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compléte aux parois. Les vitesses et les pressions qui en résultent,
conformément aux problémes ordinaires de PHydrodynamique d’un
fluide visqueux, seront désignées par wq, vy, wy; p,. Done, le mouve-
ment caractérisé par:

B 9a 9P,

ab, p— 00,
dnp O

=gy — TR

dmp 9y’

U=ty —
(14)

w=w, — I

satisfera aux équations fondamentales, aux conditions aux limites
pour les parois isolantes, et & la condition de repos 4 la surface
des électrodes; ce sera la solution cherchée .

§ 6. Supposons maintenant, afin d’introduire Ids conditions qui
correspondent aux travaux expérimentaux: un vaisseau sous forme
de deux réservoirs dans lesquels sont plongées les électrodes, avec
un conduit resserré queleonque (tube ou diaphragme) qui opposerait
une résistance considérable au passage du liquide.

I faut distinguer deux cas:

«) le liquide a toute liberté d’affluer de Pextérieur dans les ré-
servoirs ou de les quitter, de’ sorte qwil v’y peut naitre aucune
différence de pression, on

B) les réservoirs sont fermés.et le liguide ne peut circuler que
dans Pintérieur du vaisseau.

Le premier cas servira & réaliser Depdosmose électrique: la
pression p, sera évanescente et de méme les uy, vy, w, dans le
conduit. Il ne reste que les expressions (13). La quantité totale du
liquide passant par le diaphragme (dans le sens du courant élec-
trique) sera: M= fu,ds o Pintégrale s'étend sur tout un profil
équipotentiel P = const. dans le conduit, done;

15 =P (0P a0
() M rEm T ds = Is.

Iei o désigne la conductibilité électrique. Dans le second cas, il y

. On pourrait se demander si les surfaces des électrodes ne pourraient
pas donner naissance & des mouvements tangentiels comme les par is isolantes;
mais en tout cas la modification du mouvement qui en résulterait serait limitée
4 la proximité des électrodes; d'ailleurs, si les élactrodes sont de bons conduc-

teurs, lenr surface sera une starface équipotentielle, ce qui ne donne pas lien
3 des forces tangentielles. el :

icm
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aura, en dehors du courant mentionné, un courant (uy, v, ) super-
posé en sens inverse, animé dune vitesse telle que la quantité to-
tale du liquide traversant devicune égale & zdro:

0= —C—P—'Z—n—llff— Is -}—fv,‘,dx.
Dautre part, le passage de cette quantité _j'v,,,,dsj a travers le fiia-
phragme, correspond A& une différence de pression py, proportion-
nelle au produit de cette quantité par le coefffc}ent de v1scos1té3
est-d-dire que la pression cathodique sera supérieure, & celle qui
régne auprds de Vanode, de p, — p, (ee ¢ue nous.appelons pression
électroosmotique):

. ' — 'Pl __?.“., N
(16) Py P = — Cﬂjvm’i" = iz (o

§ 7. Notons d’abdrd le fait que la formule générale pour Pen-
dosmose électrique (1) est ideutique & celle qui & été dédkulte par
Helmholtz pour le cas des tubes Poiseuille, et aussi que sa
formule pour la pression électroosmotique fest contenue comme cz;s
perticulier dans notre résultat général: ceci devient évident par la
substitution de la loi de Poisenille:

81
¢= fix
et do la loi Ohm:
_ BT

ol ]

dans (16), dPoi rvésulte Péquation de Helmholtz:

e P9 8(H— i)
@1mn B 2 Wl & Sy R

Remarquons aussi que les mesures do Wiedemann. etdgrg::;;i
sont en accord parfait avee la “formule (15).. Eiles ont a:; élec.,
en effet, la proportionnalité du courant mécanique au ;:?;;r ot £
trique, indépendamment de Pépaisseur ou de la sur aroﬁm@,ﬁ e
pbragme; la dépendance de o est aussi con’ﬁu‘n@r appOin y
ment pour dés solutions de concentrations dlﬁ’ére'nte& ~té
pas #'agtendre & obtenir une preuve tout ‘9‘ fgut/_ exacte £
®,— ¢, aussi dépend de la concentration. s g .
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Dantre part, la pression électroosmotique est, d’aprés les expé-
riences de Wiedemann!), proportionelle & Lfg-, [olt  d = épais-
seur, {2 = surface du diaphragme), ce qui résulte aussi de la for-
mule (16), en considérant que la constante C' (définie plus haut)
doit &tre. proportionuelle, pour des diaphragmes & structure hom-

. a
géne, & o

§ 8. Mais il y a un troisitme phénoméne, outre ceux-ci, qui est
embrassé par notre théorie: celui du transport électrique de petites
particules suspendues dans un liquide, phénoméne &tudié surtout
par Quincke?).

Imaginons une sphére isolante, plongée dans un liquide, sous
Pinfluence d'un champ électrique homogtne. En acceptant la direc-
tiun de celuici comme axe d’un systéme de goordonnées polaires,
nous aurons Pexpression suivante du potentiel extérieur :

18 = a2\, o
(18) ¢ cz(]+2r3)——wccosﬁ[r+.§ﬁ}

Done, si la sphere était fixe, elle produirait @aprés (13) un mou-
vement potentiel du liquide environnant dans la direction des lignes

de force; la vitesse & grande distance aurait la valeur constante

(19 u= 2" %

4mp, &

Ma.is si la sphére est mobile, dans un liquide sans mouve-
n¥ent,'11 est évident qu'elle sera poussée avec cette vitesse dans la
direction de la cathode vers Panode. Pour donmer une idée de la

valeur de cette vitesse, qui est indépendante des dimensions de la
sphére, supposons:

y.:OOlB, c:l—vvo—]t;
cm

?: - 9a=2Volt,
ce qui donné
u = 0:000093 2,
sec
Clest justement Pordre des vitesses des ious dans Pélectrolyse, fait

carieux qul pourrsit suggérer des spéculations d’ailleurs hasarddes.

") Voir aussi Tereschin, Wied. Ann. 32, p. 333 (1887).
) Wicdem. Ann. 113, p. 5i6 (1861):
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Les mesures de Quineke mettent en évidence la proportion-
nalite de w uvee la force électromotrice, mais il est & regretter
qwon n’y trouve pas toutes les données néecessaires & une compa-
raison compléte avec la théorie. Toutes les substances étudides
par ce physicien se mouvaient vers Panode dans P’eau, pendant que
dans Phuile de thérébenthine le sens du mouvement était, pour la
plupart, Piuverse (c’est & dire que la différence ¢, — g, avait le
gigne contraire). B outre, il y avait cette singularité dans des to-
bes dtroits que (Pintensité du courant dans leau étant trés petite)
les particules situdes dans la proximité des parois avaient un mouve-
ment inverse qui faisait place cependant au mouvement végulier
orsque le courant augmentait. Le premier fait est explicable par
la circonstance que, dans dos tubes étroits, il y a (daprés § 68)
un courant du liquide dirigé vers la cathode prés des parois, vers
Panode dans Paxe du tube, courants qui Pajoutent au mouvement
propre des particules. Ceci dounera lieu, en outre, & des _mouve-
ments rotatoires qui, en effet, ont &té observés - par Quincke.
Mais la réversion du mouvement par augmentation du courant ne
peut 8tre expliquée ni par notre caleul, ni de la manidre indiquée
par Quineke (loe. cit.). Blle semble dépendre de f&cteux:s secon-
daires, négligés dans le caleul, ou dautres phénoménes qui se ma-
nifestent dans des rotations des corps mauvais conducteurs dans le
champ ¢lectrique 1).

Daus ces dernidres anndes, des observations nombreuses ont été
faites sur le transport éleetrique, & propos de recherches sur legs
milieux troubles, émulsions, solutions colloidales ete. Sprlng/‘*)
a énuméré les difficultés & vainere pour-obtenir une pureté parﬁm’e
des snlutions (solutions optiquement vides); il t';ronve.que Ja puri-
fication par un courant électrigue en ost le meilleur moyen.

§ 9. Passons maintenant i la théorie du phénoméne inverse; les
courants diaphragmatiques. Nous nous bol‘nerOPB, comme AUPALA-
vant, & une premibre approximation, en négligeant cette fm§ lfx
réaction du champ électriquo produit par le mouvement, sur celui-cl.
Le calcul sera basé sur Véguation fondamentale des courants sta-
tiounaire:s qui exige dans ce cas que l'ensemble des aouran‘ga de

4 Quincke, Wied, Ana. 59, p. 417 (1896); Sehiweldler; S

Drudes Ann. 1, p. 530 (1900}, }
%) Bull. de Belg. {1899), p. 174, p. 300,
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conveetion et de conductibilité ne produise pas d'acenmulation
Pélectricité. ‘
Puisque le premier terme du potentiel total: ‘

L‘:(P—-i-([)_}_]f
ne produit pas de eourant; et que le second est supposé nul dans
ce cas, il ne reste que V pour la conduction, de sorte quwon aura,
en employant les symboles vectoriels:

.1
(20) div [E A VH- ev] =0
ou sous une forme explicite:
1 ) 2 d
SRV e+ oo+ 2w =0
Ceci se transforme, gréce & dquation @incompressibilité, en
de de de
2 — —. —— P i
(21) AV = o [u 9x+ vay ~+w E)z]'
1l en résulte la valeur de ¥, en eonsidérant que le courant nor-

. 78
mal & la surface de l’isolateur-ég—:; doit #tre nul:

@2) V=;17C/ff;[u§z+vj—;;+wg§]dw.

Llexpression intégrée ne differe de zéro que dans la couche
superficielle; nous pouvons done admettre pour élément de volume
une couche de surface diS et d*épaisseur d{; dw = dS. at. et puis-
que ¢ varie dans la direction normale & la surface, on peut éerire:

=2 f S s

"Pour des points situés & une distance assez grande en comparaison
de 3, Vintégrale peut &tre développée de la fagon suivante:

(23 ; V=2 f f a5 [, %

( ) 45 r DESC d

ol Pintégration de” di peut 8tre effectuée par opération partielle
p . : vy .

Tépétée, en considérant que ”E'ﬁ: deviennent zéro & la surface,

2 i .
de méme 9—% et 5—5 & des distances ;upérieures a8

icm

-mesures de Quincke, ol la pression et les dimensions! d
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s L] 92

: de . L8 e (0%

(24) 4"/”§ ggd‘v = »~-/v§a§3d§ —‘f ot ot g
0 [ ¢

Considérons maintenant l'équation méeanique formée d’aprés
(6), mais avec I égul & uéro:

.

oP
(26) o = bA%y

Col P satisfuit & Péquation ATP=0 et, & la surface de la couche,

so transforme d’une fagon continue en la pression hydraulique or-
B 4 > .

dinaire p. Par conséquent, ou peut conmdére; I comme clonsticaut

dans Pétendue de la couche 8; d’autre part, en négligeant les ter-

mes plus petits, on aura:

szl,‘ = 79@

Done, la valeur de lintégrale (24) sera:

19P "é’ﬁadc__ P00 OF
W) T T

0

Nous aurons: spas

_ 9 %8 gran
(26) V= i dmp. ff@C r
et par suite de A*P==20: ’

Pe P
@1 V=—o¢ W“‘ZEEL“ P - const.

Done, Ia différence de potentiel en denx points de i
liguide sera:

(28) Vi— T :'&4 Pe a(py — Pa)-

T

§ 10. Cette formule parait identique avec le résultat fmalogu,e
de Helmholtz, & cette différence prés quelle ne s’applique pas
seulement aux tubes capillaires, mais & des vaisseaux ’quelc»cin«
ques, ot le liquide est animé d’un mouvement lent. En- effet, eg

phragmes variaient, ont démontré la proportionnalité dﬂ

£lectromotrice & la pression active et l’ind'éP'?ndaneef 'de; :
au diaphragme‘ La relation avec ¢ est mquuée“azl‘ ;
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qui montre que Iaddition de sels ou d'acides diminue de beaucoup
Veffet. Les conduectibilités n’ont pas (st(‘: mesurées, ¢c qui ne permet

0 s Ve — ¥V,
pas dutiliser les nombres -2 —
P

M

Volt] , L
Peau IOMJ pour une détermination de By = Py,

0

p ex. pour le soufre dans

Remarquons qwon ne peut pas appliquer les formules (15), (16)
et (28) au cas des mouvements rapides (p- ex. pour des tubes lar-
ges), daus lesquels Veffet de Dinertio pu 3Z ete., omis dans (1) et
(20), est sensible. (Pest Pinertie du liquide qui pourrait peut-
&tre  expliquer un phénoméne singulier d’asymétrie, observé par
M. C. Zakrzewskit), avec des tubes argentés & Pintérieur. Car
le fait que la différence de potentiels entre la surface argentée et
une électrode située auprés du bout du tabe capillaire, changeait en
valeur absolue, lorsque le sens du courant deau était interverti, ce
phénoméne ressemble 4 Pasymétrie du mouvement de l'eau dans
un cas analogue, la formation d’un Jjet d’écoulement, qui est causde
‘de méme par inertie du liquide. D’ailleurs, ces expériences dépas-
sent la portée de notre théorie, parce quon ne peut pas considérer
la surface argentée comme isolante.

) § 11. Dans le § 1 nous avons mentionné la théorie de Lamb,
rivale de celle de Helmholtz, La différence consiste en ce que
Lamb waccepte pas le principe de continuité dans la double
couche électrique; il la considére comme un condensateur dont
les lames, 4 une distance d, sont couvertes d’une densité su-

; . P — Qu s
perficielle: p = '475 d@“' D'autre part, au lieu de la variabilité con-

tinue des: vitesses, il suppose un glissement de ces lames avec une

vitesse % = T Sous Piofluence d’une foree tangentielle X E[ désignant

=,

e coefficient de glissement,

" Ces suppositiens, simplif i

88 Sup » smplifices (et un peu généralisées), compardes
& celles de\Helmvholtz,, servent de fondement & des caleals
qui Ir?énent i des résultats presque identiques avec (15). (16) et (28,
et qui en différent seulement en oo que la. valeur ., — @, y est

- %-Bull. de VAcad, d. Be. do-Gracovie (1900} 224,

icm°
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! .
remplacée par d (9 — ). La question de savoir laquelle de ces

hypothéses est la plus justifide, ne peut étre tranchée ni a priori,
ni par des expériences directes, puisque nous ne connaissons ni

. . . ,
d ni (9 —— 24), & moins qu’on puisse mesurer la différence de po-

tentiels & Iaide d’une méthode indépendante. Mais si Pon pouvait
démontrer, par des mesures faites sur des corps divers, que les
valeurs considérées par Helmholtz comme (9, — g,), par Lamb

l - .
comme (9, — @) ;o se rangou dans une série de tensions 1), on se-
raig alors en droit d’aceepter un tel fait comme preuve indirecte
. . l o
de la théorie de Helmholtz, puisque en tout eas Jdevrmtavmr

un caractére pluttt aceidentel. On aurait alors, pour déterminer la
différence de potentiels de covtact entre de mauvais conducteurs,
trois méthodes trés faciles & appliquer puisque, Pusage de tubes
capillaives n’étant plus indispensable, on pourrait employer ces subs-
tances sous forme de diaphragmes. (comme Quinecke).

§ 12, Revenons oncore & l'hypothdse, mentionnde au début
qui thche dexpliquer la stabilité merveilleuse de certaines so-
lutions troubles par les mémes forces électriques. D'aprés cette
hypothdse, les particules suspendues produiraient en tombant des
courants, analogues & ceux des diaphragmes, qui empécheraient
leur. mouvenient et rotarderaient la sédimentation. En eftet, la sen-
sibilité extréme de ces solutions pour une augmentation de con-
duetivité, produite par de¥ doses trds petites de sels ou dacides,
qui suffisent pour préeipiter la matidre suspendue, semble préter
appui & cette hypothése. Notre théorie ne peut pas servir & un ecal-
cul exact dun tel phénoméne, puisque nous avons négligé la réac-
tion de l'effet secondaire sur la cause primaire, mais on pourra du
moins se rendre compte de Iordro des grandeurs en question. Voici
comment on peut raisonner:

@) Lo potentiel ¥ [équation (27)] auprés d'une sphére animée
d’une vitesse ¢ dans le liquide, est proportionnel & la pression 1):

1) (Mest & dire que p. es. los Aifférences entre les valeurs pour l'eau et
Uhuile de téréhonthine en contact avee d'autres corps seraient toujours les
mémes. ) ’ )

M. Smoluchowski I. 27
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3cpar
] Py
(24) done Vo B be Beaor B g—go cascos-
on 4n 2 ¥ 2 4w rt
La composante tangentielle de la force électrique
oV _ o, — . Beosind
2(a) — Tin 2w

produirait, dans un liquide libre, un mouvement défini par les vi-
tesses:

o
"
2 — w\%en; 3
: D v= o ﬁ_&qﬁq z)
(30) % ( i pu? l—|_21‘3
_2|
=5 |

correspondant, pour une grande distance, & la vitesse constante:

IR el SRR
4x atp’
mais comme le liquide ne peut pas traverser les parois du vaisseau

fermé, une pression électroosmotique prendra naissance:

3, pax
P:"' (1;3’

dans la direction opposée au mouvement primaire. Les forces’ ré-
sultantes satisferont & la condition déquilibre:

I R

B) Considérons quelle sera Iénergie W dissipée par le courant
électrique correspondant & V. La formule générale

=L LGS+ )

donne la valeur:

(32) W 8els ( i Tk 23 )“_
4

Y) Voir p. ex. Lamb, Hydrodynamics p. 532,

icm
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Puisque cette ¢énergie est produite aux dépens de Pénergie méca-

nique, il faut ajouter une force convenable & la résistance de frie-

tion 6wpac. 11 en résulte la méme équation que plus haut.
L’expression

détermine la petitesse des particules. En y substituant pour l'eau
== 1ov[r~1g=1]=1-17.10—7[0. G. 8]

o  go==2 Volt= 360" [C. G. 8],
on aura: @ =10-%rm Donc cette théorie n’explique pas la stabi-
lité des solutions troubles lorsque les particules.sont de grandeur
plus considérable, p. ex. de grandeur microscopique; pour des par-
ticules de dimensions si petites que ci-dessus, au contraire, la vis-
cosité elle-méme suffit & expliquer Iextréme petitesse des vitesses;
on a:

2 aﬂg , -
=" % (p = 10 ~8¢m [pour p — p' = 1]

P
c'est-h dire que les particules ne descendront durant une annéde
que d’un centimétre, L’épaisseur de la couche électrique d n’est
peut-8tre pas négligeable devant de telles dimensions; mais en touf
cas. ce raisonnement parait démontrer que I'hypothése mentionnée
est insuffisante, )

§ 18. Notons encore un détail qui n’a pas été observé jusqu’a
présent. De méme qu’aun § 12,5 on pouvait conclure de Paugmen-
tation de l'énergie dissipée, par le courant diapbragmatique, un
agrandissement correspondant de la résistance mécanique, de la
méme maniére on peut conclure (en se basant sur la dissipation
de Vénergie mdéeanique) que l'intensitdé du courant électrique aug-
mente par suite de Pendosmose électrique. Cette conclusion est mise
en évidence par la considération du mécanisme de ce phénoméoe
qui consiste dans la production d’un courant électrique de convee-
tion dans les eouches superficielles. Nous avons intention de con-
sacrer une étade spéciale & ce phénoméne qui peut jouer um role
important dans les mauvais conducteurs. ]

§ 14. La portée de ces phénomdnes n’est pas restreinte aux cas

27*
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discutés plus hant; mentionnons encore quelques sujets qui mérite-
rajent d'8tre soumis & une étude expérimentale.

D’abord c’est électrisation par frietion, dont nous voyons iei
le méeanisme dans le cas le plus simple; cette remarque a deji
6té faite par Helmholtz Il est probable que Pexplication d’autres
cas, p. ex. du frottement des corps solides, sera analogue. Ces théo-
ries s'appliquent aussi aux gaz: d’aprés Quincke, de petites bulles
d'air, d’hydrogene ete. sont conduites vers Ianode. Il est probable
que le phénoméne inverse est présenté par Pélectricité des chutes
d'ean {daprés Lenard] 1) et par la méthode de Kelvin ?) pour éloc-
triser Pair en le faisant passer en bulles par Peaun. Liair peut jouer
aussi le réle de fluide conducteur, comme dans les tubes Geissler
ot Crookes; dans ce cas, on devrait trouver le phénoméne de la
pression électroosmotique: une différence de pression entrela ca-
thode et l'anode qui pourrait &tre mise en évidence lorsqu'il s'agit
de raréfactions trés grandes®). D'autre part, il y a des phénoménes
analogues au transport ‘dlectrique, comme V'épuration de lair de
poussidres, fumées etc, par des décharges électriques qui mani-
festent une polarité marquée

1) Wiedem. Ann. 46, p. b84 (1892).
*) Proceedings Roy. Soc. 57, p. 835 (1895),
" %) Des observations pareilles ont &té faites p- ex. par Séguy, Comples
Rendus 127, p. 385 (1898).
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XXIII. UBER UNREGELMASSIGKEITEN IN DER VERTEILUNG
VON GASMOLEKULEN UND DEREN EINFLUSS 'AUF -EN-
TROPIE UND ZUSTANDSGLEICHUNG.

(B oltzm ann-Festschrift, pp. 626—641).

§ 1. Wihrend in der Gastheorie den Abweichungen der einzel-
nen Molekulargeschwindigkeiten von dem Mittelwerte durch Be-
riicksichtigung des Verteilungsgesetzes Rechnung getragen wird,
setzt man in bezug auf ortliche Verteilung der Molektile meistens
Gleichfsrmigkeit voraus und unterschitzt dabei, wie mir scheint,
mitunter den Einfluf der UngleichméBigkeiten in der ortlichen An-
ordnung. Zur nsheren Untersuchung dieses Umstandes mdchte ich
im folgenden einige Anregung bringen. _

Gehen wir von dem einfachsten Beispiele aus: Vorausgesetzt
sel ein ideales Gas, also mit Molektilen, deren Wirkungssphire im
Vergleich zum mittleren Abstand verschwindend: klein- ist. .‘Von
dessen Volumen ¥ denken wir uns einen Teil » ansgeschieden und
fragen nach der Wahracheinlichkeit, daB von den N Molekulen des
Gases gerade dic Anzahl » sich in p befindet. Da der Ort jedes
Molektls ein von den tbrigen unabhingiges Ereignis darstellt, dessen
Wahrscheinlichkeit v/ V" betriigt, so ist die Wahrscheinlichkeit far
die Anwesenheit bestimmter » Molektle in v, bestimmter (N — #)
in (V' — v) gegeben durch:

p\" V‘_‘_ v)N—n

(V) (T '
Weil uns aber die Individualitit der ». Molekile gleichgﬁlﬁg
ist, haben wir diesen Ausdruck noch mit der Anzaht-der Kombina:
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