XVIll. SUR LES PHENOMENES AERODYNAMIQUES ET LES
EFFETS THERMIQUES QUI LES ACCOMPAGNENT,

{Extrait du Bulletin de I’Académie des Sciences de Cracovie, Classe des Scien-
ces mathématiques et naturelles 1908; pp. 143 —182).

L. Equations fondamentales de PAérodynamigue,

§ 1. L’Aérodynamique est restée trds en arridre de I'Hydro-
dynamigue qui, depuis les recherches fondamentales de Stokes,
de Helmholtz et de Kelvin, a fait des progrés énormes, grice
surtout & Pintérét qu'elle a éveillé chez les savants ang]aisl ({]"_.m‘d
Rayleigh, MM. Lamb. Lave, Hicks, Reynolds, Thom-
son ete.). En dehors de PAcoustique, il 1’y a que fort péu de eas
particuliers (transpiration par des tubes Poiseuille, effusion par
une ouverture dans une lame mince, disques oscillants de M x-
WB-“ et Meyer, résistance des eorps projetés ete.) qui ajent été
traités avec. quelque approximation, trés vague quelquefois; mais
"pas une loi générale, pas une solution préeise 1wa 6té trouvée jus-
qwa présent. '

Les Rroblémes les plus importants sout & peine abordés, surtous
en ce qui concerne les applications & l'aérostatique et & la météoro-
lc.»gle lesquelles par conséquent sont plongées dans un état d
risme nébuleux.

C'est qulon ne peut pas, en général, comme dans les caleuls
de PHydrodynamique, regarder les gaz comme incompressibles et
surfout que la compressibilité, déterminde par la loi de Boyle-
Oharl.es_, dépend dune nouvelle variable, de la température, dont
les variations jouent un réle aussi considérable que les diﬂ’é;enees
de pression. Par conséquent il . faut ajouter, aux dquations ordinaires
de I'Hydrodynamique, une équation déduite de la Thermodynamique.
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La eomplication du probléme consiste en ee quiil est impossible. en
géuéral, de séparer ce eité thermique de la recherche du cdté mé-
canique,

Dans les travaux antérieurs, on admettait un état isotherme
ou un état adishatique du gaz sans justifier ces hypotheses d'une
manicre suffisante ou hien on se contentait de supposer que la réa-
lité est comprise entre ces limites, souvent trés éloignées 1). Ce n'est
quen 1894 qu'a été précisée la loi thermique:sur laquelle ces con-
sidérations doivent &tre hasées, et qui, par conséquent, devrait aussi
servir de fondement & lexposé systématique de PAérodynamique.
Elle a été déduite ) en méme temps par Kirchhoff et, sous une
forme plus générale, par M. Lad. Natanson & Paide de considéra-
tions cinématiques ainsi que par M. C. Neumann a Taide de la’

_Thermodynamique. Comme eette loi n'a pas ét¢ jusquanjourd’hui

appliquée & ces questions ). nous nous proposons, dans ce travail,
de présenter un essai dans cette direction.

§ 2. Adoptons le proeédé de Stokes4) qui consiste 4 déduire
les équations de la viscosité sans hypothése moléculaire, en suppo-
sant seulement que les forces du frottement intérienr solent propor-
tionnelles & la vitesse des déformations élémentaires. Pour étre exact,
il faut y ajouter une correction si la température du gaz v’est pas
partout la méme, puisque le coefficient de viscosité en dépend. En
effet, on ne saurait négliger cette cireonstance #'il s’agit, par exemple,
des mouvements de locéan atmosphérique dans les régions supé-
rieures duquel régne sans doute une température extrémement
basse 5). -

Dans ce cas, la substitution des équations bien connues

X 2u(du I | Jw du
) Po=—pP— g (351’9&‘*’@;)4‘2”3} ete.

1) Nous trouvons la théorie isotherme de Veffusion par une petite ou-
vorture dans les ouvrages de Dn hamel, Mousson, Wiillner, Lang, la
théorie adiabatique [d’aprés St Venant et Wangzel] chez: Zeuner, Wilde,
Lamh; toutes les deux chez Winkelmann, Chwolsoun ete.

% Voir Natanson, Bulletin Intern. de I'Acad. de Cracovie 1902, p. 144,

3) Nous en avons donné une application dans notre étude ,Sar latmo-
sphére de la terre ot des plandtes®, voir Physik. Zeitschr. 2, p. 307 (1901).

9 D'aprés Lamb, Hydrodynamies p. 509.

5 Smoluchowski ,Sur l'atmosphére ete.* loc. cit.
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dans

; Du . 9 I, Ip
2 . LGNS P i S . B .
) ° i pX dx dy =
donnerait

Du ap 1 9 (9w , v , dw
3 M ox._°P 2, Al Il
@ =X —g, Tra ”+3”a,u(ax+ay+aa’)+

4 du 200 . 23w] | ufdw | ], [dw , du
+h[5 - aa R R e el

ay |os o: |or et

Mals dans les applications ordinaires, les différences de tempéra-
*d 1
t}xre vétant pas grandes, on peut négliger les termes de la seconde
ligne, et c’est ee que nous ferons en général,
Dans ces équations, p représente la moyenne arithmétique des
trois tensions perpendiculaires:

@) p= é (PP + ).

Tl v'en résulte pas que p soit identique 4 la pression “qui figure
dans Pexpression de la loi de Boyle-Charles, ce qui est néan-
moins  une hypothése bien probable, admise par presque tous les
auteurs récents 1). La méme supposition peut tre énoncée sous une
autre forme: si mous avions considéré la loi Boyle-Charles au
lieu de P’équation (4) comme définition de p, nous serions parvenus
& Péquation

Du - dp ddiv
7
[D& le symbole div est une abréviation pour 2“—}-2”--}—%2] et nous
z ' dy 2

devrions formuler Phypothése de Stokes de la manidre suivante:
‘ lfa coefficient de viscosité v pour les changements de volume est le
tiers du coefficient p pour les changements de forme, (Yest ce que
nous admettrons, eu égard & la théorie cinétique qui, d’aprés Max-
well®), fournit lo méme- résultat %); mais nous insistons sur Pimpor-

1 Volfr Natanson: Bulletin de 'Acad. d. Sec. de Cracovie 1901, p- 95. l
*} Scientific Papers II. p. 69 (1890).

% .Voir & ce sujet Natanson, Bulletin Internat. de PAcadémie de Cra-

eovie, Année 1901, pp. 108110,
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tance d’une vérification expérimentale de cette relation et nuus ne
croyons pas avee M. Meyer?) que ce soit 1a une question indiff¢é-
rente, parce que la viscosité de volume se superpose & la pression et
wen peut étre distinguée. On verra plus loin des exemples qui dé-
montrent la fausseté de cette opinion (§ 24, § 20); on y pourrait
encore ajouter U'extinction des ondes sonores par suite de la visco-
sité & laquelle la ,viscosité de volume* contribue aussi.

§ 3. La méthode la plus simple pour déduire I'équation ther-
mique fondamentale eonsiste dans Uapplication du principe de la
eonservation de Pénergie & un élément de masse dm = pdrdyde,
so déplagant dans le gaz. La variation de Pénergie totale, com-
prenant les énergies calorifique, cinétique et potentielle (par rapport
aux forces extérieures), sera égale au travail effectué par les ten-
sions agissant sur sa surface, augmenté de la quantité de chaleur
transmise en vertu de la conductibilité calorifique. Cette relation
est exprimée par équation: '

(6) . ll))t tz b4 w2 v - w?) - U] dm = [;x (Upaa-t Vg wp.) -+

3 2
2 (b 901 ), (0t 00 ) 00 dedyde

qui par le développement des opérations différentielles et par Din-
troduction des valeurs (1) et des équations de mouvement se trans-
forme en:

(1) gp—g_f-i-pdiv::p»{- %A%

ol & représente la quantité de chalenr dégagée gréce au frotte-
ment intérieur ('par seconde et cm?); elest ce quion appelle, d’aprés
Lord Rayleigh, fonction dissipative:

. Ju\® v \? dw\?
@ w=—gear ]G]+ G+ G+
dw | v\? du , dw\? (91} Qu)"’}
+ (G 5) et ) +ata) )
1) Gastheorie p. 114; Crelle Journal 75 p. 337, (1873). M. Meyer trouve
v =2y en s'appuyant sur les principes de la théorie cinétique des gaz (d’aprés

Maxwell-Clausius), mais ce résultat est erroné. Voir Boltzmann, Gas-
theorie I P 93 (189@). - ;
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I;z d‘eductn:m peut éh:e rendue plus rigoureuse en appliquant le
Finigrale o sunfes <o e wile < 60 spbtuim pous
) ' ) grale triple et en la spéeialisant pour

une quantité élémentaire 1).
§.4' Il faut remarquer cependant que cette dquation ne sera
pas rigoureusement exucte, pas plus que les dquations (8), puisquion
ne peut pas supposer que le frottement intérienr et la conductibi-
lité de la ‘chnleur solent des phénoméues tout-a-fait indépendants,
On pourrait n?éme douter qwil y ait en géndral des phénoméncs
_quelconques, simultanés et enexistants, qui soient rigoureusement
indépendants l'un de Pautre. Dans notre cas, M. Nata?mon 2) a dé-‘
montré, en effet. que la théorie moléeulaire cinématique fournit;
pour les phénomeénes de conduetibilité dans un gaz, des expressiong
différentes suivant que ce gaz est eu repos ou en mouvement: mais
en général, la différence sera trés petite et il sera difficile d’,en déf
montrer Pexistence par la voie expérimentale. Nous nous borneron:s
j;;nncd :;end;aggie ;l’zziac;g:ulie z\;quel pe.rfnet“ d’atteinc}m l’}‘xypntht‘-}se de
; asuperposition* des phénoménes de vis-
cosité et de conductibilité. De méme, nous omettrons la cousidération

des écarts de la loi de Boyle-Charle 5 i
s 25 1o formale y 8, en supposant Pexacti-

® L — ke,
14

. T

§ 5. En summe, les équations fondamentales de I'Aérodynamique
seront, outre la formule citée (97, les suivantes:
L@ :

Du p , p 2div
"]ﬁ__‘gg‘f‘g e + pAzy
Dy 9p , pddiv
Dw_ 9 | pddiv

Péquation de eonﬂnuité:
. ) Bpu) , @
(11 % dew) | () | 3(pw)
? Qi+ oz + y +_9;_=0'

:) Smol_uchowski »Sur Patmosphére ste.”, loe. cit.
) Bulletin Internat. de ’Acad. d. Sc. de Cracovie 1902, ps 187,

.
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et Péquation thermique (7) qui peut &tre derite, en considérant la
relation

¢ R

A kF—1

ainsi que (9) et (10), sous la forme suivante:
g O 0 L gy P L A2
(12) o -+ ufcﬂql—vg;l; + u 95 A-kp div = (k — 1) [P - 2 A20]

ot @ désigne Vexpression (8). .
On remarque que cette équation. jointe & (11) donne la formule
ordinaire de la détente adiabatique:

P (a)

Po Po
dans le cas o les termes du second membre sont négligeables en
comparsison de ceux du premier. Ceux-ci, en effet, représentent la
réaction thermigue de la compression ou de la dilatation adiabatique.

Pour définir des probleémes spéciaux, il faut préeiser les con-

ditions pour w, o, w, p, 0 & la surface et, pour un systeme variable
avee le temps, Pétat primitif. Dans la plupart des applications, le
gaz est contenu dans des parois solides et dont la température est
approximativement constante '); u, o, w doivent étre supposés nuls
sur ces pdrois conformément aux expériences qui ont démontré
Tadhésion compldte des couches superficielles. Dans le cas dun
mouvement stationnaire, Péquation (11) donne: div=0 pour ces
surfaces, d’olt résulte, la direction normale étant prise pour axe des
% et la vitesse normale étant désignée par v,

a,
Z 0; N
a
cest-a-dire que lu direction des. lignes de flux dans les couches
superficielles est parallele & la surface. En désignant la vitesse
dans cette direction par ¥, on trouve que D'équation (1Z) se réduit
a la surface & -
IV\?
: P = || = — zA%6.
13) e (3)
1) Deg différences de température entre les parties diverses des parois pro-
duiraient des courants de convection. Voir: Oberbeck [Wiedem. Ann, 7,
p. 271 (1876)}, Liorenz [Wied. Ann., 13 p. b82 (1881)]. ; :
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Prés des parois, par conséquent, Peftet thermique de la compression
ou de la dilatation disparait, tandis que la produetion de chaleur
par frottement, balancée par la déperdition en vertu de la con-
ductibilité, y joue le rile principal.

Dans un gaz pour lequel le coefficient de conductibilité calori-
figue % serait égal & zéro, un mouvement stationnaive serait iui-
possible, puisque les couches superficielles se réchauffernient sans
cesse. Cela suffit pour démontrer quon nest pas en droit, en géné-
ral, de traiter la viscosité et la conductibilité comme des facteurs,
secondaires,

II. Théorémes généranx sur Ia symétrie et Ia similitude

dynamigues.

§ 6. Supposons les forces extérieures égales & zéro. Nous re-
marquerons que les équations de PHydrodynamique ordinaire ne
seront pas changées par la- substitution de — Uy —V, —W, a—p
& u, v, w, p, pourvu qu’il Fagisse d'un mouvement pCalme® 1) c'est-
a-dire pourva qu'on puisse négliger les termes du second ordre par

rapport aux vitesses et & leurs dérivées partielles (ce qui permet de

J
remplacer —£~t par k&z‘)' Cela veut dire que les mouvements ,calmes¥

‘de fluides sont ce qu'on pourrait appeler arenversables: en chan-
geant les signes de toutes les différences de pression, un obtient
un mouvement analogue, caractérisé par les mémes lignes de flux
et la mdme vitesse, mais en sens inverse.

Le mouvement inerte, ohjet de PHydrodynamique clagsique ou
sidéale’, qui résulte de omission contraire, est aussi renversable
il est stationnaire, mais sans inversion de pression, puisque celle-ci
dépend alors du carré de la vitesse.

Au- contraire, les équations complétes qui tienuent compte de Ia
viscosité et de Vinertie et qui correspondent aux mouvements ,vio-
lents®, ne sont pas renversalles.

Notons aussi eette conclusion: si.le liquide s'écoule par un tube
ou par une ouverture dans une paroi syméirique par rapport au

plan YZ situé dans cette paroi, les lignes de flux seront aussi sy- -

) Co terme nous parait plus juste que ,lent*, puisque des mouvements

trés rapides pourront appartenir aussi & cette catégorie pourvu que la densité
soit suffisamment petite. .

icm
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métriques (fig. 1), lorsque le mouvement est calme. Si la diffé%-enco.
de pression augmente & un degré tel que le. mouv'emcnt devienne
yviolent, celui-ci devient asymétrique, ce qui explique la tendan_ﬂe
des liquides & former des® jets et des tourbillons dans de pareils
cas (fig. 2). N

11 est vrai que Helmholtz?) ne voyait pas d’autre lllyp.othese
propre & expliquer la formation des jets que celle de %gxmtgn(;e
des ,surfaces de diseontinuité“; je crois cependant que lasymétrie

1 Y

Fig. 1. Fig. 2.

mentionnée suffit pleinement; clest ce que jai Pintention de. flé-
montrer en détail dans un autre travail, en appuyant mon opmion
de considérations théoriques et de données expériment&les.,

Dans PAérodynamique, la valeur absolue de ‘la pression ’entre
aussi dans le caleul des équations (9) et (12) qui par cor.lsequent
ne permettent point de procéder par la n%éthude de 1’1r3verslon do?t
il a été question plus haut lei Vasymétrie est uia‘phen’orx.léx’)? tr«;s
général; mentionnons le ,jet de gaz, se fnrmau't si celui-ci s.ecoude
sous forte pression®), la formation des tourbillons annulaan?s e
fumée (d’aprés la méthode de Tait), les mouvements asymétriques
ot les tourbillons autour dun corps projeté (Mach). Clest seulemfﬁut
pour des mouvements trés calmes, avee des fliﬁ‘érences' de_presslo-n
trés petites, quil y aura des cas de symétrie approximative (voir
par exemple au § 28).

“) +Uber discontinuierliche Frissigkeitshewegungen®, Berl. Akad. Ber. 1868
p- 216; Ges. Abh. I p. 146. s .
%) Voir § 92,
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§ 1. Uu privcipe qui est trés fertile en applications diverses

est le principe de la similitude dynamique, employé par exemple

par Helmholtz?) dans l’HydrodSmamique ordinaire, o
Lorsqu'on connait la solution d’un phobléme donné, on peut se

demander si les mémes équations ne peuvent pas étr’e satisfaites

en substituant .

les valeurs nz 3

# (de méme pour y, :)
mu 5w (o, n U W)
bp 5 p
o, 8
n
min

Le:s conditions néeessaires et suffisantes qui résultent de la substi-
tution de ces variables en (L0) et {12), sont les suivantes

(dapres 10): hmd b
hn n- .
(daprés 12): mh__m*_ h
n om? pl

@ W -
. ) V‘de,'Annaleu‘ VIL p. 875 (1879:. Aprés avoir achevé Ja présente ¢tude
|-a11 'rer‘ndrque fque Helmholtz, dans un autre travail (Berl. Akad Ber. 1873, p
bUL; Ges. Abhandigen. | p. 1881, avait dtendu ses recherches dro

A i pour y ¢
I'Aérodynamique et les applications ! 7 comprondro

ment dont il s ! i la navigation aérienne. Mais le raisonne-
ont 11 se sert donne lieu & yuelyues ohjections fondamentales,
s

’ _ ui rendent
plus que doutenses ses conclusions définiti !
| ses conclusions définitives. En dehors d’une erren

r numérique
le raj s coefficients iscosité = i
[t pport des coefficients de viscosité o pour Pair et pour 'ean n'est pas 0°8082

;:3:: 8982] g'{w’ cljangelcump’lét&{me‘ant les résultats quantitatifs, nous mentionnons
pomlts 1m})01tants. 1) lomission compléte de I'iufluence de la tom ératur
dans les équations fondamentales 2) la compressibilité de I'air est néglié)ée d:m:
le cas d'un ballon énorme, se mouvant avee une vitesse de 9 o bj iscosité
est négligée dans le mame cas et dans le cas anal ! . ) l'a -
o Goies oo e o 2  cas anialogue d un hateau-danﬁl ean. L'im-
po b d ier p ‘nt est mise en évidence par le résultat bien connu qu'une
sp}:\em animée d'une vitesse eonstante ne subirait point de résistance dans un li-
quide sans viscosité. Je crois que I'on ne peut pas étendre la notion de ,similitude*
By fies eas aussi différents que ves deux-la. Ce terme sera employé, ’:ians ce qui
smt,' c}‘nne fagon différente, au sens strict du terme. Une partie (:Dzlsidémbleqde
la résistance d'un bateau provient de la formation des ondes qui dépendent évi-
demment de la gravité; sousce rapport il n'y a aucune anglogie avec ux. ballon,

(14) h=m?; lh=—.
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qui se réduisent & deux identités indépendantes?) entre quatre va-
riables:

m

n

Voiei des exemples particuliers qui mettront en évidence l'impor-
tance pratique de cette similitude dynamique:

% 8. Posons n == 1, done: b=|/h=m. Dans le méme vase, il
y aura un mouvement tout-i-fait analogue au mouvement primaire,
Jorsque les pressions seront élevées en proportion de la racine de la
température; les vitesses alors seront élevées dans la méme pro-
portion;

) Ainsi la vitesse du son, qui est donnée par ¢ = kRO, aug-
mente en raison de la racine de la température, indépendamment
de la pression. Mais cette formule w'est exacte que pour des am-
plitudes trés petites et comporte Fomission des effets de viscosité
ot de conductibilité; si Pon wadopte point ces hypothdses simplifi-
catrices, on aura une formule eompliquée dans laquelle entrera aussi
la pression. Notre conclusion restera pourtant exacte, pourva qu'on
la rapporte & des sons dont le nombre de vibrations est propor-
tionnel & /O et pourvu quon mesure la viiesse pour des pressious

gz 41
correspondantes [proportiounelles i © 2 duns le cas général]. Elle
wapplique aussi & la propagation dans des tuyaux étroits.

8) La résistance (dimension a?p) qu'éprouve un corps se mou-
vant avec uue petite vitesse, est & peu prés proportionnelle & celle-ei.
Ceci est exact pour des vitesses quelconques, si -la pression séléve
en raison de la vitesse et la température dans une proportion qua-
dratique.

) Applications semblables & ’6coulement des gaz.

1
§ 9. Posons h=1; par conséquent m == 1, b= B la tempéra-

ture reste invariable; la vitesse sers aussi la méme dans deux vais-
seaux semblables dont les dimensions sont en raison inverse des
pressions du gaz.

1) Si T'on tient compte de la variabilité des coefficients p et %, en les sup-
posant proportionnels & 8%, on doit remplacer I'équation (14, 2) par:
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2] En effet, il est facile de voir que la formule approximative
de Kirchhoff pour la vitesse du son dans des tuyaus étroits

(rayon r):
<o D * [/ . 1'
o Yv—l/P +V"Pllk Vi

il Y

p=f/-L Ty

!/ o | 2y
satisfait & cette proposition (en considérant que N doit étre changé

en raison inverse des dimensions).

B) La formule de Poiseuille-Meyer:

(15) M= Pr P TE
l 8p
nest applicable que dans le cas du mouvement ,calme dans un
tube long et étroit. Notre -théoréme démontre que son application
4 un tobe de dimensions u fois plus grandes n'est Jjustifiée que lors-
que les pressions sont diminudes en raisoun inverse 1). Dans ce cas,
la vitesse sera la méme, le volume qui s%coule sera augmenté pro-
portionnelloment & #2. Mais ce résultat ne dépend pas de la vali-
dité de la formule (15) et n'est méme pas limit4 au fAux stationnaire,
ni aux  mouvements ,calmes?; il peut ére appliqué par exemple
4 Pécoulement d’un gaz par une ouverture. .
y) La résistance de corps, de grandeur différente mais sembla-
bles, projetés avec une certaine vitesse dans un gaz de pression
inverse & leurs dimensions, sera proportionnelle & celles-ci. Un mou-
vement semblable trés rapide provoque des sons sibilants (Reibungs-
tine); la théorie est restée impuissante Jusqua présent & expliquer
ce phénoméne. Néanmoins, nous pouvons prédire que le nombre des
vibrations sera en proportion inverse des dimensions des corps, si

la pression est réduite dans la méme proportion (puisque Nala

dimension de g)' Une loi semblable a été établie en offet par

M. Strouhal?) dans ses recherches sar les sons qui accompagnent

Y Tandis que dans I'Hydrodynamique il faut, d'aprés Helmholtz, une di-
Lo . . LI
minution de pression en raison de w» Pulsquil 0’y existe qu’un genre de similitude:
1
== .
b=m?= pes
*) Wiedem. Ann., p, 216 (1878).

icm°
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le mouyement rapide d’un cylindre (tube de verre, fil nllétallique
ete.) dans Vair; la loi empirique énoneée par ce savant pret?nd que
le nombre des vibrations dans Vair a la pression atmu_sphérlque est
proportionnel & la vitesse divisée par le rayon du eylindre:
N=c2.
,
Nous en concluons par notre rpéthode que cette formule entra?ne
la conclusion que la hauteur du son est indépndante de Ia’ pression
et de la température. M. Strouhal, au contraire, prétend qu un a};als-
sement de la température produit une élévation du son, mais Pexa-
men des nombres correspondant aux température§ fle 950C et de
379C ne parait pas devoir &tre favorable & c.ette opinion. La formule
citée n'est d’ailleurs qu'une relation approximative. ’ )

8) Saint Venant et Wantzel?) ont obs:arve que la vitesse
dun gaz qui sécoule par un orifice ne peut et?e au'gn?entée‘par
Pélévation de la pression que jusqua une certaine limite, qui ne
dépend pas de la différence des pressions, intérieure p, et extérieure

i P i posé, imagi expériences
p;, mais de leur rapport oy Ceci posé, imaginons deux exp
1

. . .
exécutées avec lo méme orifice, mais avee des pressions différentes.
ol cette. valeur critique a &té atteinte:
P

5

By

Pe
1) == 2).
@) P1
Le mouvement caractérisé par p, et p, sera semblable; au cas 3)
ol les pressions sont Fs, P, et ot les dimensions de Dorifice ont
imi i B _I i itesse ne change
été diminuées en raison de =P Puisque la vit , g
pas, la comparaison avee la deuxiéme expérience nous apprend que
! - . [ 2
la vitesse sera indépendante des dimensions de Vorifice ).“Cett‘..e
i ‘exi 4 ort eri-
conclusion, qui est la conséquence de V’existence d’un rapp

tique By 1-89, s'accorde avec les résultats des expériences.
b :

9 Journal de I'Ecole polytechnique X VI (1839). .Comptes‘ Renduf it SB&.‘?{:
Cer observations ont 6té confirmées par Zieuner, Hirn, Wilde, Salcher

Whitehead ete. ) ‘ )
% Eg&le approximativement & la vitesse du son (voir Lamb, Hydrodyna

mies p. 28).
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Mach et Salehert et Emden %) ont remarqué la formation
de cannelures dans le jet d'un gas qui- s'eoule, aussithf que |
rapport des pressions dépasse la valenr eritique. Bmden ¢
e phénoméne par des changements de densité correspond

©
xplicue
ant 4 un
train d'ondes sonores fixes, La mesure des distances des eannelures
lui u suggéré la formule empirique -

x= o-ssle/"* —19
" Py
ot d est le diamétre de DPorifice. Cette recherche au

ssi aurait pu Gtre
facilitée par des considérations pareilles. Ou

sait que dans un autre eas

. d /
semblable, oit les valeurs correspondantes sont D, p, P g, Ia lon-

K D .
guenr A deviendra A e On ue saurait déterminer A a priori dans
un troisidme eas, ot les valeurs 0, Py, Fy satisferaient & lu relation

a
D _p

mais si Pon a établi

le fait que A ne dépend pas des valeurs ub-
solues des pressions

. mais seulement de lenr rapport, on sait que

D ;
cefte grandeur conserve la valeur 1 7 Cest-d-dire qu'on aura dta-

bli la proportionnalité de A avee les dimensions

géuéral: A= d fe. (;)1), sans avoir eu hesoin d’entreprendre des
2

expériences spéeiales 4 ce sujet.

¢) L'exemple suivant servira aussi & démontrer ]
méthode en question :

Kohlrausch?) a fait des recherches sur les sons qui naissent
dans un gaz passant par une fente étroite (Spaltentine). Les me-
sures s’étendaient & la dépendance entre le nombre des vibrations
N, la largeur de la fente s et la pression p; du gaz dans le réser-

de Dorifice en

utilité de la

) SitZungsber. d. Wien. Akad., 98 (1889), Wiedem. Ann., 42

2) \Vi(d‘euyn» Aun., 89, . 264, 426, 453 (1899).
3) Wiedem, Ann, 18, p. 545 (1881).

, pe 144 (1890).
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voir. Comme celui-ci s'écoulait dans atmosphére libre, l’inﬂuenc.e
de la pression extérieure p, ne pouvait pas sy manifeste?.. Mais
nous pouvons déterminer a priori la maniére dont elle se n‘mmfestera.
(e que nous cherchons, c'est la formule générale N:‘-j (8 Pre Pak
dout le résultat empirique de Kohlrauseh: N=j(s. py, po) =
=(s. p,), avee p, = pression atmosphérique constante, égale & p,, est
un eas particulier. Profitons de la similitude du mouvement s, p,, p,
avec celui ol ces variables ont les valeurs

Ps Po
sPo: P s Poy
et olt nous aurons ,
[ Pe Po
N, =g (s B _,)_
0 9 F e P1 7

Les nombres de vibrations dans ces deux cas seront en raison in-
Q 2 b pdagct. dodivar
verse du temps [comme au § 8, o, vy et au § 9, «] clest la d;re.
: : sé r résultat cherché :
Ny: N==1p,:p,, et. par conséquent, on aura le :

L\'Zg". @ (s %b, n g"») = 1 (3 p1 pa).
(] 0 2

On pourrait trouver d’une maniére analogue (vc»irl' § 8) l’ei?et d’un
changement de température. Il est & regretter qu'on ue pulssc: pnf
utiliser de cette fagon les mesures de Kohlrause-h paree gu’elles
ne contiennent pas des valeurs explicites de p;, mais seulen%ent l(:s
vitesses moyennes U qui en dépendent, et parce que les résultats,
coudensés dans la formule approximative N=4 (U — {)’) et dans
un tableau des valeurs de 4, B, en fonction de la variable s, ne
fournissent pas la loi finale sous une forme explicite. o

§ 10. Le troisitme cas spéeial b =1, m:;~1 de la smuhtiude,
ainsi que les modifications produites par luvdepeindanee de la visco-
sité de la température, présentent moins d'mtér(.at;.‘ .

Notons encore quil n’y a quun genre de similitude lorsque la
pesantour intervient comme force extérieure.:

me==ln;  h=u

cest ce qui peut &tre appliqué aux courants de conveetion qui
naissent par suite de différences de température. .
§ 11. La similitude dynamique s'appliquet-elle aussi aux mou-
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vements de différents gaz? Pour trancher cette question,.on chan-
gera dans les équations (10, 12) les coefficients &, &, p, % Evidern-
ment, par suite de (12), toute similitude est exclue pour des gax
pour lesquels les valeurs de k sont différentes. .
Supposons done & égal, et posons aft au lieu de K
4 " w

Y% » %
On trouve les conditions suivantes:
0 A y 2 N

(daprés 10): bom Eﬁ = m
; ah n n n?
(Paprés 12): m{)E "ﬁs e

n n3 v n?
qui se réduisent a

afB )

(16) L ==1; oh == m?; nb=mp.

T
Cf)mme & est proportionnel & Pinverse du poids moléeulaire M, il
résulte de la premitre de ces identités que la similitude n’est pos-

sible que pour des gaz pour lesquels la valeur de la constante — -
M
est la méme.

Le tableau suivant des coefficients (rapportés 4 l'air) multi-
P

‘p.hés' par M, prouve que pour plusieurs gaz cette condition est sa-
tisfaite avec une approximation remarquable:

k=14 H, 0, ! N, | o | Nxo
e, s _yom_,
E=13 o, N,0 CH, NH,
gg:g 043%#'—-*34 067 4 _ . | 187.16 092.17
‘ ofsg: i 062 057
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Voici quelques applications des considérations précédentes:

§ 12. Posons h=1, b=1; done m? =@, n =mf =§ V. Pour
une certaine température et une certaine distribution de pression,
il ¥ a des mouvements semblables dans deux vases semblables

dont les dimensions sont proportionnelles aux coefficients l-/%des

. . . , 1
gaz renfermés; les vitesses seront alors proportionnelles & .
M

%) Bn rapprochant ce théoréme de la loi (approximative) de
Graham et Bunsen qui admet la proportionnalité du volume
des différents gaz passant & travers une ouverture dans une lame

. .1 . \ - .
mince & i on en déduit le résultat suivant: la quantité de gaz

wécoulant par des ouvertures différentes, & différence constante de
pression, est proportionnelle & la surface de ouverture.

3) Supposons un conduit long et étroit qui serait traversé par
des volumes de gaz différents, proportionnels & leur coefficient de

| R
fluidité . Notre théordme prouve que le volume du gaz passant

par de semblables conduits sera proportionnel au cube de leurs
dimensions linéaires. Ce résultat est plus général en quelque sorte,
que la formule de Poiseuille-Meyer qui gapplique dans le
cas particulier d’un tube régulier eirculaire.

y) Un raisonnement analogue concernant des corps projetés
montre que la pression de résistance sera proportionnelle & leurs
dimensions lindaires si on suppose que, pour des gaz différents,
elle change en raison du produit de la viscosité et de la vitesse;
et quelle sera proportionnelle aux dimensions superficielles si le
produit de la densité et du carré de la vitesse en définit la valeur.

Citons un autre exemple:

8) Joule et Kelvin?) ont mesuré P8lévation de température
A® que subissent des corps (thermométres, fils formant Qes couples
thermoélectriques) qui traversent Pair avec une certaine vitesse.
Les expériences des savants anglais démontrent la proportionnalité

trés approximative de A© an carré de la vitesse |comprise entre

30 —"i(_ et 100 g] ot son indépendance de la forme et de la gran-
sec ¢
# Ll
) Kelvin, Mathem. Phys. Papers, 1 p. 400, 44b. )
M. Smoluchowski 1. 2
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Y
deur du corps [L‘L peu prés 1°C par 558%]. Tmaginons 1) un corps

douné dont la vitesse serait » dans Pair 2) un deuxiéme, pareil, dans
un autre gaz 3) un troisiéme- dans le dernier gaz, & dimensions
angmentées en raison de b I/%Ij" et doué d'une vitesse » VATP[IE
[ i 1

en appliquant notre théordme & la comparaison des ecorps 1—3, le
résultat empirique de Kelvin & la comparaison des corps 3--2,
nous pouvons dire que: dans des gaz différents (mais pour lesquels
k a la méme valeur) un corps animé de la vitesse » ’Schauffe
proportionnellement & la quantité A O = a M2, clest-a-dire en raisou
du poids moléeulaire du gaz et du carré de la vitesse. Il résulte en
outre de Dapplication des théordmes du § 8 et du & 9 le résultat
inattendn que la constante a est indépendante de la pression du
gaz et de sa température. Si Pextension de cette formule & des vi-
tesses supérienres 4 la vitesse du son était permise, on pourrait
évaluer, par exemple, Péchauffement d'un météore ' traversant Pair
& une vitesse de 2:8km a 25000 C.

I faut noter que la formule empirique ne s'applique plus aux

petites vitesses (momdres que 30 —‘), mais les mesures n’taien
sec

pas suffisamment exactes pour meftre en évidence les dcarts de la
loi en question.

§ 13. Supposons: h==1, n=1; donc: m =}, b=8 e

Méme vase; méme température; les mouvements de différents
gaz seront semblables, pourvu que les pressions soient en raison de
l”/%]; alors les vitesses (et les volumes) seront proportionnels & V;I

%) En effet, cette proposition s’accorde avee la formule ordinaire
pour la vitesse du son, et aussi avee la formule de Kirehhoff
(§ 92) pour des tuyaux. De plus, on voit facilement que la formule
de M. Strouhal (§ 9v) pour la hautour du son produit par le mou-
vement d’un corps cylindrique entraine Pidentité de la constante ¢
pour les divers gaz, c’est-d-dire que le son est indépendant de la
qualité du gaz. Nous ne connaissons pas encore d’expériences & ce
sujet. De méme que M. Emden, ayant établi la formule (3 93) pour
Pair, aurait pu en conclure a priori que la largeur des cannelures
A est indgpendante de la nature du gaz, ce qu'ont démontré ses
expériences, de mdme nous pouvons prédire (daprés le § 8) quon
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la trouvera indépendante de la température. De semblables consi-
dérations  peuvent souvent faciliter les recherches oxpérimentales
et étendre la portée des résultats obtenus.

p) Le rapport du volume d’un gaz qui écoule & I'active diffé-
rence de pression sera, pour des gaz différents, proportionnel & leur
fuidité:

si I'on emploie des pressions correspondantes. Bn vertu de cette
eonclusion, on peut appliquer un proeédé plus exact aux mesures
de la viscosité, La formule de Poiseuille-Meyer

i Rixl

p—p 8Lp
ne tient compte ni de Pinertic du gaz, ni de leffet visqueux de la
variabilité de la vitesse le long du tube. ni des différences de tem-
pérature (§ 27). On peut trouver pourtant la valeur exacte de la
viscosité relative en employant des pressions non pas queleon-

ques, mais proportionnelles aJ}[ pour les divers gaz. Il est remar-

quable que ce résultat soit indépendant de la forme du tube ou de
Porifice, et quil subsiste méme pour écoulement par un orifice
dans upe lame mince.

Y) La méthode des ,disques oscillants® de Maxwell-Meyer
qui n’est pourtant pas i Pabri d'objections, & cause de linexac-
titude de la théorie mathématique sur laquelle elle repose, peut anssi
servir 4 des mesures exactes de la viscosité; seulement il faut y em-
ployer des pressions correspondantes, et la suspension du disque
doit varier de sorte quon puisse produire des durées d’oscillation
proportionnelles & J/M.

Evidemment, tout ce qui a été dit <applique rigoureusement

i M .
sous la condition seulement que % et o soient égaux, aux gaz com-

parés, et méme lorsqu’il y a de petites différences, ces mesures se-
ront plus exactes que d’aprés les méthodes ordinaires %).

1) On pourrait en profiter pour Glucider la cause des divergences, problé-
matique jusqu'd présent, qui existent entre les résultats donnég par les deux
méthodes mentionnées. [SvhumannwWied» Ann, 28 p. 353 (1884)].

a1
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III. Phénoménes thermiques d’éconlement.

§ 14. Dans ce chapitre, nous nous proposons d’appliquer nos
équations & I'examen des phénomenes thermiques qui se manifestent
dans un gaz %écoulant par des tubes ou des orifices, phénomenes
qui ont fait le sujet des célébres recherches de Joule et de Kel-
vin1). Il est vrai quil v’y a pas de doute possible quant & linter-
prétation générale de ces expériences,.lesquelles sont classiques en
Thermodynamique ; cependant leur explication détaillée offre des
difficultés qui ne peuvent étre résolues que par une théorie aéro-
dynamique détaillée. Ainsi Pexplication usuelle du phénoméne
Joule-Kelvin ne tient pas compte de la variabilité de la vitesse
et peut-8tre de la température dans les différentes couches du gaz;
on comprend aisément qull y ait un abaissement de température
dans un gaz qui se dilate, mais la maniére dont il se répartira sur
le gaz qui wécoule, et sur celui qui reste dans le réservoir, n’est
pas évidente.

Nous transformerons Péquation (12) en la multipliant par un
élément de volume et en lintégrant sur tout Pespace en questmn
Remarquons, en outre, que

7) f f P div do =
. ffp(ul—[——wz—i—wn)ds-—fff(ugi—o—l—v

introduisons les valeurs de ;-,%5 a—p données par (10) et trans-

ap /AN
otw Qé) dw;

formons  les intégrales triples, celle exceptée qui renferme :%, en

intégrales doubles. En désignant la vitesse normale & la surface

par o, la vitesse totale par V= J/u? - v? - ¥, nous obtenons
Péquation

0 Sl e Fes
Sl - anmr i oo

l) Kelvm Matham -Physic. Papers) I p 838; Joule, Mechan. Wiirme-
lquivalent, Braunsehiweig 1872,

41
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o o e
i (dw)] w——ff/(bdm—[— ffa(’ K

Lintdgrale triple de ganche multipliée par p annule les termes
correspondants de b, les autres peuvent étre transformés par in-
tégration partielle, d’aprés la formule

(19) ‘/fk/(%:gz f;)aa: dm:ffu(m o —n -~)d8,

en une intégrale désignée par lexpression s mboli ue
g p y q

ff [(“ ot ”%+ v %) (ul - om - 1om) — vndiv] 5=

o a ? . .
:ff[(u%+v@+10$) v, — v,,dlv] ds.

Le résultat final est Idquation:

20) atfff[ 1+Pz]du’+ff[k_1p+fg}

-i-gpv"le'}L%(']‘;) ( 9x+” +w9z} ]‘iS

- ffs-nds

§ 16. Lorsque le courant du gaz est stationnaire, le premier
terme de cette équation disparait. Le reste, Iintégrale double, peut
étre appliqué & la surface d’un tube de flux, de longueur s, fermé
par deux sections transversales ¢; et g, Eu égard & Déquation de
continuité qui prend la forme pvg == const, on aura:

kR

@1) e (6, — by) + S — ¥ + [dl\n dlp:’z] _

1av, 13V]_ ff Vg‘ 39] a8
k] pr 95 py s oWy "'an |

Donc I différence do température en deux points de la méme

v ;
ligne de flux est en relation avee les valeurs de 55 © div. et du
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carré de la vitesse en ces deux points, et aussi avee la longueur
du chemin entre les deux points qui définit la valeur de la der-
niére intégrale. Dans les endroits -ot le gaz $écoule avec une len-
teur et une uniformité suffisantes. comme par exemple A Pintérieur
de deux réservoirs qui communiguent par un tube étroit, on peut
négliger ces premiers termes, mais on ne peut pas faire de méme
avee Pintégrale qui dépend de la distribution des vitesses et de
la température entre ces deux points et qui, en général, ne sera
pas négligeable. Cela serait vrai, par cxemple, si Péquation

% [‘wz]); + x()] =(;

avait leu, mais ¢videmment ce serait 13 un cas exceptionnel.

4) Done on ne peut pas prétendre que la température d’un
guz, s'écoulant d’une manibre stationnaire, reste invariable; ses diffé-
rentes couches auront des températures différentes.

§ 16. Le théoréme de constance de la température ne s'applique
que dans un cas particulier, & la températuré moyenne. Ce que
nous appelons température moyenne d'un profil c'est la tempéra-
ture qui s'établirait dans le gaz passant par une surface orthogo-
nale aux lignes de flux, si toutes ses couches étaient mélangdes
d’une. fagon compldte, .c'est-a-dire:

S0p ¥y

(22) =7

ol la sommation sétend sur tous les éléments dg la surface ortho-
gonale. Supposons, pour fixer les iddes, que le point 1 soit situé
4 Vintérieur du réservoir 1, ot les conditions de lenteur et d’uni-
formité du mouvement sont satisfaites. Envisageons maintenant les
équations (21) ou (20) et notons le fait que les parois du réservoir
et du conduit sont formées par des tubes de flux adhérents, c’est-
a-dire qu'on peut développer V, en désignant la distance d’un
point des parois par 3u, de la fa.gon suivante:

v 5 A4
V=tn (5 (=
n(a) par Conﬂéqueﬂ“ 5, (V) =28n. (971)0

ee qui disparait'a la surface (pour &n =0) de méme que V. Done

on aura, pour la température moyenne, équation’

icm’
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kR
(28)

% [D—®]=

;quw+p,::( div 4 ° >gV—|—f

quV

PN

Llintégrale / %5 48 peut étre divisée en trois parties qui corres-
n

pondent aux parois du vaissean et aux deux sections transversales.
La premiére partie sera nulle si Pon suppose que les parois sont
de méme les deux autres,
si la section passe par des endroits ot il y a uniformité suffi-
sante.

B) Done, dans des endroits ofi le courant stationnaire est assez
lent et uniforme, la température moyenne du gaz qui s’écoule est
égale & celle qui régne dans le réservoir primaire. C'est ee qu'ont
démontré les expériences de Joule et de Kelvin sur le gaz qui
présente les moindres écarts de la loi Boyle-Charles, Phydro-
gne, et ol le bouchon de ouate remplace un systéme de tubes
defflux. 11 serait intéressant, d’autre part, de vérifier notre résultat
préeédent, concernant les différences de température dans les couches
diverses d’un gaz quittant un tube étroit, résultst qui distingue
notre théorie du raisonnement usuel. Cette différence provient de
ce que le travail dans un gaz visqueux n’est pas donné par f (ul -+~
4 om - wn) pdS, mais par f (up,, -+ 0p,. | wp.) &S Llidentité
de ces deux expressions peut étre démontrée facilement, pour le
mouvement statjpnnaire, & Laide de transformations semblables
4 celles du § 14, mais seulement pour toute la quantité du gaz
comprise entre les parois et les deux sections dans les réservoirs,
et non pas pour des tubes de flux considéréds isolément. Evidem-
ment, ces remarques ne concernent pas du tout les conclusions
quon tire du phénomdne de Joule et Kelvin, concernant les
éearts de la loi Boyle-Charles.

§ 17. Envisageons encore l'équation (21) et considérons que,

. . v
pour les tubes de flux adhérents aux parois: V, div e 7, Sont

nuls. Puisque la température dans ces -couches doit rester finie,
ceci entraine la coneclusion que l’mtégrale de droite disparait. Trans-
formons cette intégrale en
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JS Tl 5w

et considérons que V peut étre développée dans la proximité des
parois (la normale étant prise pour direction {) de la manidre
suivante:

9 e
V_—_C(GV) \37(c2V
]

s A 7

an 2 E)n“‘)°+’7‘
ce qui donne la valeur limite de

v v\

L3 PR e .08 Y

af)= (&)

nous retrouvons ainsi la condition

av\
n (%) = — A%

PER
(), +

qui a été établie auparavant comme équation (13). D'ailleurs, la
température des . couches superficielles sera égale, naturellement,
4 celle des parois.

§ 18. Considérons encore un détail: la manidre dont se mani-
feste 1?'esﬁ'et. de Dénergie cinétique, en supposant, pour Paceentuer ct
pour simplifier le calcul, que la vitesse soit si grande quwon puisse
négliger les termes du premier degré en ecomparaison des carrés
des vitesses. Nous aurons pour chaque tube de flux

: kR N
' 4 e — =
@4) =i G—0="13
Un gaz idéal, sans viscosité, satisferait 4 Péquation H
2
(25) f d§+}_;_ == const.,

ot Pintégrale s'étend sur la longueur s de la ligne de flux allant
du réservoir jusqu'au point considéré. La différentiation des deux
équations (24) et (25) donne:

k db av__ ldp

BT Tkl it

%) Voir p. ex. Lamb, p. 28.
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dont Pintégration, en combinaison avee la loi Boyle Charles,

méne & la formule ordinaire de détente adiabatique:
k—1

m gy

On est habitué & considérer cette formule comme évidente a priori
dans de pareils cas. Mais cette hypothése est tout & fait fausse dans
le cas des gaz réels visqueux. C'est ce que l’on démontre en remar-
quant que la formule (26) exigerait un refroidissement d'un courant

stationnaire, correspondant & la chute de pression de p, & py:
k=1

=
ty = b (gf) R

tandis que nous avons vu au § 16 que la température moyenne
reste invariable. '

(') L’équation (24), au contraire, reste approximativement appli-
cable dans ce eas, pour un gaz visqueux, puisque Pabaissement de
température ne correspond pas & Pexpansion du gaz, mais au gain de
son énergie cinétique. La température s'abaisse le plus olt la vitesse
est maxima, p. ex. & lorifice d'une bombe & gaz comprimé, et c’est
cet abaissement T) qui a été utilisé par divers observateurs pour la
liquéfaction des gaz, d’aprés la méthode  dynamique. A mesure que
le gaz perd sa vitesse, il revient aussi & sa température premidre
par suite de la chaleur de friction. Done, Pemploi direct de Péqua-
tion (26) nlest justifié que dans le cas d'une expansion infiniment
lente; sutrement il faut employer I'équation compléte (21), dans le
cas de grandes vitesses l'équation approximative (24) et dans le
cas ol la conductibilité de la chaleur est prépondérante, on peut
supposer le régime isotherme.

§ 19. Jusqwici nous avons suppusé que le courant reste sta-
tionnaire, par conséquent que la pression dans les réservoirs est
maintenue constante, p. ex. & Iaide d’un dispositif pareil & celui
des gazométres ou de la bouteille de Mariotte, ou hien par suite
de la communication avec une source constante de gaz. Mais au
moment ot nous interrompons lefflux, de sorte que le gaz ne sort
du réservoir que par expansion, la distribution de la température
changera puisqwalors il faut ajouter, & la partie droite de I’équation
(21), le terme

%) Augmenté par suite du phénoméne Joule-Kelvin.
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d( Rb &

—alizitg)m

A Tintérieur du réservoir 1, ol les vitesses sont petites et la tem-
pérature uniforme, on aura, d’aprés (20):

27) aaf f f / do=— Tp f ¢ / 0.dS

ee qui, joint & Péquation de continuitd

9 g a v
(28) égff/dwz - p/./v,,db‘

donne

| k
29 I S
9 ngff”"d‘s dt

p =Pyt

2 ddsignant le volume total du réservoir 1, et la formule (26).
L) Done, 4 Pintérieur du réservoir 1, la pression et la tempé-
rature s’abaissent d’aprés la formule ordinaire de détente adiabatique.
‘ § 20. Dans le tuyau de décharge, le probléme est plus com-
pliqué et ne peut &re analysé que par le moyen dune solution
détaillée, mais on peut trouver la température approximative du
gazqui atraversé le tuyau. Appliquons les équations (27, 28) & deux see-
tions transversales des lignes de flux, Pune située dans le rdser-
voir 1y prés de son issue, Pautre an réservoir 2, prés de Pentrée,
et désignons les volumes correspondants par @, et Q,. On obtieni’:
les équations: pour Q;, eomme plus haut:

d 2
Q, %-{—kplf./vdsxo
1

d
Q% +p,ffvds~_~o
l i

Pour Q, + Q,, en négligeant le volume du conduit, d'une maniére
analogue ‘

(30)

d
pr (€ py + Qypy) + k}’sz?)db': 0
61 ¥

d . :
b (lel‘i‘usz)‘i"ng/vdS:O
! - ‘5
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En divisant (31,1) par (31,2) et en diminuant L), en comparaison
avee (), on obtient :

ple o GG+ dp p

i Qg ) de T T
clest-a-dire: @, = O,

Ey Done, pourvu, que les hypothéses de Pénoneé B soient rem-
plies, la température moyenne du gaz entrant dans le réservoir 2
sera (approximativement) la méme que celle du gaz renfermé dans
le réservoir 1, gaz qui sécoule d’aprés la formule adiabatique (quoi-
que la pression soit inférieure).

On peut vérifier ce résultat, en caleulant le travail extérieur et
la quantité de chaleur ,absorbée, ce qui donue des valeurs égales

o o (Po— . . .
a V—(Z"/ i P 1), moindres évidemment que les valeurs qui correspon-
e

dent & une expansion réversible.

§ 21. Ces résultats méritent d’attirer Pattention des physiciens
qui étudient Peffusion, la transpiration et les phénoménes analognes,
parce quils démontrent linexactitude des recherches sur Pefflux
stationnaire exéeuté & Paide de réservoirs fermés o la pression
diminue, Ainsi M. Donnan 1), en mesurant le temps nécessaire a un
abaissement de la pression de 525 mm 4 322 nmun dans le réser-
voir, n’a pas obtenu, en réalité, des nombres relatifs pour le temps
deffusion des divers gaz, puisque la température ne restait pas
constante et, comme il le eroyait, égale & 250C, mais pouvait s'abaisser:
pour Pair & — 140C; pour CO, & — 9°C; pour largon & — 28°C.
Ces nombres sont sans doute exagérés puisque les différences de-
vaient &tre diminudes par suite de la conduction de la chaleur aux
parois du vaisseau, mais en tout cas, cette grave source derreurs
indique la nécessité de Pemploi de gazometres & pression coustante
(§ 19). Cest une condition dont importance a été bien appréeiée
par Joule et Kelvin dans leurs travaux. Les mémes considé-
rations wappliquent & la plupars de recherches semblables et aussi,
en quelque sorte, aux travaux intéressants de M. Emden (foe. cit.).
Cot expérimentateur n’y a pas remédié par lemploi de la soupape
régulatrice (Druckreduzierungsventil), puisquil 'a pas pris soin de
réchauffer le gaz sortant & une température invariable. Cette ob-

1) Philos. Magazine 49 p. 423 (1900).

ES
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jection ‘est encore plus importante pour les expériences de Mach
et Salcher, faites & une pression plus haute et avec un réservoir
de moindre capacité, ce qui peut expliquer aussi Pécart entre les
observations de Vabaissement de la température dans le jet de gax
(une dizaine de degrés d’aprés M. Emden, une centaine d’aprds
M. Mach). Le thermomdtre, dailleurs, n'est. nullement applicable
.4 la mesure de la température d’un gaz animé dune grande vitesse,
puisque le mouvement du gaz et la distribution de chaleur chan-
geraient complétement par suite de sa présence.

1V. Solutions spéeiales de quelques problémes d’Aérodynamique.

§ 22. Nous nous bornerons & létude de quelques problémes
simples dont quelques-uns toutefois montreront I'application de mé-
thodes plus générales.

Lrexemple le plus simple est le mouvement stationnaire d’un
gaz compris entre deux parois eylindriques, concentriques; Iexts-
rieure dont le rayon est r, est fixe ot Pintérieure, de rayon r,,
effectue une rotation de x tours par seeonde. Désignons par o la

vitesse angulaire correspondant an rayon r; nous aurons la solution
des équations (10) et (11)

u=—w‘y~; VE=W
r

sous la condition que o satisfasse i Péquation:
1 1
5l

73, sl la température est connue,

l . @ ’ 2%n
33) R R S

C

—

Les pressions résultent de g]? = o*
r

#
Celle-ci est déterminée par Péquation (12) qui, intégrée, donne
. ; 1 1 r
34 — Pt 1 K
(34) ] 60—|-4xa [M r§]+610gr2

ol B, désigne la température de la pax:oi extérieure. Pour déter-
miner le coefficient ¢, supposons que le cylindre intérieur soit isolé
au point de vue thermique. II atteindra Péquilibre thermique lorsque:

ah

W e

dr|

= 0.

twry

icm
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La température correspondante est

patfl 1, 2,7
(35) . Ug = 90 + 4:% [ e 7_3 + Fi‘ 10g 7y

ry

ou approximativement, pour une petite épaisseur 7 — 7,
2
(36) B, == 0, + f(nnre)z

indépendamment de I'épaisseur, ce qui donne p. ex. pour »==100,
r, = 10 em, dans lair: 0, = 6, - 14" ]

§ 28. Bn supposant »==oco dans lexemple précédent, ou bien
en supposant u == w == 0; » = fc.(z), on aura un ﬂ1}x lamelhforn?e.
stationnaire, qui est identique A celui qui se produit dan-s des ir-
constances analogues dans les liquides: v =1tz ¢ Mm?, au sein
des liquides, un mouvement variable lamellliforme est aussi pf)sslblle:
lorsque le plan 0Y% exéeute des oscillations dans la dl.reet{un des
Y: v, = A cosyt. Ce mouvement se propage dans la direction des

. v pdw
X, en vertu de Péquation 3= oo
chaleur dans un corps chauffé:

P." cos (yt — I/—pi)
— X
(37) v e |/2u 2l

Dans les gaz, au contraire, il y a cette sinu'Iamté quemies iﬁl‘;j‘;
tions (10, 11, 12) ne peuvent pas &tre sa,tlsfaltes'par 1yp; t{e,
w=w=0, v=Ff (z, #), puisque la chaleur prod}utB :par e gf) >
ment donnera naissance & des vitesses dans la direction des X.
8 ile d’en faire 1'évaluation approximative. o
o g;l(fil(lx? L(lll'le exemple intéressant de la mar?iére dont. de;-s vllbratlm:
transversales peuvent produire des mrdulatlon.s 1ong1tudmales szx; i'
res; ce sont les premidres qui seront prédom.lnantgs dai]s 8 P:;des
mité de la paroi OYZ, les autres & des dlstance§ pL?sﬁgtrad’un ;
puisque leur coefficient d’extinction sera }‘r)lus‘ petit. ale Sune
raréfaction du gaz sera d’augmenter Dlextinction pour rels
longitudinales ct de la diminuer pour les ouqes‘transwwz i%:sérenee
$ 24. Un autre exemple qui-met en évidence une e
des liquides et des gnz, est le suivaut: un courant stationpaire.dan

'

de la méme manitre que la
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la direction X, dont la vitesse ne dépend que de la valeur de .,
les parois étant parfaitement polies on & une distance telle qu'on
puisse négliger leur présence. En négligeant la conduetion, on aura
done les équations:

l du_ _dp  dwdn,
= T de T B
a
(38) j iz (pu) =0
dp du 4 (du\?
| rat =t ()

Ce qui est intéressant c’est que, dans ce cas, on a wne solution
exacte, tandis que en Hydro(lynamique on ne connait pas de
solution exacte des équations complétes, sauf dans quelques cas trés
simples comme le préeédent. Un mouvement stationnaire analogue
d'un liquide serait impossible, puisquil v’y aurait pas de forces
d’expansion visqueuse qui pourraient s'opposer & Paceélération pro-
duite par les différences de pression,

Les équations 38,s) et (38,1) peuvent étre intégrées immédia-
tement:

(39,2) pu===%
du 3
(39,2 =it —a)

N . ol s d
De méme (38,2) aprés avoir &t divisée par ‘% dont la valeur

est donnée par Péquation prédédente:

(F—1) ¢
(89,3) p=t— by — o= (k — 1)a.
La substitution de cette valeur dans (39, 1) et Pintégration donnent:
4y udu
z= o
(40) "t

(k-}—l)gu“——kauwc

ol Pintégrale peut 8tre évalude par des fonetions cyelométriqes
ou logarithmiques. :

Le probléme est résolu, mais il parait asses doutenx qu'il pos-

séde des applications dans la pratique. Nous avons trouvé ici quatre -

constantes arbitraires, alors que nous sommes habitués & définir le
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flux, p. ex. dans les tubes de Poiseunille, par trois donndes: la
pression en deux points et la température du gaz. Mais, comme
nous le verrons plus loin, il n’y a 14 qu'une apparente simplicité
de la loi de Poisenille, causée par Iomission de faeteurs secon-
daires, notamment de influence de Pétat de mouvement dans la
proximité des extrémités du tube.

§ 2b. Un exemple qu’il serait plus facile de réaliser est le mou-
vement variable défini par les conditions: v ==w =0; u= f{x, £);
mais ce probléme ne pourrait 8tre résolu dans toute sa généralité.

Nous supposerons done que le gaz, & pression initiale p, et tem-
pérature U, soit contenu dans un cylindre, & parcis polies, fermé
d'un edté, de I'aatre edté admettant un piston, & masse négligeable,
qui y soit emfoneé par une force constante a; pour simplifier, nous
négligerons aussi. Peffet de Dinertie du gaz, en supposant un mou-
vement instantané, analogue dans toute son étendue:

@1y _ w=2f(i.

Or, la force extérieure « doit étre balancée par la somme de
la preésion intérieure du gaz et du frottement intérieur, clest-i-dire,
dapres (1): '

4 u

Llintroduction de gz: F(#) et la substitution de p dans Péquation

thermique:

NS o (%)

at T o=y g
donne Péquation:

af | 8ak . | ., __ 0

43) TS =
On en déduit par intégration:

1 , 1, . __Bak
(44) ; = Ae* — o otz o= fi;

et, en introduisant la valeur. initiale

4u. [Ou
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on obtient:

v ax
(4:'“’) (___‘*_7 + 1) eai
Do — @
Pour trouver la densité, intégrons Péquation de eontinuité:
dp u
— - =0,
dt te dz ?

ce qui donne:

— / tfdr

(46)
p=poe

ol lintégrale peut &tre développée de la manidre suivante: .

/‘.__‘”____ RN (A?,‘f‘i— B
A" — B~ B8\ dew )
(est-a-dire: .

—_ Bo— 2 e pat -
47 4 '— Po [1 + ok 1 , € )] .

La densité, la pression et la température approcheront, par consé-
quent, de maniére asymptotique des limites:

P

Poo = Pa
ak
(48)

Po—a
l ] _“m(l 5, et
== Rpm Rp, °lk Tpy kO
Ce quil y a dintéressant dans cet exemple, c’est la comparaison
avee la formule adiabatique ordinaire qui donnerait:

pou:a;

1 =t

a=ls w6

e \po) B '
Les valeurs qui en résultent pour Pélévation de la température
finale sont inférieures & celle de notre ealcul (48), ce qui est na-
torel puisque 'la formule adiabatique n’est applicable quau cas
d’une expansion infiniment lente et ne tient pas compte du frotte-
ment intérieur.

icm
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11 est vrai que nous aussi, nous avons négligé un facteur: Peffet
de Vinertie du gaz qui diminuera cette différence et produira des
oseillations qui tendront & s’évanouir. Par conséquent, notre caleul
ne serait exaet que pour un gaz trés raréfié. Cependant, cet exemple
prouve qu'une erreur, trés petite peut-dtre, est indévitable si Pon

- emploie la formule adiabatique & Pévaluation des mesures de la

chaleur spéeifique des gaz faites d’apres la méthode de Clément-
Desormes. Leur effet sera une augmentation apparente du coef-
ficient k, le contraire de Veffet de la conduetibilité. Dailleurs, il
dépendra de la manitre dont se produit la compression; si le ré-
servoir avait, par exemple, une forme sphérique, & parois dilatables,
la diminution des longueuvs serait la méme dans toutes les direc-
tions:

du__dv__dw

By o
et, par conséquent, p, =p,, = p, = p, cest-d-dire que la viscosité
n’aurait aucun effet, ni mécanique ni thermique (puisque ®==0).

§ 26. Le systbme des équations aérodynamiques est si compli-
qué quwon ne peut espérer de le résoudre directement que dans
certains cas d’une simplicité exceptionnelle, tels que ceux que
nous venons de citer. On peut aussi employer, outre les méthodes
des § 7—§ 18, la méthode des approximations successives. En
voici des cas particuliers. Si le coefficient » de conduetibilité
thermique était infini, on aurait un mouvement rigoureusement iso-
therme. La méme conelusion s'applique approximativement & tous
les cas ot la conductihilité joue un réle prépondérant, comme les

. 1
mouvements ,ealmes“ dans les conduits étroits; 4 mesure que g0

difftre de zéro, la distribution de chaleur et de mouvement s'%carte
de DPétat limite, de sorte qwon pourra développer toutes les varia-
bles en séries potentielles de la forme

"‘“"‘0‘}‘ + +
A

En décomposant les équations (19 11,12) aprés avoir substitué ces

(49)

{
expressions, d’aprés les pulssances de (; , on anra une série d’équa-

M. Smoluchowski 1. ‘ : S22
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tions & approximations progressives (pourvu que la convergence
soit établie) dont les trois premidres représentent Pétat le plus simple
isotherme:

i Do
== const = +—
B,
; ) _ p. 8 div,
©0) { e p'Az iy 3 B ete.,

l Slpo) y 3G Ape)

5
[ & —1)820, = 1, LN "’°+w0 Po 4 div, - (b — 1),

2 ) d
®1) % =pl2y 4 ; ;Vl ete.
%?0 - Pl”n) + @ (po vy - p1 ) +° a(Pl)wl -+ Pl“’o)
( dx dy dz

§ 27. Essayons dappliquer cette méthode d’approximation 4 la
théorie- ordinaire ) du mouvement dans les tubes Poiseuille. Lo
raisonnement usuel eorrespond aux équations (60), simplifiées encore
Ay Ry
A ".ray
ete;: Pour obtenir une approximation plus grande, il faut substituer
les formules qui en résultent, c'est-a-dire:

par Phypothése v == == 0 et par Pomission des termes

(52) }’)-—-l/1—“(231“102)—ya'—m
. .
(653) w2 L.
8p Va—cx
dans Péquation 51,1) qu.i se transforme en
(54) A0, == ( 26, ) e i?ﬁ
= ar\ ar 16p a— ex
Liintégration donne:
(55) (I otk
C 128 a—ex T
- @ — %) (pi — 1) ulp
128 I [ T Ip J =T

1 0. E. Moyer, Pogg: Ann., 127, p. 253, 353 (1866); 148, p. 1 (1873},

a

icm
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Nous aurons done:

et, ce qui est remarquable, »-~~=O, clest-i-dire: le gaz wéchange

pas de chaleur avee les parois du tube, L’abaissement mammum
dans Paxe du tube, ¥éléve &

9.3 25 —ps |2
(56) A9_16.128,xp[ TR

Ainsi on trouve, pour les expériences de Koch?) sur la viscosité
de la vapeur de mercure, avec les nombres approximatifs:

p,=100cm, py==1em, I=10em, 7r=000425cm

un abaissement sur Paxe de 0:04° jusqu’a 400°C.

Ce résultat n’est point exact, sans doute, mais il suffit pour
démontrer que la formule de Poiseuille, fondée sur Phypothése
d’un mouvement lent et isotherme, n'est pas applicable dans un
pareil cas et que le résultat final de ce travail — proportionnalité
de p 4 8% — est dénué de fondement. Des objections de méme
nature #attachent aux travaux de L. Meyer et Steudel?) et
méme & quelques-unes des mesures de O. E. Meyer (loc. cit),
quoique linfluence sur les nombres définitifs de celles-ci ne soit
probablement pas importante. Elies font apprécier Pimportance des
conditions: petitesse dn diamétre et de la différence des pressions
et longueur du tube. La formule (56) d’ailleurs ne servira gu’a la
vérification de la supposition du régime isotherme. On ne serait pas
en droit de pousser plus loin le caleul d’approximation, & cdus de
Vinexactitude de la formule primaire (52, 53) qui provient des.
simplifications mentionnées 3).

D’autre part, si Pon voulait exéeuter le calcul en tenant compte
de ces offets secondaires, de la viscosité ,de volume® et de Finé-
galité de pression dans les différentes couches d’un profil, on

1) Wied. Ann.,, 19, p. 857 (1883).
2 Wied. Ann., 16, p. 868, 394 (1882).
%) Il y faut ajouter l'omission des termes d’inertie

. ?E‘ s
‘vpuaw ete.
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rencontrerait un autre obstacle: la connaissance de la pression en
deux points de 'axe py, p, et de la température initiale ne suffirait
pas & la détermination des -constantes et des fonetions arbitraires
du caleul; il faudrait connaitre encore la distribution détaillée de
la vitesse et de la pression dans le profil initial. Cela veut dire
que le probléme n'est pas défini ‘d’une fagon exacte, si Pon n’a pas
préeisé la forme des deux réservoirs qui communiquent par le tube,
surtout dans le voisinage de ses extrémités. Lieffet de ces circonstan-
ces, qui se manifeste par exemple dans les phénomenes de la ,vena
contracta’, peut modifier dune maniere considérable la transpiration
par des tubes larges, de petite longueur. Cependant la méthode de
Polseuille, employée de la maniére déerite an § 18, peut tou-
Jjours servir & des mesures exactes ‘de la viscosité relative.

§ 28. Une autre catégorie de problémes peut &tre illustrée par
Pexemple suivant. Supposons une sphére, en repos, dans un gaz
animé d’un mouvement ,calme? stationnaire, avec une vitesse uni-
forme ¢ & Pinfini; cette hypothése, qui implique Yomission des termes
pu g; en comparaison de pAtu, exige que P{? soit une quantité
petite. La solution serait trés simple, si le gaz était comprimé & une
densits infinie, parce que dans ce cas div serait égal & zéro [dPaprés
(11)] et le moavement serait celui d’un liquide incompressible. Pour
trouver les corrections qui résultent de la compressibilité, considé-

rons que la distribution de la densité et aussi des antres variables
dépend de la valeur constante de I pression & Pinfini, que nous

1 .
appellerons P. A mesure que p Yéloigne de zéro, lo: mouvement
sécartera du type incompressible. Done, on pourrait développer
toutes les variables en sdries d'aprés les degrés de 1% comme au

§ 26, ce qui permettrait de décomposer les &qnations (10, 11, 12)
en un systtme d’équations i approximations progressives. Pour sim.
plifier, nous nous bornerons & la considération de deux termes, en

supposant que toutes les variables soient composées de la manidre
suivante:

(67) { U=ttty v=o,+ vy we=w, g
P=Potpi p=p,+p; =0, -+ 6,

ol les premiers termes représentent. le type limite d’incompressibi-

icm
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lité, les seconds termes les corrections A y ajouter, petites en. com-
? : . .
paraison de eeux-la. L’équation (9) donne:

~p1=ﬂ+91

: Do __ .
(58) P: = K. Po fo B

Puisque nous supposons que les variations de la pression, définies
\ ‘duire
par o ete., sont petites par rapport & p, etc., on pourra déduir
a.t . . - .
de Péquation (11), comme premiére approximation:

(69,1) div, =0, .
approximation seeonde:

. g, dpy %y _ 0. .
(59,9) po divy =+ *E,; + 5]‘4" Wo 5

De I'équation (12):

a op vy = (b — 1) [® 4 2A%0,]
(60t 205, o, ol vy = (k= D[y
qui se transfofme, eu égard 4 (B9,2) et B8,1), en:

Wy oy Py
(61) Uy g 005, T G P

B [ 88, 9 f‘g_%], A%
=ﬁiﬁpo[”“§z9+”°ay+w°"@z‘ T

&L

De Péquation (10) enfin:

? pod o

o — 2 = At g g div;

. e

(62) %%’=P~A”’o§ 3’;?_=ut\’v1+g—a~ydlv1,

\ ops _ AT
%’%’_—:;J.A’wo; 2 __}LAZw,—{-—a 55 Ui
i madi idre et ésendée par le systéme (62,1) qui
-Llapproximation : premiere est represe : ) ‘
détffmihe avec (59,1), le probldme. analogue de I'Hydrodynamique,

dont voiel la solution;
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3 a®\ x? 3a 1 a
z%:——lca(l — ;ﬁ)ﬁ+“(_1 ~Ir —1;—3)
3 a?\ xy
Ve =——an(1 — ;—2—) i
(68) 3 a?\ vz
we=—y ca(l — 73) ey
3u cax
p=r—3 5

Nous en ferons usage pour évaluer les variations de la tempéra-
ture d’aprés (61). Le membre gauche de cette dyuation a pour valeur:

s " p p p
(64) Uy 9—; —l"‘ Yy Qj)—l— Wy 9—; == ) )
3 c¢la 3a 1at 9 clax? 5 a 1 a*
gt (l _57-1}55)’{“2’”‘7(1 AT 4 ?i)
i 9 ctatf,x* | @t ax? atrt
(65) Py=7g 7 ( prin il ey “,Tn‘")

ce qui démontre que.la chaleur qui provient-de la compression et du
frottement intérieur sont des grandeurs du méme ordre.
Les équations’ de la forme (61), appartenant au type nelliptique*
o9 % %

Az ot o Y =F

&-}-u(,ax—{—vnay—-l-w,, % F
qui se rencontre souvent dans des problemes semblable;s:,' sont peu
étudides jusqua présent. Elles peuvent étre intégrées par la mé-

thode laborieuse d’approximations successives, en résolvant les
équations

ASY = F
a0 Y Yy A
Ay = I — el it il
A £ (“" 5 T gt Qz)
extiy | ) 29 29 G
Aﬂﬁ’ =F— (uo —35+ vy By ) 5;) ete.

ot en tenant compte de la condition de surface &= 6.
On peut se restreindre & la premiére approximation, lorsque le
caRo, )
k

coefficient - ,-qui détermine la convergence de la série, est

icm
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petit, condition- qui ne différe pas beaucoup, au point de vue quan-
titatif, de la supposition antérieure d’nn mouvement pcalme¥. Dans
ce cas, on déduirait la valeur suivante de (61) gui définit deart
de Détat isotherme: ’

R @ we? fa at % x2a?
(66) u.,_o+m{7[19-|-13;5_1-34;3—-39,7]-{-

3as S22 %  2a* | 4a®r®  20%?
+?§' [—9+—r§—ﬁ_374+ PR ]}

En substituant cette valeur dans (58,1), (59,2), on déduit la cor-
rection de la pression qui correspond & la compressibilité et & la
variabilité de la température. Elle sera trés petite, dailleurs, en
comparaison de la pression de résistance p, lorsqu’on suppose un
mouvement ,calme¥ T),

. § 29. Puisque la texpératare s'éléve, Qaprés cette formule, sui-
vant la direction de la normale & la surface, en raison de

96,

or fma

cﬂ
67 =1 120 4 111 cos? ¢,
(67) 3573 20 + %]
une spheére solide, animée d’une vitesse ¢ dans Vair tranquille devrait
séchauffer de méme; Peffet serait plus grand aux ,poles®, qWa ,Péqua-
teur¥; sa valeur moyenne serait, d’aprés un caleul approximatif

-~ bTpet

=g

indépendaniment des dimensions de la sphére. La considération des
corrections suivantes dans la série &, 3, 9 changerait_ce résultat
de telle fagon que la distribution deviendrait asymétrique, Ié-
chauffement étant plus considérable au pdle ppostérienr® qua ,Van-
térieur. Ce résultat, de méme que Dexcds comparatif de la tem-
pérature a Péquateur, est en accord avec les expériences de Joule
et Kelvin?) pour de petites vitesses; et la formule (68) s’accorde
aussi avec leurs mesures pour des vitesses moyennes, en ce qui
concerne lindépendance de Péchauffement des dimensions du corps

' 1) Voir un calenl analogue approximatif, sans considération de la variabi-
lité de la température: O. E. Meyer, Crelle’s Journal, 75 (1873).
%) Voir § 12, 3 :
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et la proportionnalité au carré de la vitesse, seulement le .coeffi-

. L M - ,
cient numérique est plus petit [1"0 pour 28 sar’ tandis que l'on

! N .
a 10C pour 55 daprés Kelvin].
) sec

Cependant on aurait tort de considérer ccei comme une eon-
firmation de la théorie, puisque les conditions de ces expériences
s'écartent de beaucoup des suppositions du ealenl. Rappelons quc
pea doit 8tre petit en comparaison de p (== 0-00018) afin que le
mouvement soit ,calme“; par conséquent les vitesses employées
par Kelvin ne seraient admissibles que dans un gaz trés raréfié.

§ 30. Nous voyons que Pimportance pratique de pareils exem-
ples est limitée assez sérieusement par Phypothése du mouvement
pealme®. Un intérdt plus considérable s'attacherait aux mouvements
nviolents® (voir § 6), ou d’silleurs la compressibilité et les phéno-
meénes thermiques jouent un réle beaucoup plus considérable. Les
méthodes approximatives qui pourraient 8tre appliquées & des phe-
noménes pareils; ot Pomission des termes d’inertic ne serait plus
-justiﬁée, sont les suivantes:

1) En considérant que le mouvement d’'un gaz assez léger |cest-
d-dire ayant un coefficient E assez grand| sera plus rapproché du
type ,calme®, on peut développer toutes les variables en séries de

1 . . . .
7> ce qu donne des corrections successives & ajouter aux for-

mules du type limite, daprés un procédé semblable 3 celui des
§§ 26, 28

2) Un développement pareil, d’aprés les puissances de p, don-
nerait les cotrections & faire dans les résultats se rapportant au
type limite du gaz idéal, & cause de la viscosité,

Lavantage de ces méthodes consiste dans la lindarité des équa-
tions résultantes, mais leur complication ' est cependant plus consi-
dérable que dans les exemples précédents. En outre, lorsqu’une
certaine limite d’inertie est dépassée, par suite de I'augmentation de
la vitesse ou de la densité, Pétat devient instable et lés mouve-
ments ,tarbulents“ prennent naissance.

Nous avons noté, dans les chapitres précédents, quelques cas

~semblables comme les ondulations fixes dans le jet d’'un gaz et les
sons de-friction, qui semblent étre la cause primaire du son dans
les inistruments 4 vent. Il fandrait chercher d’autres méthodes pour
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le traitement de ces phénoménes, puisque les développements pré-
cédents supposent la continuité des fonctions. Mais nous ne nous
occuperons pas ici des problémes du mouvement visqueux inerte,
considérant que dans un cas beaucoup plus simple — dans PHy-
drodynamique des liquides visqueux — les recherches analogues
sont & peine abordées et, jusqu'a présent, n’ont fourni que des ré-
sultats trés insuffisants.
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