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Zarowno miara krzywizny (+aussa, jak imiara krzywizny Caso-
ratiego sg granicami stosunkow nieskonezenie malych pél na powierzehni
do pewnych obrazéw tychze pél. Po wyznaczeniu tych granic otrzymujy
sig wyrazenia, zawierajgce promienie krzywizny. Nie trudno dostrzedz, ze
takg samg metode postepowania, jakiej unziyi Gauss i Casorati
(Acta mathematica, t. IV), mozna stosowaé i do obliczenia innyeh granic ?).
Zajmiemy sie mianowicie wykonaniem nastgpujgcego rachunku.

Uwazajmy na jakiej§ powierzehni puukt O i sgsiedni punkt 2. Od-
kladamy na normalnej w punkeie O promien krzywizny o prazecigcia nor-
malnego, przechodzacego przez linig OF. Prowadzgc przez koniec promie-
nia, g prosts rownalegly do normalnej w punkcie P otrzymujemy na przecig-
cin jej z powierzehnig pewien punkt @. Niechaj punkt P opisuje pewna
linig krzywa zamknigta, otaczajaca punkt O, wtedy punkt @ opisywaé bg-
dzie takze jaka$ linie krzywa, otaczajgcg punkt O.

Wyznaczyé stosunek @, (odpowiadajacy mierze krzywizny (raussa)
p6l objetych temi dwiema liniami krzywemi.

"y Z seminaryum matematyeznego prof. K. Zorawskie go w Krakowle,
2} Analogiczne rozwazania spotykamy takze n Lilienthala (Acta math, 6.1 ).
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Pierwsze z tych pél wyrazi sig wzorem:

}3‘“ OP* da ,

P}

-

gdzie a jest katem biezacego promienia wodzgeego z jednym z kieruukéw
gléwnych.
Drugie z tych pél jest
1 :'J—_, ,
5 [z @ .

0

gdzie weding zwigzku znanego z teoryi powierzehni:

7 T 3
01 Q2

00 = 0P? o (cos?a , sin® a)

B za$ oznacza kierunek prostopadty do kierunku sprzeZonego z kierunkiem
a, 1. . zwigzane jest z o rownaniem:

_t_

g

tg p=

7 ktérego przez rézniczkowanie fatwo otrzymuje sig:

d rtda da
= = ——
g 72 cos? q+1? sin® cos2a , sin*a
€1 02 2 2
01 22

Po zastosowaniu tych zwigzkéw 1w zatozenin, Ze punkt P opis.u‘]e nie-
skohcezenie mate kolo, zadany stosunek Gy sprowadzi sie do obliczenia catkis

G =9 da - ] .
t 2 (0 cO8? @ -+ g sin® a)?

[

ktérg mozna napisaé w ksztalcie:

s
2 o

cos? a da

& in? e d 2
L 019 s’ a o 01 02 ) i .
== ; YY) T
! 27 { {0, cOS? a + g, sin? a)? 27 J (03 €087 @ + g sin? a)
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Wistawiajge a wiec wartosé ta sama co poprzednio, co nie ma wogéle miejsca dla mia
; ; krzywizny G i C. . ] . .
Be=n d Zupyt;lnie tak samo obliczymy te stosunki, gdy braé bgdﬁelgi;gzjﬂ:ﬁi:ﬁ
) R P S c d punktu, w ktorym normaln -
latwo przeksztaleic te calki na calki funkeyj wymiernych i obliczyé. W ten promienia g, odle.glosé pu.nk{t:u g’owegmiemy:
sposéb otrzymuje sie: bie najblizej potozone, to jest, gdy
2 & 1 .
/ - sin? o da g sin a ¢os a = (cosﬂ p —i— sin‘~; a)
(02 e08” a-}-g, sin? a2 / 20, (0 €08* a g, sin? a) e v o
' . i sie do obliczenia catki:
[ 1 2 — 9 W tym przypadku stosunek G, sprowadzi sig

e arctrr(/g—'taa)z_._._:_
’ 2011'/9192/ i ]/ e 20, Vo 05

2a . 4
01 0x J {0, cos? a + o, sin? a)? da
91 0 2

G, = 27 (0;* cos® a + p,? sin® )’ ’
2 2z
/’ cos? a da _ sit @ eos «
K e costatosin®a) [ 2oy (o cos”a + g s a) ktorg mozemy przedstawié w ksztalele takim:
0
- o = cost a do
/ _ @ 01 05 oy A “@__
—1— are tg (/ = e a) = s : G = iZ»nz (es—en) J (0* cos? ato* sin® a)?
2e:Ver 0y | & 20, Ve 0 0
Po wstawienin tych wartos‘d otrzymamy: = cos® a da o f — da |-
‘ + 201 (@2—@) {02? c0%? atg;? S a)° N (0s% cos?a+tg, |
o6 +o 0 .
¢ = 4LT8
2V o 0

Aby obliczy¢ pierwszg catke:
ktére to wyrazenie jest ilorazem gredniej arytmetycznej i geometrycznej 2
# najwigkszosel i najmniejszosci promienia kraywizny w danym punkeie. { )
Drugi stosunek ebliczymy analogicznie do miary krzywizny Caso-
ratiego. Zamiast przeprowadzaé przez koniec promienia @ réwnolegia do
normalnej w punkeie P, odcinamy na kierunku OP wielkosé o dw, gdzie

cost a da
. ——,
(@ 6% ot g7 a)

. . ; R ; rzystaé z tozsamosei:
dw jest katem miedzy normalnemi w punktach O i P. Tym razem obraz Q mozna, skorzystad
bedzie lezal na promieniu OF, tak iz kat B jest réwny katowi a. 1 : cos? a da

Obliczenie tego stosunku O, sprowadzi sie do razenia: cos? a da = % 3 2cos?a + o2 8in'a

Z g 1 8D Z1 816 4o wyraZenia: {02’ cos? a+ g, Sin’ a)? 0s* — 01 Q5" CO Q1
w [ cos® a da o [ sin? o da o' [ cos? o da
C, = 22 1 ———— —_— ’ 3 ] 2 qin? g)? ?
Y O j (@2 c08* g, sin? a)? + 2n / (0 cos? a—g; sin? a)? o —o ) (e cos?ato,’ sin’ a)
[ ) 0 ,

Wistawiajgc znane juz wartosei na obie te calki, otrzymamy: gdzie:

C o+ f cos? a da — 1 5 {a — & arctg (‘%1" tg a)] ’
= = . T = o ) 0 )
C e Jefeostatofsin?a gfme
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za$ wartosé drugiej calki po stronie prawej juz nam jest znana; otrzymuje-
my tedy:

4

Teos® at-g, %sinta) © o (o= 20, (0P — o))"

2z B
cos* a o 27 (9,—01) 2z o,
J (o
4

Drugg i trzeciy calke mamy juz obliczone powyzej:

27

* cos? a da . 2
J (e’ cos atgsin® a)* T Zp; g,° -
i}
/ da —3, 40
(0,7 c08* a+p,? sin? a)? 20,% 0,

Po wstawieniu tych wartosei otrayma sig: -

Stosunek odpowiadajgey mierze krzywizny Casoratiego sprowa-
dza sie do calki:

2
1 / (0, c08%'a 4 g; sin? a)? da
R 0% eos?a | g,% sin o

]

G

2

Iub podobnie jak poprzednio:

2
1 ) cost o da
= 52
G= 2 [(@2 o) f 0% €08® ¢ + g2 sin? o
0

2o ) 2ot
. ¢0s? a da ) da
P Do—, [ ——— 2 { g
+ 2, (o2 QI).( 0:2 COSt @t F o sin® a + [} J o costa + 0 sin? o
) 0 R

Pierwszg z tyeh catek:

/‘ cos* a da _ I dir
J @feosta o2 sin?a | (IFa) (o2 -+ 0,2 %)
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obliczymy za pomoea rozkladu na ulamki proste. Otrzymamy, jak tatwo
sprawdzié :

" cos? a do _
2 6os? 23in2 g 20,2
0? cos? a-+ g sin2 a2 (o

zatem :

/' cost a da . 27 {3 0% — 0s? 20"
B 2 )

0.7 cos* a 4 p 2 sin a2 (g,"—0,%)
0

2 ~

" cos? a da 27 l_i 0, ] .
= 5 ER = 3 5 = 1~

JoeaFees? a - ot sinta 05° — 04 02

k]

ostatnia wreszeie ma wartosé:

2T

’ da %1

Joo0gf cos®a + ot sinta 91 0
0

Po wstawienin tych wartogei ofrzymuje sie:

U l 1 zQl [
=5 T e
P2 (o)

a wiec I w tym razie istnieje zwigzek G, = (..
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