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e y (f@ye)
/f(w Yy 2)u ds — 2;‘ ——T—(h,

5

’ , y (& Y. 2)
I 1oy 2wy ds — —2—7—(' s,
5 K]
dazy rownomiernie do zera wraz y. A wiec na mocy nieréwnosei (18) réz
nica (17) ma istotnie te wiasnosé, ktéra cheieliSmy uzasadnic. )
Jest tedy jasnem, ze pytanie, postawione w ustepie 7 mozna uwazaé za

rozwigzane.

0 PERYODACH CALEK HYPERELIPTYCZNYCH
RODZAJU p—2.

NAPISAL

STANISLAW KEPINSKI.

‘W kilkn rozprawach o réwnaniach rézniczkowych ?), ktérym czynig za-
08¢ peryody calek hypereliptycznych, rozwazanych jako funkcye jednego
z punktéw rozgalezienia powierzchni Riemanna (dwuliSciowej), powraca
Fuchs kilkakrotnie do wyprowadzenia (z wlasnoSei wspomnianych réwnai)
znanych zwigzkow dwuliniowych, istniejacych migdzy owemi peryodami.

Ogranicza sig jednak Fuchs ostatecznie do wyprowadzenia zwigz-
kéw dwuliniowycl, istniejacych tylko migdzy peryodami calek gatunku
pierwszego (t. j. wszedzie skoiiczonych). - Nadto, biorge za punkt wyjscia
réwnanie rézniczkowe, ktéremu czynis zadosé peryody catki

[ 0

. V_'z;.yt(a:) (;z:-g:j—— !

') L. Fuchs: Die Periodicitiitsmoduln der hyperellipt. Integrale etc., Crelle’s J, 71
Ueber rationale Verbindung der Periociditsint. etc. ibidem;
Sitzungber. der Akad. der Wisgensch. Berlin, 1888, 1889, 1890.
R. Fuchs: Ueber die Percodicititsmoduln der hyperelliptischen Integrale, Crelle's J.,
Bd. 119, 1898.
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gdzie v () jest wielomianem, jest zmuszony rozwazaé takze rownania réz-
niczkowe, ktorym czynig zado$é peryody innych calek — réwnania nalezace,
wedlng okreslenia Fuchsa, do tej samej ,kategoryi“. Rezumowai i ra-
chunkéw, zjawiajacych sig na tej drodze, zreszty dosé dtugich i zawilych mo-
zna (dla p=2) czesciowo unikngé lub znacznie je uproseié, biorge za
punkt wyjscia nieco odmienny ksztalt calek hypereliptycznych, a nadto mo-
zna latwym sposobem wyprowadzié, obok zwigzkéw dwuliniowych miedzy
peryodami calek gatunkéw pierwszego, takze zwigzki dwuliniowe miedzy
peryodami catek gatunkéw pierwszego i drugiego i miedzy peryodami calek
gatunku drugiego.

1.

o

Rozwazad bedziemy calki na powierzehni Riemanna dwulisciowej,
rodzaju p = 2, okreslonej przez réwnanie algebraiczne f (s, 2) =10, ksztaltu:

§* =y (x) . (x—3),
gdzie w (x) jest wielomianem stopnia 4-go:

o) =t a2 o a2 s 2 oay

= (z—oy) (B—a,) (&—ay) (—ay).

Powierzehnia wiec ta posiada, jako punkty rozgalezienia: punkt w nie-
skotiezonosei i punkty:

2, ay, Qg Oy, ay.

Jako linie przejscia z pierwszego (gornego) liseia, na ktorym sg rozpostarte
wartosei s, np.

s =4y @—2),
ua lisé drugi (dolny), kiérego punkty odpowiadajg wartosciom:

s=—Iyp@)@-z,

icm®
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mozemy wzigé np. proste laczace: punké w nieskotezonosei z punktem z,
punkt ¢; z punktem a, ipunkt a; z punktem a, (fig. 1),

Do powierzechni Riemanna p=2 nalezg. jak wiadomo, dwie catki
catunku pierwszego, liniowo od siebie niezalezne. Calki te weZmiemy
w postaci:

T —z) di
I =] ———,
! ’ Py () (r—2)
1.—‘=’.—~,—,df’;————:_2,'l£.
; Vap () (2—2) dz

Peryody tych calek otrzymamy, biorge calki wzdluz jakiegokolwiek
torn L na powierzchni Riemanna, zamknigtego i nie dajgcego sie Sciag-
naé do jednego punktu (fig. 1).

Rozwazmy szczegolowiej peryody catki I;, ktére nadal oznaczaé be-
dziemy przez y:

(x—2) dx
,yv () (2—2)
Jezeli 2z bedziemy uwazali za parametr zmienny, to y bedzie funkcya

ilosei z i wedlug metody Fuch sa (Crelle J., t. 71), znajdziemy fatwo row-
nanie rézniczkowe, ktoremu zado$é czyni y (2):

) 9
(3) yiz) Y 2y’ (2) Y - —bL ' (2) Yy 4+ —i— Y (z) Y — 1—36- y=0,

diy

gdzie y = o
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Roéwnanie to, 4-go rzedu, posiada cztery rozwigzania szczegdlne, linio-
wo od siebie niezaleine, wszystkie w formie (2), gdyz, jak wiadomo, na na-
szej powierzchni Riemanna p=2 istnieja cztery tory ,podstawowe¥,
z ktérych przez odpowiednie kombinacye mozemy otvzymaé kazdy inny tor zam-
knigty. Tory te podstawowe: 4,, B,; 4, B, przyjmiemy w tak zwanej
formie , kanoniczuej* (fig. 2):

Strzatki oznaczaja kierunek catkowania.
Mozemy wiec przyjaé, se owe rozwigzania szczegllne réwnania (3):
Y1 Yas Yur Y 58 to wihasnie calki (2), wzigte wzdluz toméw 4, 4,, B,, B,

§ 2.

Jezeli dla krotkosei spotezynnik i-lej pochodnej ilosei y w réwnanin (3)
nazwiemy 1, (¢==0,1, 2, 3, 4). to rownanie z niem »Sprzgzone’ (équ. adjointe),
wprowadzone przez Lagrang e'a, posiada ksztalt:

A d? (7 ) A {2y ) d* (A, 1)
() Ao ¥ dz + e — s -+ ——*—(134 =0,
tak, iz spolezynniki réwnania (4) — nazwijmy je u — wyraZajg sig w spo-
s0b nastepujacy

y

B =dy = Xy Ny — 2 T

My = Ay o 20, — B 4 47
My = Ly — 31"y + 62", ,

My = — 1y -+ 47,

o=,

icm
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Obliezajge spotezynniki p, dla réwnania sprzezonego z (3) przekonamy
sig tatwo, z uwagi na zwigzki:

)‘1 = }"2 - 1’"’4 bl

Ay

3

f
(84

E )"'4 H
ze:
i =1

Mamy wiec okazang wiasnosé réwnania (3), bardzo wazng dla nas w dal-

szym Giggu:
" Rownanie rézniczkowe (8) jest z soba samem sprae-

zone.

Mozemy réwnanin (3) nadaé wraz z Jacobim (Crelle, 32) ksztalt:

@ (" + (e y) +ey=0,

. L, 3
gdzie ¢, ==y (2), a=gv, G=-—15-

Réwnania z sobg sprzezone rzgdu 4 go w bardzo prosty spostb dajs sie
scharakteryzowaé przy pomocy ,niezmiennik6w” Laguerre'a, t.j.fank-
cyj wymiernych spolezynnikéw réwnania rézniczkowego i ich pochodnyeb,
ktére przy przeksztalceniu:

¥ (2) = o (2) v (z).
(5)

z == (),

zmieniajg si¢ tylko o pewien czynnik o (2).
W teoryi takich niezmiennikéw bardzo dogodnem jest uzywanie ksztal-
tu normalnego réwnania rézniczkowego:

dmu n.n—I1 a2 da
dz + —TZ—-I)Q m + P +’Ilpn_1 _d_z— —]~2),,’M p— (,,

(16)

ktory otrzymamy z dowolnego roéwnania:
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oy bty _
7 T Tz‘J’ Fha o +y=0,

przez przeksztalcenie

1 pAu—1
) - S
(8) y=e noa,
nalezgee takze do typu przeksztalcen (5).

Stad wnosimy bezposrednio, ze wszystkie wlasnosci réwnania (6), oparte
na jego niezmiennikach, posiada réwnanie (7) i naodwrét.

Owo6z, w 14-ym tomie ,Acta mathematica® okazal Brioschi'), ze,
aby rownanie (6) bylo z soba samem sprzezone, warunkiem wystarczajgeym
jest rownod§é zeru tak zw. niezmiennikéw ,,zasadniczych® o skazniku nie-
parzystym:

’

(3 == P —‘.3“?«’2a

19)

5 , ;156 , 5 . 10 Tu + 13
a"‘:p-‘_—2_1)4‘!”7—13'3—71)'2—“’f ;

it d

Chege nasze rownanie (3) sprowadzié do ksztattu (6) nalezy wedlug (8)
podstawic:

1 2 ' 1
o Tt -3
8"y y=-¢ =wp(a) u;
otrzymamy rownanie :
(10) w8 py u” - 4 pg 06 4y =10,
. 3 4yt —5yy”
adzie Py = g “*’l‘,‘pg s
. , 9
(11) za$ }):,—:-3 P,y

a wige stosownie do tego, co powiedzieliémy, réwniez z soba samem sprzezon e

) ,,Les invariants des équ. diff.”, p. 237,
%) Obliczenie ilodci p, jest dla nas w dalszym ciggn zbyteczne.

icm®
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Roéwnanie (10 mozna wskutek tego warunku napisaé w formie J ac o-
bi'ego:

w6 (g ') + p, = 0.

o

4.

Dla réwnania (10) utwérzmy wraz z Hal phenem?) rownanie tak
zwane przeksztaleone, ktorego catkami sg

E=u; Wy — wp 'y, iSk=1,2,3,4

Takich réznych od siebie jest ( ; ) =6: &, &, ..., &, a wiee réwna-

nie rézniczkowe, ktéremu zadosé ezyni £, jest, wogdle méwige, rzedu 8-go.
W naszym jednak przypadku, z uwagi na (11) redukuje sig ono do réwnania
rzedu 5-go i posiada ksztalt 2):

(12) (€65 E+4py &) 4 69, ("6, & + 41y &) — 4p, & — 2, E=0,

ezyli ksztalt:
(13)  F 1008 1098 50 &4 E=0,
gdzie
5 9? = 61’2:
5oy = 2(8p Ds)
(14) Qs (87 -+ s)

59, =2 (3% -+ 18,2 + 4p'y — 2p,),
3 = 2 (2ps" 12, p, —p, -

Stad wynika, ze miedzy funkcyami ¢ istnieje zwiszek linjowy jednoro-
oy (15) o, & +F e &t o & -+ .o 65 & = 0.

Tworzae dla réwnania (13) odpowiednie niezmienniki zasadnicze — na-
Zwijmy je ag, a;, — otrzymamy:

'} Sur les invariants ete. Acta math., t. 3, str. 328, 329.

%} por. Halphen, Le.
10
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2
‘13=3‘22"“2'13=’5“a3=oa
! 5 g mwy — 9 3 =
fls“(la"“T’l4+'7_(3‘ls—‘22 )—"1—'1’10‘3"[“7—“3 =0.

7 twierdzenia wige Briosch i'ego, praytoczonego W § 3-cim, wy-
nika twierdzenie: :

Jezeli rownanie rzedu 4-go (10) jest z sobg samem
sprzezone, to rowniez réwnanie ,,przeksztalecone®
Halphena jest z sobg samem sprzezone.

7 tego ogdlnego twierdzenia wynika:

Rownanie utworzone dla peryoddw catek jest z sobg
samem sprzezone?).

Miedzy calkami i ich pochodnemi réwnania rézniczkowego z sobg sa-
mem sprzezonego rzedu nieparzystego (2n—1) istnieje n zwigzkéw jedno-
rodnyeh stopnia 2-go. Zwigzki te dla réwnania rzedu 5-go (13) sg naste-
pujgce:

@ (&5 &2y &3y s &)= 0,
P (El', 52’1 53’7 5"-4[1 fal) = 0’

'3 (51": E?Hv ES”: 4”1 55") = 1!

(16)

gdzie @ oznacza forme kwadratowsg.

. 1
Oznaczajac ¥ o/'s — yr ¥s = £, mamy z uwagi na (8): £ =—vy.¢,

a wige:
@ (Ch C‘za C:ﬁ Cy 61) = Ov
(16) @ Gh 8L GG L) =0,
(P (Cl", 2!/’ 3"’ C;ll. C:’I/) p— ;‘;2 ,

gdzie ¢ jest wielkos¢ stala.

% por. Darboux: Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. II, str. 115.
4 Wlasnod6 tg rownania (13) zauwazyt Brioschi: Relations différentielles ete.
Crelle’s J., t. 116.

icm
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§ 5.

Whasnosel réwnan sprzezonyeh, przytoczone w $§ 2, 3, 4-ym, postuza
naum do wyprowadzenia w sposéb bardzo prosty zwigzkéw dwaliniowych
miedzy peryodami catek hypereliptyeznych.

‘ Wezmy na uwage peryody (2) calki I, wzdluz torow 4,, 45, By, B, .
ktore oznaczmy Ly, L,, L,, L,: ’

B) e = |

wawezas peryodami catki 7, bedy wyrazenia:

B — 2y (¢) = I ——““——wﬁh’—m-— .
=, Vo (z) (w—z)
Podstawiajac wedtug (8"
1
Yi==y U,
mamy:
-1 2

YVimy 2ui— 5y ylu,

a wiee:

Uy —wpwi=E=y.(Yy's — yr V)

izZk=1,%34

Ws.kutek tego ze zwigzku liniowego jednorodnego (15) otrzymujemy zadany
zwigzek dwuliniowy miedzy peryodami calek:

(7) = (Ve —myd =0,

glzie uy = ¢, sg wielkoseiami statemi.

Idzie o to, aby ten zwiazek (11) zredukowaé do zwyklej formy Rie-
Wannows kiej, t.j. aby dla obranych drég kanonicznych 4, B blizej okre-
§lié spotezynniki . '
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W tym celu zauwazmy, ze zwigzek ten dwuliniowy musi byé niezalez-
ny od obiegéw zmiennej z okolo punktéw osobliwych réwnania (3), t.j. musi
by¢ niezmienny przy grupie podstawien tegoz réwnania.

Grupe te podstawien znajdziemy latwo znanym sposobem, Sledzge przy
obiegach punktu z okolo punktdéw «; zmiang toréw Ly, ktére nalezy sobie
wyobrazié jako nitki rozeiggliwe, rozpiete okolo punktéw

CO, 2, Uy, Ugy Oy Gy -

W celu ulatwienia rozmmowania wprowadzimy tory elementarne?),
z ktérych kazdy obiega punkt z i punkt «; w kiernnku strzaiki (tig. 3).
Mamy:

Li=4,=A4"'=s558s,

Ly=d, =33
Z (7 i ’
Ly = B, =3,
L,= By =585,
*)d
Fig.3,  gdzie st Jest tovem s, przebiezonym w kierunku przeciwnym
w kierunku strzalki.
Jezeli wiee, wychodzge z punktu M (fig. 8) z wartosciy Vy . (x—2)
dodatng (na pierwszym liScin), nazwiemy wprost catke:
/' (Z—2) dz
SV @@—

i

to wtedy s, = &,, a wiec wedlug (17):

1= — 38 F 85— 35+ 384,

Yo=—8 + s,
(18)

Y3 = 81,

Yp=— 8 + 8,

skad nawzajem :

7 por. Fuehs, Crelle, 71,

icm
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§1 =Yy,
S=Y~ Y+ Y.

S5 =Y — Yo+ Us T Vs »
s, =14 + ¥+ -

(19)

Cheae wige znalesé podstawienia dla y, wyszukamy naprzéd podsta-
wienia catek s;.

W tym celu uporzadkujmy punkty rozgalezienia s; w ten sposcb, aby
dla k<4 obieg tréjkata z o; a; byl ujemny (t. j. aby przy tym obiegu pole
trojkata 2 o; ax pozostawalo po rece prawej), zas§ dla k>1 obieg 2 a; ax
byt dodatni.

Wezmy na uwage tor s; i niech punkt z obiega punkt o; w kierunku
ujemnym. Stosownie do poprzedzajacego uporzgdkowania punktéw a; roz-
réznimy trzy przypadki.

1) k<C<. Po obiegu zmiennej z otrzymamy z toru s; (fig. 4):

Vﬂ'r
AN
3
- 3 \\2
=, -
Fig. 4.

8= 53 8 8.

Z uwagi wiee, ze W punkecie wyjscia M plerwiastek V vy (x) (x — 2)
posiada teraz warto§¢ ujemng (na 2-gim lisciu), w punkeie M; dodatnia,
aw M, ujemny i z uwagi, ze calka s;—! =s;, mieé bedziemy:

§=— 8 + & — 8,
czyli
(20) Si=5 — 28, dla k<7.
2) k==1i. Przy obiegu punktu z okolo punktu a; tor s; zajmuje ko-

lejno polozenia wskazdwki na zegarze (fig. 5) i powraca do swego pierwot-


GUEST


icm®

150 STANISEAW KEPINSKI '0 PERYODACH CALER HYPERELIPTYCZNYCH. 151
pego polozenia niezmieniony. Wowezas wprawdzie po obiegu pierwiastek Z formuk (20), (21), (22) mozemy teraz utozyé tabelke podstawien calek
V" (z) (% — z) zmienia swéj znak, jednocze$nie jednak punkt z obiega ka- s przy obiegach okolo punktéw a:

a as as ay
51 | s s1 428 | 85 28| 5+ 25
Sy 8 — 285 S+ 28 | 85425,
Sy | ss— 28| 8 —28, |8 s+ 23,
5.8 —28 8 —28 8 —281 5

Fig. 5.
Korzystajac z tej tabelki i ze wzordéw (18, 19) Iatwo znajdziemy pod-
%dy element toru s; raz jeden, przez co znowu znak pierwiastka sie zmieni. stawienia dla %; przy obiegach z.
Jest wiec catka: (@) okolo punktu a:
(21) Si=s, dla k=1. 7= — 2y
;>4 i 5 il , Yo=1
3) k>>i. Po obiegu otrzymamy tor (fig. 6): 28)
— Ys =13
S;= 8L s sy _
Y=Y,
Pamietacé trzeba jednak o tem, ze y y sei z—7)
g J g ze w punktach M, M, M, wartosei Vo . (z—2) (5) okoto punktu a:
Vr=—4 120 — 20
(24:) i 2 = Yo
¥y =2y — 29+ 3%
To=—2h + 2% +un;
{¢) okolo punktu a:
To=—1+ 20 — 25 — 2,
Fig. 6. —
Fa==— 2y =+ 3y. — 2y — 20,
59 wszystkie dodatnie (na 1-ym lisein); otrzymamy wige: (25) Ty =2y — 295 + 3y + 204

(22) F= 5 25, dia ‘k<é‘. Vo=—2 + 2 — 2 — ¥i5
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(d) okolo punktu a,:

Vy=—1y — 2y, — 2y,

Y= — 2y 41— 2y, — 2,
(26) = ;

¥s =+ 2y, + 3y, -+ 2y,

Yo== Yy

Z podstawien tych (23, 24, 25, 26) korzystajae, obliczymy nakoniee
podstawienia dla wyrazei:

Vey'r —yry = W v'h).
I tak np. podstawienia obliczone z (23) sg:

@YD) = (11 ¥2) + 2 (12 ¥)
@7 = W vy

Gy) =) — 20y
# ¥) = (Y2 ¥")
7)== ¥

B7) = v,

Przy tych ostatnich podstawieniach ma, jak wiadomo, zwigzek (17) po-
zostaé bez zmiany t. j.:

Zan Wi gr) = X oa (Y ¥'i)
skad wynika, ze: 2ay, -ty = 0, — 2a;, + a,, = gy, & Wiee:
@y =0, ay,=0.
Dla oznaczenia dalszych a; wezmy podstawienia odpowiadajgce (24).
+ 2wy
=+ 3 (¥, ¥)
— 2y -+ (v
T2 v+ 2 r) — 2(Was) — 2 (%Y D+ 31y

Gy =—2v9) + )
T =42 v,)
&y ==+20 v
hyl) =

skad wniesiemy, iz:

) Gy, =0,

@y =0, dy=ua,,.
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Zwiazek zatem dwuliniowy (17) redukuje sie do
prostej postaci:

(27 s =% YD)+ @y — gy =0
W teoryi calek hypereliptycznych wprowadza sie zwykle calki ksztattu:
@ dix:

= / Vo @) (@—z)
(©)

= _‘JL_% ’
V(@) (a—2)
zwigzane z catkami 7, I, (A, § 1) rownoseiami:
L =j—zj
L, =4,

Jezeli wige oznaczymy peryody calek j,, j, na torach A, B:

4, 4, | B, | B,

Ji | ®11 | @12 | Wy | @14

J2 | W21 | W | Woy | W3y

mie¢ bedziemy (B, B, § 5):

Y1 == Wyy —— & Wyy — 2.1//1 = Wy
Yo = s — Z 9y — Yy = 0y
Yy = gy — Z gy — 2’5 = o
Yy == Wyq — Z Wyy — 2y’ = wyy-

Podstawiajge to wyrazenie w (27), otrzymamy znana formute Riemanna:

(@7).

(@41 gy — 0y wy3) + (@12 Wy — B1, Wg5) = 0.
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Z kolei przejdziemy do wyprowadzenia zwigzkéw dwuliniowych mig-
dzy peryodami calek gatunku drugiego i pierwszego oraz zwigzkéw migdzy

peryodami calek gatunku tylko drugiego.
Jako catki gatunku drugiego wprowadzimy funkcye:

o= /w (x—z)% do:
1 = T — ]
Vi (@) (@—2
(D) )
B = /?_'(x——z)“ dz
V@ @—2z

ktdére istotnie 1) sg od siebie liniowo niezalezne, i 2)—jak latwo sprawdzié—
sg wszgdzie skonczone, z wyjgtkiem punktu z=co, gdzie staja si¢ nieskon-
czenie wielkiemi.

Zauwazmy jeszcze, ze E, i E, mozna otrzymaé z I, przez proste cal-
kowanie:

3
E2=~T/-Ild~‘,
(E) '
3.5

E, 2_3,/ dz fl, dz.

Peryody catki £, na torach 4, 4,, B,, B; nazwijmy:

Wy, W, Wy, Wy,

wowczas peryodami catki E, beda caltki / O ) ,
L Vy (%) (@ —2)

—_— e
wh, —

2 2
5 B

Ul] o

Wy, —

vr[ b

dw
wh, — o wh, (WI = __.)

dz

Peryody te w'; wyrazimy przez w, i ich pochodne.
Calkujge réwnanie (8, § 2):

3 Loy
V=50 &y +@& >y,
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wzgledem z, mamy:
‘)8 1 l _l_ nr
(28) 55 Wi ~§w‘z ¥l T (e by (a) y

Stad wynika, ze:

[ty g’ — oy i) + (2 0" — ¥y W]

- 8’*“

=% ' (@) [ ' — Y o)+ (Y2 s’ — Ve ye))

' ) [n 8" — 1 9" (e ¥ — Ys v

+ v (@) [ "™ — v )+ W v — Ve ")

stad z uwagi na zwigzek (27) i zwiazek

(29) v — t ")+ v — v =10,
mamy :

1
(30) 50 [(yy wy' — ys wy) + W wy — Y wy")]

= (&) [0 45" — ¥ 3"+ @2 1" — ¥y "))
O wyrazeniu

(8D Wy 5™ — Yy ")+ W ¥ — Y ") =T (8),

zauwazymy, ze jestto funkcya zmiennej 2, posiadajaca jako punkty osobliwe,
mozliwie tylko ay, as, ay, a,, 00, Ze Dastepnie zaden z tych punktéw nie jest
istotnie osobliwy (nie jest bowiem istotnie osobliwy dla funkeyj y: (2) i ich
pochodnych) i nakoniee, ze ta funkcya pozostaje niezmienng przy podstawie-
niach (23, 24, 25, 26), t. j. przy dowolnych obiegach zmiennej 2. Jestto
wige funkeya jednowm'tos’:ciowa. algebraiczna, t. j. wythierna.

Funkeye te znalesé mozemy nastepujacym sposobem:

Z réwnosei (20) wynika:

[ 95 — ¥ ™) =+ (v 2" — 4 1")]

v — ' ") @ v — =0,
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a wige wedtug (31):

(32) W' g — 3 9"+ v — gl ") = — F(e),
skad znowu:
(33) W' v — ' ™)+ ' g — g Y") = — ' (2).

Biorge wiec pochodng wyrazenia (31) i uwzgledniajge (33), mamy:
W o™ — )+ @ " — g ™) =2 (2).

ROwno$¢ tg, pomnézmy przez w () i podstawmy z réwnania (3,§ 1)

9 gy L 3
WY == 2y — ey — oyl g s

mie¢ bedziemy z uwagi na (31, 29, 27):
—2yf =2y,
skad

[4
w(z) '

(34) fz) =

Stals ¢ znajdziemy, rozwijajac lews strone wyrazenia (31) w okolicy
ktéregokolwiek z punktéw a; np. najdogodniej, w okolicy punktu a.

W tym celu znajdziemy rozwinigeia w okolicy a, calek Yi.

Z teoryl réwnan rézniczkowyech Fuchsa?) wiadomo, ze wykladniki
k w szeregu:

Y = (z—a)* [4, + 4, (t—a) —+...

otrzymuje si¢ z tak zw. ,réwnania fundamentalnego okreslajacego®, ktore
dla réwnania rézniczkowego (3) redukuje sig do:

k(k—1)2 (k—2) = 0.
Stad wynika, ze wszystkie catki i réwnania (3) ,nalezg* do wykladni-

kéw & catkowitych dodatnich lub rownych zeru.

) . Crelle J., t.66.

icm
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Poniewaz nadto przy obiegu zmiennej » w kierunkn ujemnym catki y:
ulegajg podstawieniom (23), mamy rozwiniecia:

=P (=) + 2 log (s—ay)
Yo = DBy (z—ay)

Uy = Py (3—ay)

v = Py (s—a,),

gdzie P; = A - 4,9 (z—a;) + . ..

Mamy wige:
v — g ")+ @ v~y 9" = (5) =
(35) , "
ot 1 Ys ¥s L g®B% b g,
2 a1 (z—ay)? t3 i (zw—ap)? Z—ay +h :

)

—,5) do jest catks wzigta wzdinz to-
Vo ()

ru, okalajacego w kierunku ujemnym punkty z i ;. Jezeli wiege z'zn‘?xjdzie
sig w okolicy punktu a,, to tor ten mozemy uwazaé za kolo o promieniun do-
wolnie matym. Mamy zatem dla |z—q, | < {2—0a, |2

.
Zauwazmy jednak, ze y, =/ ¢
%

¥y (&) =Y (@) + %' (@) (—a) + %‘%ﬁ (e—a)® 4 .. .,

gdzie:
ES
_ {e—q)? do
¢ —*} V@)
2
~1
, 1 [ (z—ap Zda;,
v == | Vo (z)

, 1 [ (x—ay) édw it d,
Wy = — & [Emm Tl

(obieg B, jest ujemny).
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Podstawiajgc w powyzsze wyrazenia

1

1 1 U
— = () ? P (g 2 l——_l_lp-‘(w._aﬁ_l_“_
Vo (2) ' ' : 4y

i catkujgc po kole B, otrzymamy

ys (@) =0
-1
Yo' () =7t y' (q) 2
" wE B
Yy () = —g vy (007 2

it.d.

tak, iz:

1 . a2
Y3 43) = (z—ay) [+ ai g (@) T — Ty @)y (a) T (2—ay) + . ]

16

Podstawiajge to wyrazenie w (35), mie¢ bedziemy w okolicy punktu a,:

J ot —
Floy=— = TV @) | o,

wi(g) F—ay
Skad wynika:
¢==mi,
a wiec:
T
r9=5a

Zatem, zwigzek (30) miedzy peryodami w/ i 9, redu-
kuje sie do réwnania:

(301) (o wy' — vy wy') + (v, w0 — g, wy') = 20 @i

Biorge pochodng wyrazenia (80) wzgledem 2z, mamy z uwagi na to, ze
w = T Ve zwiazek miedzy peryodami /i Y
(36) Wy w' — ) - (e, — Yy wy) = 0.
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Stad wynika przez rozniczkowanie i z uwagl na (27)
@7 (" w0y — gy ) (" — gy ) =0
Nakoniec otrzymanie zwigzkéw miedzy peryodami w; i peryodami

wy, Y yx' takze juz nie przedstawia zzdnych trudnosel. )
Jakoz, catknjge rownosé (28) wigledem z, mieé hedziemy:

1 1 '
= o |y o)yt ds oy () W
30 Wi 8“?/ )yl d w(5) Yis

czyli, poniewaz:

J W'yl de =" yi — " oy — " ‘ ye ds + !t ’ dz J y; ds,
gdzie wI¥ =1.2.8.4:
2 ] " 4 "
o= et — o Y — o WY
wy =y W gy 3 ¥

Mamy zatem:

(w, wy — wy wy) - (wy' w0, — wy' W)

Lo [y ' 05" Yy — Wy' Yo)]
=735 Y [y’ gy — 'y ¥} + (o' Y3 s Yo

- % w [(wy' gy — I o A w' ys")]

Wyrazenie w 1-¢j klamrze jest to lewa strona réownania (39’) ze: z.m1;7n)10nym
znakiem, za$ wyrazenie w klamrze Z-ej jest lews strong 1‘0WI§0561[ ( -Me .

A wiec zwigzek migdzy peryodaml w, 1 we €
gatunkn 2-ga jest:

s 0 .,
(38) (! 10, — wy 10,) + (W' Wy — Wy Wa) = 5 ALY

7 tego zwigzku otrzymamy znown przez dwukrotne r()ﬁiczkowame
Y . . : 'y 0o gy ieé
dwa inne. I tak rozniczkujac raz jeden i podstawiajac w’ 1 Yi, W

bedziemy zwigzek migdzy peryodami ¥, wi:
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8

(39) (10 — Yy W) + (Yo 20, — Yy wp) = 9 iy,

Rézniczkujge zas (39) 1 uwsgledniajge (30) mie¢ bedziemy zwiazek
miedzy y/, w:

(40) (1" wy — y5" 101) + (W' wy — y, wy) = _g‘ @i,

7

§7.

Od zwigzkow, wyprowadzonych w poprzedzajacym ustepie przejdziemy
do zwyklych zwigzkéw Riemannowskich 1) jezeli jako calki drugiego
gatunkn wprowadzimy n.p.:

=)

3

£ dx

Vy @) @—a)

z? dx
€y == [ ————
S V(@) (m—e)
zwigzane z catkami E, i &, réwnosciami :
B =0 —3z7 ¢ 3225 — 295,
By =e —2:f 4225,

Peryody calek e, e, nazwijmy iy Nai

4 | 4, ] B | B,

A Ty | Me | My | N

ly Mor | Nag | Moz | Moy

'y Por. Einigsberger: Vorl iib. Theorie der hyp. Integrale (Leipzig, 1878, p. 69 i 70).
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wowezas :

Wi = 11— 32 2~ 322wy, — 29wy
2

- —=w =

N — 22wy, + 22wy,

Podstawiajac we wzorach (36), (40), (30'), (39), (38) za w;, w/ powys-
sze wWyrazenia oraz

Yi = W ~ Z Wy,

1
Y= — 5wy
2 3

mieé bedziemy:

(36 %) (Woy fay — Way 991) ~F (g Mgy — Wsg 7ag) = O,
" 8 .

(407) (Wer My — Way 713) - (s My — Wy ) = — A

B0 %) (wyy Moy — w5 7a) + W1y Noa = w0y 7ps) = — 8 @i,

00 * , . 16 .

(397%) (Wi Ny — 2wy gyy) + (045 94y — Wiy fg) — — e} (zt+Zay=i,
" N 8

(88%) (11 72" — Y1 713) -+ (o Hag — g W2) = —I_”g_(gzai‘l“tz_‘k‘:aiak)x

dla 4, k=1,2,3,4 oraz

i<lk.

Wprawdzie calki e, e, s3 szezegélne, gdyz punkty, w ktérym sie staja
nieskoficzenie wielkiemi, lezy w nieskoficzono$ei, tworzs one jednak system
catek gatunku IT fundamentalny i kazds inng catke tegoz gatunku o dowol-
nym punkecie nieskoficzonosciowym mozna, jak wiadomo, liniowo wyrazié
przez €1y €9y .711 j2'

§8.

Nakoniec zauwazmy, ze, rozwijajac wyznacznik:

l Y1 Ys Ys Ya
AN
Yi Yo Y3 Ys
RN l

Prace mat.-lizyez., t. 1X, 11

== (),
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wedlug wyznacznikéw czqs’ciiowych (rzedu 2-go) pierwszego 1 drugiego Gdy wiec nazwiemy:
wiersza, otrzymamy toZsamosé: ’
(1 ¥2) (s ) — W Ys") (Y2 Yy + G v W y) =10 ( )=, W) =00 (U 42V =— (1 b= () =1Ly (Yays) =05
1 3 3 ’
o . to:

gdzie (vi y+') == (¥s Y&’ — yx ¥¢), czyli z uwagi na (27):
Y ‘ ‘ ne ") =85 (h yh =& ..
(41) 1) (s y) + @ o) @e ) + (940 = 0. -
Podobni chodzac z wyznacznika oy ) =4" VT e =8

odobnie, Wy : -
l i tozsamogdei (41), (42), (43) przyjma ksztalt:

Yo Ya Vs U

A ! 5 . 4+ L =0,
EARTE A 0 (41" ISR S RN o
Y1 Y2 YUs U ’ (42)) Ll b =0,
AR AR : ) L L L = 3(7 )

i zwaZajac na zwigzek (29), otrzymamy tozsamos$cé drugg:
» 33 to zwiazki (16", § 4), zauwazone przez p Darboux.
(42) W 9" @ 9"+ 0 ) @ 93") + (1 3" = 0.

Jezeli nakoniec rozwiniemy wyznacznik:

Vi Y2 Ys U
wow' oy
(A AT ] kg
yl“l ygl/l yslll y4lll

c
—

. c ae \ o )

warto$6 te —; znajdziemy przy pomocy réwnania rézniczkowego 8| we-
lp

dtug wyznacznikéw czesciowych 1-go i4-go wiersza i dodamy wyrazenia

tozsamosciowo rézne zeru:

W ") (2 9) — Wy 93" 2 94") 4+ (s 9 (s 9) =0
i ' ") (' ") — ' ") (' ")+ (' 9d") (' ") = 0,
otrzymamy zwigzek:

43) [ w")+@/' ") [ v ' v H vy + @ v [0 05"

O [ 0+ O 0O =
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