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Stad oczywiscie wynika, zwaiy wszy na réwnanie (43) bedzie :

1 1y 7/ 1 .
.'L‘——T‘i‘: zi| < (1 + }Tﬁ) k”"___“l X (A—eP ,

(60)

¢co stanowi twierdzenie nastepujace: Biorge za niewiadomg Sre-
dnia arytmetyczng jej wartodci dostrzegalnych, .popelul’a—-
my blad, ktéry, najprawdopodobniej, nie przenosi wartosci
strony prawej nieréwnoseci (60). o

W analogicznym przypadku, wiadoma regula Ganssa wyraza sig
nierdwnoseig

1 T 2

€ — —717’2 {J_f,-\l < l_’% I/”_ 1 12 (8i—e)? ,

Kktérej strona prawa rozni si¢ od strony prawej nierf')vsf‘nos'ci (60) W&l:tOém@
prawdopodobns btedn najprawdopodobniejszego. Rézn}ca ta pochodz; §t@d,
se Grauss przyjmuje a priori réwnym zeru blad najprawdopodobniejszy.
Ale blad najprawdopodobniejszy jest, wlasciwie mowiae, l?lqde‘m pra.wdop‘o?
dobnym systematyczuym, ktérego, choébysmy nawet pewni byl'l dlo]‘dadno.scl
narzedzia, zaniedbywaé nie wolno z tego mianowicie powodu, ze Zrédtem je-
go moze byé takze i sam obserwator.
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1. Chcemy w tej pracy pokazac, ze z istnienia funkeyi Greena, od-
niesionej do obszaru (D), ograniczenego powierzchnia jednospéjng (S), maja-
¢g w kazdym punkeie okreslone i rozne od zera promienie krzywizny, wywnio-
skowaé mozna mozliwosé zagadnienia Dirichleta dlatego obszaru nawet
w tym przypadku, gdy wartosci szukanej funkeyi na powierzehni (8) maja
linie przerwy. Dodajemy, Ze w ponizszem przedstawienin dojdziemy do me-
tody bardzo prostej rozwigzania nastepujgcego pytania. Niechaj « (2, y, 2)
bedzie funkcya, czyniges zadosé rownaniu Laplace’a wewngtrz powierzch-
ni (S) i przyjmujacy na tej powierzehni wartosei z liniami przerwy; ozna-
czy¢ grasice, do ktirej dazy funkeya « (v, y, 2), gdy punkt (x, ¥, 2) na hiku
danym dazy do punktu, polozonego na jednej z linij przerwy. Pytanie to
nie jest bez znaczenia dla tego, ze od niego zalezy rozciggniecie na prze-
strzen procesu ,alternnjacego” Schwarza w zagadnienin Dirichleta.

2. Uproscimy wyslowienie, zapozyczajgc na chwile pewne terminy
z teoryi elektryczno§ei. Wyobraimy sobie, ze powierzehnia (§), utrzymana
na potencyale zero, jest poddana wplywowi masy elektrycznej rownej — 1,
skoncentrowanej w punkeie M (x, . 2), polozonym wewnatrz powierzehni.
Oznacamy przez u (v, y, 2, i, ', 2') gestosé w punkeie P (v,y, 7') elektry-
cznosei indukowanej w tych warunkach na powierzehni (§). Wyznaczymy
granice nizsza u, oraz granice wyisza u, tej funkeyi w, opierajac sie na
twierdzeniach nastepujacych:
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4). Niechaj (8,) bedzie powierzehnig zamknigts, zuajdujaca sig catko-
wicie wewngtrz powierzehni (S); styczng do tej ostatniej w punkeie P
i nadto taks, aby punkt M byl jej punktem wewngtrznym. Jezeli oznaczy-
my przez u’, funkeye, okreslong dla powierzchni (8,) tak samo, jak funkeya
« byla okreslona dla powierzchni (S), bedzie wtedy dla punktu P':

(1) w L .

B). Niechaj (S;) bedzie powierzehni calkowicie zewnetrzny wzgle-
dem powierzchni (8S), mogaca skladaé sig z kilkn powierzehni zamknigtych

i styczng do (S) w punkeie P; niechaj u'y bedzie funkcys analogiczng de W

funkeyi w i w, w odniesieniu do powierachni (S,). Bedzie wtedy w pun-
keie P:

(2) w K Uy

Aby dowiesé pierwszego z tyeh twierdzen, oznaczmy przez w potemcyal
warstwy pojedyricze] o gestodel u, rozpostartej na powierzehni (S), przez
w,, za$ potencyal warstwy pojedyiczej o gestosci w,’, rozpostartej na po-
wierzchni (S;), Funkeye w, i uw,’ w punkeie P, bedg mialy wartosci rowne,
tecz w kazdym innym punkeie powierzehni (§;) rézunica w,’— 1w, bedzie do-
datnig. Jezeli wige n oznacza normalng wewnetrzng do pow1e1zchm (8)
w punkeie P bedzie:

dwy’ e
vl > 1 .
an an

7 drugiej strony, pochodne funkeyj w,’ i w,, wzigte wedlug normalnej do
powierzehni (8) i (S;) w punkcie P bedy, jak wiadomo, réwnemi sobie.
Whnosimy stad bezposrednio, ze nieréwnosé (1) istotnie zachodzi.

W podobny sposob udowodnié mozna twierdzenie drugie.

3. 7 zalozenia uczynionego o powierzchni (S) wyplywa, Ze istnieé
bedzie diugosé o taka, iz kazda kula o promieniu a, styczna do tej po-
wierzehni w punkeie P, znajdowad sig bedzie albo calkowicie zewngtrz,
albo tez calkowicie wewnatrz tej powierzehni i bedzie z nig miata jeden tylko
punkt wspélny P. W calym ponizszym wykladzie przyjmiemy, ze najkrot-
sza odlegtosé punktu M (do ktérego odnosi sie funkeya %) od powierzehni
(S) jest co najwyzej réwna a. W tych warunkach punkt na powierzchui (S)
najblizszy punktu M bedzie jedynym.

Oznaczmy ten punkt przez O, weZmy go za poczatek osi spolrzednych,
pamigtajac, aby o§ z miala kierunek normalnej wewngtrznej do powierzch-
ni (S) w punkeie 0. Punkt M bedzie oczywiscie znajdowal sie na osi z.
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Polézmy:
(3) y = OM,

i otoczmy punkt O krzywsg zamkniety (C), nakre§long na powierzehni ().
Krzywa ta podzieli powierzchnie na dwie czesei; niechaj (S') bedzie cze-
dcig, zawierajgca punkt O, (8") zas czeScia drugg. Wybierzmy krzywa
() tak, aby rzut jej na plaszczyzng wx, v byt kolem o srodkn w punkeie O;
Niechaj 0 bedzie promieniem tego kola. Dosé wziaé & dosé male tak, aby
prostopadia do plaszezyzny «, y spotykala czesé (S') powierzehni (8) tylko
w jednym punkecie i aby nadto spelnil sie warunek nastepujgcy: Niechaj
(Z) bedzie kulg o promieniu o, stycznag zewngtrznie do powierzchni (S)
w punkeie P powierzchni (8'); wtedy bedzie mozna niezalesnie od poloze-
nia punktu P na powierzehni (8') zbudowaé kule (X') o promieniu nie-
wigkszym od a, styczng w punkcie. 0 do powierzehni (S) i ortogonalng do
kuli (X). Przyjmiemy, ze dtugo§é ¢ wybrano dostatecznie maly tak, aby
mozna byto uwazad jg za niezalezng od potozenia punktu O na powierzelni (S).
To majge, rozwazmy kule (X,) o promieniu «, styczng wewnetrznie
do powierzchui (8) w punkeie P («, ¥/, 2), polozonym na powierzehni (')
Liatwo widzieé, ze bgdzie mozna znalesé liczbe dodatnia 2, niezalezna od po-
lozenia punktu O na powierzchni (8) i taks, aby pod jedynym warunkiem

(4) a2 //’2 < Ay

punkt 3 znajdowal sie wewnatrz kuli (X)).

Gdy warunek (4) jest spelniony, wtedy w celu zastosowania twierdze-
nia (4) w Nr. 2 mozemy powierzehnig () utoz':samié kula (X)). Oznacz-
my przez d odleglosé punktn M od Srodka kuli (X,): niechaj bedzie r=2MP.

‘Wartosé funkeyi «, w punkcie P bedzie wtedy dang przez wzér dobrze
zhany

Z drugiej strony, kladge o = a'* - »'? i oznaczajac przez k staly dodat-
nig, niezalezng od polozenia punktu O na powierzehni (), znajdujemy:

o} —d*>2ay — pt — Lox
Poniewaz funkeya wu, jak wiadomo, nie staje sie ujemng, w zadnym punkcie

powierzelni (S), mozemy na zasadzie poprzedzajacego nastepujacym spo-
sobem okresli¢ fankeye w;, ktora bedzie stuzyla nam jako granica nizsza
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fonkeyi w: w kazdym punkeie powierzehni (S’), ktorego spélrzgdne spraw-
dzajg nierdwnosé {4) bedzie:

2 92

— fmar

)

"
SN A ‘
273

®) = 4z ard
we wszystkich za§ innych punktach na (S') i we wszystkich punktach na
(S") bedzie:
(6) u, = 0.

4. Przejdzmy do szukania granicy wyzszej w, funkeyi w izalézmy
pajprzéd, ze punkt P, do ktérego odnosi si¢ funkcya u, lezy na czesei (S")
powierzehni (S). Zastosujmy twierdzenie (8) Nr. 2, zastgpujgc powierzch-
nig (S,) ukladem dwu kul: jednej (S%) o promieniu stalym R <C a, stycz-
nej zewngtrznie do powierzchni (S) w punkeie O, drugiej (8";) réownej (S,)
i stycznej zewngtrznie do powierzehni (S) w punkcie P. Przyjmijmy, ze
dlugosé R wrzigto dostatecznie mala, by stosunek odleglosei srodkéw kul
(S,) i (S%) do 2R nie byt nizszym od pewnej liczby statej », wiekszej od
jednogei bez wzgledu na polozenie punktu O na powierzchni (S) oraz punktu
P na czesei (S') tej powierzchui.

‘Wiadomo, Ze teorya obrazéw elektrycznych pozwala bardzo latwo zbu-
dowaé funkeye Greena dla przestrzeni, znajdujgcej sig zewnatrz kul (S')
i (S",). Zastanawiajgc sig nad otrzymavem w ten sposéb wyrazeniem fun-
keyi i uwzgleduiajge uczyniony wyzej wybédr dingosci K, bedzie mozna spo-
strzedz, 7e zawsze da sig oznaczyé stata dodatnia A4, niezalezna od poloze-
nia punktu O na powierzehni (S) i punktu 2 na czesel (S") tej powierzch-
ni i taka, ze w kazdym punkcie kuli (S") bedzie:

wy< Ay.

Wynika stad, ze w przypadku, gdy punkt P jest polozony na eczesel
(S") powierzehni (S); granice wyzsza u, funkeyi v mozna okreglié za po-
moca rownania ‘
(7 wy = Ay.
Zalozmy teraz, ze punkt P jest potozony ma czesei (S) powierzehni (S).
Niechaj (=) bedzie kula o promieniu e, styczng zewnetrznie do powierzchni
(S) w punkcie P, (X’) kulg o promieniu o', .ortogonalng do kuli (X) i sty-
czng w punkcie O do powierzchui (5). Powierzchnia zewnetrzna bryly,
utworzonej z kul ()i (I, niechaj odgrywa rolg powierzchni X,.
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» ’Przy pomocy’ t'enryi obrazéw elektrycznych (Maxwell, Traité d'éléc-
tricité et de magnetgm,e, T. T, str. 318), oznaczajac przez a, o’ i » odleglodei
vunktn M od srodkéw kul (3) i (2") 1 od punktn P, przez ! odleglosé

punktu P od Srodka kuli (X), znajdziem j Zeni
wr k ) y latwo nastepujace azenie
wartosé, jakg przyjmuje funkcy,a w, W punkeie P: epace T B

® wy="—"0 11 <t
\ 78 2 ,.9 Iz r9 °
e | W @ e
Jest jasnem, ze:
, aﬂ_ 2
) wy < 4::&:3 '

Z dru'gifaj strony, przyjmujge, jak wyzej, o =22 -+ ¥'%, poznajemy bez tru-
dnosei, ze mozna znales¢ staty dodatnia m, niezalezng od polozenia punktu O
na powierzehni (S) taks, aby byle:

(10) @ —a*<<2ay 43?2t m o,

skad, ze wzgledu na nieréwnosé (9), wyplywa:

72
dna

2
4

Wo < -V
2 << 2 r? +

m .
73 + in a ¥®

Mogliby$my zatem potozyé:

2

(11)

? 7 0
Uy = 3 m S
271:'1*3+ i q 3 + dmard ’

lecz uczynimy to tylko dla wartosci o, sprawdzajacych nieréwnosé
@<,

zachowujac sobie inne okreslenie funkeyi , dla innych wartosci o Witym
celu polézmy :

P={a?r 4@ —

@9 @ —

i napiszmy wzér (8) tak:

a’2 r? a’4 gé
W, = @ —d (P—a’) @+d) (P—a? I+ =5+ 5
4 ard P o' drd
14 7
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a'?r?
Mamy <1, astad:
P
, 3 o'—a (a?—a?) (¢ +e&) P—ad'?)
EER R e Y :

g poniewas o' —a'=y, P >a'? 2, przeto:
p )

) ,w+LWLw>
ot
(13) uc_,<-;——7’~.“ e LA )

47 12 72 . aa

Zanwazmy, ze istniejg dwie stale dodatnie & i g, niezalezne od polozenia
punktn O na powierzehni S, takie, ze o' > g% 12— a? < go? skad przy
uwzglednienin nieréwnosei (10), (18) i przy warunku

(14) e*>7,
bedzie:

' 4
Uy <97,F,

gdzie n jest stala, niezalezng od polozenia pusktu O na powierzchni (S)
A wiec dla punktéw czesei (S°) powierzchni (S), ktérych spélrzedne ezynia
zado$é nieréwnosei (14) mozemy przyjgé:

(15) Uy == N 7—7; .

5. Dajmy, Ze mamy znales¢ funkeye v (2, v, 2), czynigeg zado$é we-
wnatrz powierzehni (S) réwnaniu Laplace’a i przyjmujaeg w punkeie
(', i, 2') tej powierzchni wartosé, ktérs przedstawia funkeya f (', ¥, 2').
Oznaczmy przez ds element powierzclmi (S) w punkcie (', ¢/, 2') i niechaj
u (x, y, 2, «, ¥/, z) oznacza funkeye, okreslong w ust. 2. Teorya funkeyi
Greena pozwala spodziewaé sig, ze funkeya szukana wyrazi sig za pomo-
¢§ Wzoru

(16) o= [wim oty 2 F @y, ) d,
‘%
gdzie skaznik S oznacza, ze calkowanie ma byé rozciggniete na caly po-
wierzchnig (S).
Okazemy, ze tak jest w istocie, skoro tylko funkeya f (&, ¥, #/) czyni
zado$é warunkom nastepujacym:
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19 jej wartosé bezwzgledna nie przekracza nigdy stalej dodatniej B;

29, jest ona wogdle dobrze okreslong i ciagla, z wyjatkiem pewnych
linij, ktérych og6t oznaczmy przez (L) przy przejécin, przez ktére zmienia
sie nagle o ilosé skonczong, stajac sig nieoznaczong na samych liniach.

Tunkeya, okreslona réwunaniem (16), ezyni zadosé, jak widzimy, réwna-
nin Laplace'a wewngtrz powierzehni (S); idzie wiec tylko o przekonanie
sie, ze przyjmuje wartosci, przepisane na samej powierzehni. Wyplywa to
Lezposrednin z twierdzenia nastepujgcego:

Oznaczmy przez y najkritsza odleglosé punktu (z, y, z) od powierzch-
ni (S) i niechaj bedzie:

73 = (2—'P + (y—y)? -+ (z2—2")%;

réznica

R SRV o S S T N
dgzy rownomiernie do zeva, gdy y do zera dazy. Inaczej méwige, kazdej
liczbie dodatniej dowolnie malej ¢ odpowiada liczba dodatnia s taka, ze
przy warnnkn y < p jest

ds | < &

|
5

I f'f(m’, Y, 2)
. 9.3

Aby tego dowiesé, przyjmijmy — co nam woluo ~— ze y ezyni zadosé réwno-
czesnie trzem nierdwnosciom:

& "
y<a, 7'<T’ y < &%
gdzie 6 i 1 s3 elementami, okreslonemi w ust. &. W tem zalozeniu, bez
szkody dla ogoélnosci, mozna przyjaé, ze:
Fy, 2 >0

bez wzgledu na potozenie punktn (', ¥/, 2') na powierzchni (S). Lecz przy
tych warunkach jest:

a8 [y mds < [F@y.uis <[ 7@y, ds.
5 ‘s s

Otz uwzgledniajge otrzymane wyzej warto$ei na u, i 1, znajdziemy
z Jatwoscia, ze kazda z réznic:
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e y (f@ye)
/f(w Yy 2)u ds — 2;‘ ——T—(h,

5

’ , y (& Y. 2)
I 1oy 2wy ds — —2—7—(' s,
5 K]
dazy rownomiernie do zera wraz y. A wiec na mocy nieréwnosei (18) réz
nica (17) ma istotnie te wiasnosé, ktéra cheieliSmy uzasadnic. )
Jest tedy jasnem, ze pytanie, postawione w ustepie 7 mozna uwazaé za

rozwigzane.

0 PERYODACH CALEK HYPERELIPTYCZNYCH
RODZAJU p—2.

NAPISAL

STANISLAW KEPINSKI.

‘W kilkn rozprawach o réwnaniach rézniczkowych ?), ktérym czynig za-
08¢ peryody calek hypereliptycznych, rozwazanych jako funkcye jednego
z punktéw rozgalezienia powierzchni Riemanna (dwuliSciowej), powraca
Fuchs kilkakrotnie do wyprowadzenia (z wlasnoSei wspomnianych réwnai)
znanych zwigzkow dwuliniowych, istniejacych migdzy owemi peryodami.

Ogranicza sig jednak Fuchs ostatecznie do wyprowadzenia zwigz-
kéw dwuliniowycl, istniejacych tylko migdzy peryodami calek gatunku
pierwszego (t. j. wszedzie skoiiczonych). - Nadto, biorge za punkt wyjscia
réwnanie rézniczkowe, ktéremu czynis zadosé peryody catki

[ 0

. V_'z;.yt(a:) (;z:-g:j—— !

') L. Fuchs: Die Periodicitiitsmoduln der hyperellipt. Integrale etc., Crelle’s J, 71
Ueber rationale Verbindung der Periociditsint. etc. ibidem;
Sitzungber. der Akad. der Wisgensch. Berlin, 1888, 1889, 1890.
R. Fuchs: Ueber die Percodicititsmoduln der hyperelliptischen Integrale, Crelle's J.,
Bd. 119, 1898.
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