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jest jednakowoz ilosciowo zupelnie analogicznym do .odnos’l.aeg"o rezultatu
dawniejszej teoryl, w ktorej natezenie pradu olfreélono :]ako ,.,ﬂosé elgktrycz-
nosci przeplywajacej przez przekroj przewodnika* w ciagh Jednosi:,kl cia,su.

TInterpretacye wszelkieh innych pojeé (pomocmczth Iub _ma‘]gcyc ‘na.
celu skrécone wystowienie odnosnych twierdzed) zwyktej teo1:y1, ktora-w ra-
chunkach przynajmniej zaklada ciaglosé przestrzenng ?atex'ylAg}'u‘PszeJ, mo-
#na drogg powyzej wskazang wyprowadzié bez.trudnoscl z Zf.ﬂozen zasadni-
czych i twierdzen gtownyeh wylozone] tu teoryl molekularnej.
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Traktujge ten sam przedmiot wr, 18941), zdolalem uniknaé drugiej
hypotezy Graussa, czyli tak zwanego prawa sredniej arytmetycznej; nie
moglem sig tam jednak ustrzedz hypotezy pierwszej, mianowicie zalozenia,
ze prawdopodobienistwo bledu jest funkeys tylko bledu.

W pracy niniejszej odrzucam obie hypotezy G aussa, a wychodze na-
tomiast z zasady ogélnej, ze prawdopodobienstwo popelnienia bledu, przy
dostrzeganiu pewnej niewiadomej, zalezy od tej niewiadomej i bledu; jest to
oraz funkeya przerywana. Zadanie polega na tem, aby dobraé funkeye cia-
glg dwoch zmiennyeh, ktéraby w odpowiednich punktach ows funkeye prze-
rywang odtwarzala. Ale wtedy zadanie jest nieoznaczonem; oznaczonem
nalezy je dopiero nczynié¢ przez wybér funkeyi, najlepiej celowi odpowiadajs-
cej. 'W tem wiasnie wyborze pomienionej funkeyi lezy cala trudnosé zadania.
Osmielam sie mniemad, ze trudnosé t¢ pokonatem szezesliwie.

) Prace mat.-fiz., t. V, ,,0 metodzie najmniejszych kwadratow* str, 103—117.
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§ 1.

Wyobrazmy sobie #;, #,, ..., @, ogllnie z;, jako wartosci dostrze-
galne niewiadomej , otrzymane w jednakowych warunkach i godne jedna-
kowego zaufania!). Wartosciom tym odpowiadaja bledy
(1) gy L—Lay ooy BTy

ktire uwazaé nalezy jako zdarzenia wzajemnie niezalezne, a prawdopodo -
bienistwo bledu

(2) Ai=a —uy,

ktory w szeregu (1) powtarza sig, powiedzmy, m; razy, wyraza sie, na zasa-
dzie twierdzenia J. Bernoulli'ego, granicg ilorazu :

®) 0s = (3] Whuco -

Zauwazmy jednak, ze ¢, wyraza prawdopodobienistwo biedu A; w tem -

tylko zatozenin, iz popelniony zostal przy dostrzeganiu jakiejkolwiek niewia-
domej z. Jesli wige oznaczymy przez r; prawdopodobiehstwo, Ze blad A,
popeliony zostal istotnie przy dostrzeganin niewiadomej z, a nie innej,
wowezas prawdopodobiefistwo popelnienia bledu A, dedajmy: przy dostrze-
ganin niewiadomej x, — wyraza sig iloczynem

(4) . Pe==1i Qi

ktory juz stanowi zupelne okreslenie prawdopodobienstwa blgdu.
Widoczna, ze prawdopodobienstwo p; zalezy od z i4;; mamy tedy
ogdlnie:

(5) =@ (2, 4).

Lecz 7e p; odnosi sig tylko do tych ukladéw wartosei x, A;, ktére wy-
razaé mogs niewiadoms i jej odpowiadajgce bledy, przeto p; jest fankcys
(%, A) przerywang. Mozemy jednak pomysleé sobie funkeye ciagla ¢ (x, 4)
ktoraby w odpowiednich punktach (z, A;) odtwarzala wartosei p;. Zadanie
jest wogole nieoznaczonem, bo funkeyj ¢ (x, 4), zado§é czynigeych warun-
kom (5), jest nieskonczenie wiele. Idzie tu wszakZe przy tem i nadewszyst-
ko o to, aby z pomigdzy mozliwych funkeyj ¢ (2, A) wybraé najlepiej odpo-

%) W ten spossh wyrazamy, ze wartodei m: (1,2, 3,...,n) dostrzeione zostaly
przez tego samego obserwatora i tem samem narzedziem.
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wiadajgeg naszemu celowi; jak zas nalezy rozumieé to ,,najlepiej”, wyjasni-
ny zaraz.

Jakakolwiekby byla funkeya ¢ (. A), byleby zado$¢ czynigca warun-
kom (5), iloczyn

6) ® (@, 4) @ (2, 4) ... ¢ (z, A,)

wyobrazaé bedzie prawdopodobienstwo spitistnienia bledéw A,. Zanwazmy
jednak, ze kazdy czynnik tego ileczynu, jak i sam iloczyn, wyraza odnosne
prawdopodobienstwo tylko dopity, dopdki @ wyobraza wartosé niewiadomej
prawdziwg, bo tylko dopéty spelniaja sie warunki (5). Po za tem, ani zaden
czynnik pomienionego iloczynu, ani sam ten iloczyn, nie moze juz wyrazaé
prawdopodobienstwa. Owbdz, przez funkeye ¢ (, A), odpowiadajacg nasze~
mu celowi ,najlepiej“, rozumie¢ bedziemy taks i tylko taks, dla ktérej: z po-
migdzy réznych wartosci, pomyslanych na niewiadoms z, ta jest zarazem
i najblizszg prawdziwej, ktéra przywodzi iloczyn (6) do maximum. Wow-
czas bowiem to maximum posiadaé bedzie warto§é mozliwie zblizons do ilo-
CZYNU Py Ps ... Pu, czyli do prawdopodobieristwa spotistnienia bleddéw praw-
dziwych A;; a wiagnie, prayjmujge za prawdopodobietistwo p funkcye ¢ (2, A)
ciggla, o to nam giownie i$¢ powinno, zeby, wobec niemozliwosel wyrazenia
wtedy Scisle tego prawdopodobielistwa, wyrazi¢ je przynajmniej mozliwie
najdokladniej.

" Stawiamy przeto zadanie wyznaczenia takiej funkeyi cigglej @ (v, 4),
dla ktovej: wartosé =z, przywodzaea iloczyn (6) do maximum, jest zarazem
mozliwie najblizsza wartosci niewiadomej = prawdziwej.

‘Wartosé niewiadomej , zadosé czyniacg powyzszym dwoém warunkow,
nazywaé bedziemy wartoscia tej niewiadomej ,,najprawdopodobniejsza‘.

Zamiast iloczynu (6), mozemy rozwazaé jego logarytm naturalny. Jezeli
oznaczymy wtedy przez & warto$¢ niewiadomej 2 najprawdopodobniejszg
i zalozymy odpowiednio:

(7) 51‘ == L—®:,

to warunek konieczny maximum tego iloezynu wyrazi sig réwnaniem:

dlg o (Z, A + alzip(a“v,;)ﬂ}:o

(8) x|zt T

i
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Oznaezmy, dla krétkodei, strone ]ewé tego réwnania przez 2, t.j. za-
Yozmy:

— d lg (E’ Ef) 2 lg @ (E} 51’)
® h=x{ % T 3 }
i zauwazmy, Ze wedlug tego zalozenia, 1 jest funkeysg ilosel Z, &, Ay, ..., A

Jedli wige w wyrazeniu 1 uwzglednimy podstawienia (7) i rozwiszemy row-
nanie A=0 wzgledem %, znaidziemy na = funkeye ilosei #,, @, .. ., =, kiéra
to réwnanie sprowadza do tozsamosei. W tem rozumienin tozsamosci 4 = 0,
bedziemy mieli réwniez tozsamosciowo 84 /3, = 0. '
‘W mysl powyzszej uwagi, otrzymujemy uklad réwnan:
22 dl oz a2
10 — = s — = ==
(10) @ m
(7=1,2,...,m),
w ktérym
[ 24 ol

a &= % TF

wyobraza pochodng 1 wzgledem Z zachodzgcego wyraznie i za posredni-
ctwem A, Agy ..., An.
Przy pomocy zwigzku (11), z ukladu réwnai (10) znajdujemy:

(12) ==y
gdzie
@w_a
(13) = dd,d_la;l
dx

Poniewaz réwnanie 1 = 0, czyli rownanie (8), wyraza warunek konie-
czny maximum ioczynu (6) ze wagledu na zmienng z, przete pochodna
dl/dx powinna by¢ ujemng, albo réwna zeru. Powiadam, ze di/dZ zerem
byé nie moze.

Jakoz, oczywista, ze ani jedna z pochodnych 9% /8z; nie moze byé nie-
skoficzenie wielky. Jedliby wige byto di/ds = 0, otrzymalibysmy wtedy
z réwnan (12) i (13) oraz ukladu (10):
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o2 N
(7 ¢4
1t = =0, Ty =0, (1==1,2,.... %

v Lv' w4, ezyli strona lewa réwnania (8), nie zawieralyby wtedy ani
Z, anl &, co byé oczywiscie nie moze. Pozostaje przeto mozliwg tylko war-

to§¢ ujemna dla pochodnej di/dz, t. j. warunek :

15) j—; <.

§ 3.

Skoroémy sie¢ juz upewnili, ze di/dZ zerem by¢ nie moze, funkeya T
“ozyni zado&¢ z pewnoscig réwnaniu rézniczkowemu (12), w ktérem u, wediug
wzordw (13) i (9), zalezy od =z, A, X,..., Ax, & wiec zalezy-od %=
wyraznie i za posrednictwem A, A, ..., As, & od z; za posrednictwem
Ay, (0=1,2,...,n).

Poniewaz jednak réwnanie (12) jest czgstkowem, wyraza ono tylko wa-
runek konieczny dla wyznaczenia funkeyi z. Te funkeye Z nalezy zatem
poddac jeszcze jednemn warunkowi, a mianowicie: wyrazié, zgodnie z wy-
maganiem § 1, Ze z pomiedzy wszystkich, zado§é czynigeyeh réwnanin (12)
ma sig nadawaé ,najlepiej* do odtwarzania wartosci niewiadomej x praw-
dziwej.

Zasadnicza réznica miedzy niewiadomg @ i jej wartoscig najprawdopo-
bniejszg = polega oczywiscie na tem, ze pierwsza od punktu (2, @ ..., Zn)
zgola nie zalezy, a druga jest funkeya tego punktu; mamy tedy w tem ro-
zumienin

- e L o%
(16) de = 0, (17) dif = % EJZ.’U,‘.

Lecz ze funkeya T ma w punkeie (%, @, ..., %) odtwarzaé niewiado-

" mg z mozliwie najlepiej, a niewiadoma ta, jak wida¢ z réwnania (16), posia-

da charakter statej nie zas funkcyi, przeto funkeya Z powinna mozliwie do-
kladnie odtwarzaé wogole stalg, lub, co jest to samo, powinna zalezyé od
punktu (z,, @, ..., r,) minimalnie. Stad wyptywa, Ze z pomiedzy wszyst-
kich funkeyj %, zado$é czynigcych rownanin (12), ta najlepiej odpowiada
naszemu celowi, ktorej rézniczka dx zawiera sig w przedziale najmniejszym;
pomieniona bowiem rézniczka zerem byé scisle nie moze, ale najblizszg zera
by¢ moze.
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Jakoz, z rownania (17) wynika nastepujgee:

\ — 0T \? oz dx 2
2 = il 2 p — e o
a8 @ =3 (ax,-) et -3 ( o 10— dm) ,
a z tego wynika znown nierdwnosé
B T\ 2
(19) |dz| <I/ 2(5?;-) 5 ds .

W mnieréwnosei tej ezytamy, ze przedzial, w ktérym sie zawiera réa-
niczka dz, posiada minimum, i ze je osigga pod warunkiem nastepujgeym:
(20) = |

37 \? .
=] == MINMmuUm.
3.’/},*

Pod warunkiem tedy (20), rozniczka funkeyi F jest najwiecej zblizong
do zera, a sama fimkeya Z do stalej, jak byé wlasnie miako.

§ 4.

Oznaczmy przez 0% waryacye fuukeyl %, tylko nie wazgledem punkta
(1, %, - ., 2,), ale Wzgledem jej natury. Biorac w tem zatozeniu warya-
cye réwnan (20) i (12), znajdziemy: i

5 0z 9ox
1) i il
oraz
26z dp
2 = L 5%
(22) %‘ ox; oz oz,

gdzie du/dZ wyobraza pochodng ilosci u wagledem 7, zachodzgcego wyraznie
i za poSrednictwem ilosei ;.

Oznaczmy teraz przez o czynnik, inajgey sig dopiero wyznaczyé i, po-
mnozywszy réwnanie (21) przez 1/6%, a réwnanie (22) przez o /6%, dodaj-
my je stronami odpowiedniemi; znajdziemy:

(23) = (:—§+w) g , ap

: F A i
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W réwnaniu (23), kosztem nieoznaczonosci czynnika o, funkeya lg 6%
staje si¢ zupelnie dowolng, tak, ze réwnanie to rozpada sie na n-+1 réwnan,
z kidrych jedno jest : '

an
dx

24) l

a n pozostatych sg postaci nastgpujgcej:
(25) . oo + w == 0, G=1,2,...,8)

Z réwnat (25) otrzymujemy:

(26) = — @ dX o,

co dowodzi, Ze # 1 w mogy zalezeé jedynie od sumy Xz, a wige, Ze e
jest funkeya samego Z. Rugujac przeto pochodne 37 /dx; z réwnai (12)
i (25), znajdujemy zwigzek

27) n=—nw,

z ktorego wyplywa, ze u zalezyé tylko moze od samego Z, podczas gdy
wedlug réwnania (24) to samo x od T zalezeé¢ zgola nie powinno. Zwig-
zek (27) utrzymuje sie wige jedynie pod warnnkiem, Ze p i o sg liczbami
stalemi. )

Skoro p state, z réwnan (26) i (27) otrzymujemy

28) F=p (l zw,--}-s),

n i

rozumiejge przez e nows stalg.

5.
Kiedy juz funkeya z jest wiadoma, mozemy przystapié do wyznaczenia

natury funkeyi @ (z, A). W tym celu uwzglednijmy w rownaniu (13) pod-
stawienie (11), t. j. wyrazmy to réwnanie pod postacig:

o e
s =L — = = 0.
(20) #oHeD I
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Ze wagledn na zatozenie (9), catkg tego réwnania jest

(30) I=2F{l—wZ+4u LY
gdzie F jest symbolem funkeyi dajgeej sie atwo wyznaczyé.

Jakoz, rownanie 4 = 0 powinno by¢ tozsame z réwnaniem (28); wy-
razajac zas to ostatnie pod postaciy

(3D Z{1—p E+p (e =0

i baczae na nierdwnosé (15), spostrzegamy, ze funkeye F w (30) nalezy tak
uszezegdlnié, izby bylo

(32) 1= —2 (%) 3 {(1—p) 7+ p (3—o).

gdzie & oznacza staly.

Tym sposobem na ilo§é 2 mamy dwa wyrazenia: (9)1(82). Z poréw-
nania tych wyrazei otrzymujemy tozsamosé, a z tej wynika znowu réwnanie
nastepujace:

o dlgp(zd) | 2lgg(xA ST
@ ZELED . TEEED — o) famm a ot u ()

Calka tego réwnania jest:

2

lg o) =g v =) — 1 ([ Ea ]

albo raczej

-0 1:-“}':1:+ A—sr )
(34) P (2, 8) =y (@z—2A)e G ) ,

gdzie y oznacza symbol funkeyi dowolnej.

Scisle rzeezy biorae, wazor (34) nie wyraza jeszcze prawdopodobienstwa
biedu A, popenionego przy dostrzeganin niewiadomej z, ale wyraza dopiero
takg funkceye o (x, A), dla ktdrej: wartosé =, przywodzgca iloczyn (6) do
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I]i&?il.ﬂum, jest jednoczesnie i funkeyg punktu (x,, oy, . - ., ,) 1 mozliwie blizka
stadej.

Z rozumowania wszakze naszego wynika oraz i to, ze ta wlagnie fun-
keya @ (z, 4), jakkolwiek ciggta, nadaje sig przeciez do wyrazenia prawdo-
podobi.eﬁstwa bledn z pomiedzy wszystkich funkeyj ciagtych najlepiej,
a w miarg im wiecej punktéw plaszezyzny 2, A wyczerpuja mozliwe uklady -
wartodci niewiadomej i jej odnosnego bledn A, z tem wiekszem przyblize-
niem fankeya ¢ (x, A) wyraza prawdopodobiefstwo bledu.

To wiedzge, zauwazmy przedewszystkiem, ze funkeya ¢ (, 4) powinna
mieé maximum; w przeciwnym bowiem razie moglaby ona nieograniczenie
rosngé, a wiemy, ze prawdopodobiefistwo nie przekracza nigdy jednoscl.

Poniewaz, wedlug (34), uklad wartosci (z, A), przywodzacy ¢ (z, 4)

.do maximum, zado§¢ czyni réwnaniom

p’ (gg—-i)_g N (1—-}Lv A 1—/,(__
s Py p— 2k m x—‘—_\—a) P’ = {,

(35)
oy @—=3) o l—u )__
|~y — 2 (__# # A g)=0,
ktére sie redukuja do nastepujacych:

(36) L;;ﬁ r4+Ad—2=0, v’ (—A4) =0,

przeto widoczna, Ze spétezesnie z ¢ (2, A), osigga takie maximum i fun-
keya p (z—A).

Zalézmy wiec
(37 w (p—A) = [maz. p (x—A)] 8 (2 - 1),
gdzle oczywiscie
(38) 0B (x—A) K1,
a tem samem, zamiast (34), polézmy

) e (S arand)
(39) @ (2, A) = [maz. y (z—A)] O (z—A) e = ) .

Powréémy teraz do wyrazenia funkeyi Z, (28), i zanwazmy, ze zawiera
ono dwie stale: ¢ 1 u, z ktérych pierwsza jest liczbg mianowang, a druga
oderwans, i gdzie od znaczenia pierwszej zalezy warto§é drugiej. Na-
dajmy stalej ¢ znaczenie blgdu najprawdopodobniejszego, t. j. zatbzmy
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@ (2, &) == max. ¢ (%, A) 1 szukajmy odpowiedniej wartosei u. Poniewaz

weiltug (39):

I (1 ;"’ zc)

@ (2, &) = [maw. w (x—A)| 0 (.’17——6')v e ,
aby wiee stato sig zado§é zaitﬁonemu warunkowi, mie¢ powinnismy:
(40) 8 (2—e) =1, (41 u=1.
Z réwnania (;O) wynika
(42) : w =y e,
gdzie x, jest plerwiastkiem rownania 8 (z,) = 1, ktéry widocznie jest war-

toscig niewiadomej najprawdopodobniejszg dostrzegalna; na mocy za§ row-
nania (41), wzory (28) i (39) przywodza sig do nastepujacych:

(43) F= b Sate
oraz )
(44) @ (x, ) == |[maw. p (x—A)] 0 (2—A) g~ Fd—a2,

Pozostaje tedy wyznaczyé jeszeze max. p (z—A4).

W tym celu zauwazmy, ze niewiadoma z i blad A zawieraja sie z pe- ‘

wno$cia migdzy — oo i 4 oo, a wiec ze

wais.  (w~—A) e Foo
, mast. y (L~ . R )
(45) AR e [oe—ya=1.

Ale poniewaz catka z czynnikiem podcalkowym dx od A nie zalezy,
przeto zakladajae:

“+ oo
(46) [ 8 (r—A) dp =1
i wiedzac, ze
Foo —
0 [ erumr =",
e

icm
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z réwnania (45) znajdziemy:

hdAdx
max. p (t—A) = —
p (x—A4) 7
i wzér (44) przyjmie ostatecznie postad:
(48) @ (x, A) = h_@(___hw e~ (= A d .

1Vz

Na mocy réwnania (46), z wzorn (48) otrzymujemy:

+ oo
L W
(49) -{Z{- @ (2, A) du :ﬁ e— 1 (d—eF gA

Wzir (49) wyraza prawdopodobieristwo bledu w zalozeniu, ze niewia-
doma ma wartos¢ jakgkolwiek; jest to, wyjawszy staly ¢, prawo Gaussa,.
Na zasadzie tego wyniku z wzoru (48) wypltywa, ze prawdopodobieristwo
bledu A, popelnionego przy dostrzeganiu niewiadomej 2, jest iloczynem
prawdopodobiefistwa @ (z—A) dz/ I, ze blad A dotyczy niewiadomej x, przez
prawdopodobienstwo he—*(4—~*dA [Vx, ze wartoScia tego bledu jest A.

§7.

Zakladajse @ —A=a, wzor (48), na mocy réwnania (42), mozemy
jeszeze tak wyrazié:

hdx, da

(h0) x (@ z) = 7

8 (a) ¢~ 1" e—s,

i wtedy, w zatozeniu, ze wartoscia niewiadomej najprawdopodobniejszg do-
strzegalng jest z,, wyraza on prawdopodobienstwo, ze a jest takze jedna
z wartosei dostrzegalnych tej niewiadomej. Poniewaz jednak, miedzy rézne-
mi wartosciami dostrzegalnemi niewiadomej x, znajduje sig¢ prawdopodobnie
jedna, réwna x, a x zawiera sie z pewnoscig miedzy — oo i + oo, przeto
catka

+oo Feo
1) - % 2 (@, 20) dz = ’; ‘IZ/”_" f 8 (@) o= P2 s,
. It .
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wyraza prawdopodobieistwo zdarzenia ¢ = w, lub, co jest to samo, zdarze-

nia ¢ — x, = & — .
Ale rézniczkujac réwnanie (51) wzgledem z, i dzielge przez 212, znaj-
dujemy nowe:

1 dk 1

T = | 1w ) d,

—cc

(52)

ktdrego strona prawa wyraza ziowu nadzieje matematyczng, ze a—x=r—u,.
Ze za$§ ta sama nadzieja matematyczna réwnaé sie takze powinna
k (z—ax,), otrzymujemy zwigzek

ke

— = — 2B2 I (0y—) .
s 12 I (2—2)

Stad znajdujemy

k= ce Wim—aF,
a na zasadzie réwnania (42):
k=ce ¥,

k wyraza zatem prawdopodobienstwo bledu najprawdopodobniejszego .
Poniewaz ten blad zawiera sig z pewnoseig miedzy —co i + co, mamy na
zasadzie rownania (47)

&

(53) h= o e e,

jako wyrazenie ostateczne na prawdopodobieiistwo bledu &

§ 8.
Roswazajmy teraz prawdopodobienstwo ukladu bledéw A; == % — z;:

I 0 (2,) 0 (25)...0 () oI

8?
2 dx dA, dA, . .. dA, .
I Var e

(54 P=

Zakladajge, jak w § 2, A, =% — x, i roznmiejac przez ¥ wyrazenie
(43), mamy

icm
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(55) = @) =n (@0—EP 4 T (G—e)?,
a tem samem |

. 8 () 8 () ...0 (1) —iht@—tp—msG— e
(66) P L2200 O] mue ity gy oy,

Zalozmy teraz

t. j. na mocy rownania (27):

Q= ()0 () - -+ 8 () e‘]‘ﬂf(ﬁi—fl‘

(57) %) -2 it gt ’
IVt v di dA] dAg Lo dA,.

W ten sposéb otrzymamy

(58) . P=qR,

gdzie

(59) B = Vl’}f" erED gy,
£21

Wedlug réwnania (58), prawdopodobieistwo 2 jest iloczynem z praw-
dopodobienstwa Q pojawienia sie wartosci dostrzegaluych wy,,, ..., n,
jakgbykolwiek warto§¢ miata niewiadoma, przez prawdopodobiefistwo B,
ze niewiadoma ta posiada wartosé zx.

o

9.

Szukajmy teraz zwigzkow najprawdopodobniejszyeh miegdzy = 4+ 2
iloSciami e, x, 2y, 24, ..., 2%,. Zwiszkom tym odpowiadajg maxima prawdo-
podobienistw: %, (53), Q, (57) i R, (59), osiggniete ze wzgledu na wartodei
statej /i; mamy tedy

1

wart. najpr. (w) =¢

5 =& = o1 2 (8—e)? = n (z—2).

Prace mat.-fizycz., t. IX. 9
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Stad oczywiscie wynika, zwaiy wszy na réwnanie (43) bedzie :

1 1y 7/ 1 .
.'L‘——T‘i‘: zi| < (1 + }Tﬁ) k”"___“l X (A—eP ,

(60)

¢co stanowi twierdzenie nastepujace: Biorge za niewiadomg Sre-
dnia arytmetyczng jej wartodci dostrzegalnych, .popelul’a—-
my blad, ktéry, najprawdopodobniej, nie przenosi wartosci
strony prawej nieréwnoseci (60). o

W analogicznym przypadku, wiadoma regula Ganssa wyraza sig
nierdwnoseig

1 T 2

€ — —717’2 {J_f,-\l < l_’% I/”_ 1 12 (8i—e)? ,

Kktérej strona prawa rozni si¢ od strony prawej nierf')vsf‘nos'ci (60) W&l:tOém@
prawdopodobns btedn najprawdopodobniejszego. Rézn}ca ta pochodz; §t@d,
se Grauss przyjmuje a priori réwnym zeru blad najprawdopodobniejszy.
Ale blad najprawdopodobniejszy jest, wlasciwie mowiae, l?lqde‘m pra.wdop‘o?
dobnym systematyczuym, ktérego, choébysmy nawet pewni byl'l dlo]‘dadno.scl
narzedzia, zaniedbywaé nie wolno z tego mianowicie powodu, ze Zrédtem je-
go moze byé takze i sam obserwator.

0 ZASADZIE DIRICHLET A.

PODAL

S. ZAREMBA.

1. Chcemy w tej pracy pokazac, ze z istnienia funkeyi Greena, od-
niesionej do obszaru (D), ograniczenego powierzchnia jednospéjng (S), maja-
¢g w kazdym punkeie okreslone i rozne od zera promienie krzywizny, wywnio-
skowaé mozna mozliwosé zagadnienia Dirichleta dlatego obszaru nawet
w tym przypadku, gdy wartosci szukanej funkeyi na powierzehni (8) maja
linie przerwy. Dodajemy, Ze w ponizszem przedstawienin dojdziemy do me-
tody bardzo prostej rozwigzania nastepujgcego pytania. Niechaj « (2, y, 2)
bedzie funkcya, czyniges zadosé rownaniu Laplace’a wewngtrz powierzch-
ni (S) i przyjmujacy na tej powierzehni wartosei z liniami przerwy; ozna-
czy¢ grasice, do ktirej dazy funkeya « (v, y, 2), gdy punkt (x, ¥, 2) na hiku
danym dazy do punktu, polozonego na jednej z linij przerwy. Pytanie to
nie jest bez znaczenia dla tego, ze od niego zalezy rozciggniecie na prze-
strzen procesu ,alternnjacego” Schwarza w zagadnienin Dirichleta.

2. Uproscimy wyslowienie, zapozyczajgc na chwile pewne terminy
z teoryi elektryczno§ei. Wyobraimy sobie, ze powierzehnia (§), utrzymana
na potencyale zero, jest poddana wplywowi masy elektrycznej rownej — 1,
skoncentrowanej w punkeie M (x, . 2), polozonym wewnatrz powierzehni.
Oznacamy przez u (v, y, 2, i, ', 2') gestosé w punkeie P (v,y, 7') elektry-
cznosei indukowanej w tych warunkach na powierzehni (§). Wyznaczymy
granice nizsza u, oraz granice wyisza u, tej funkeyi w, opierajac sie na
twierdzeniach nastepujacych:
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