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Podobnie tez otrzymujemy z drugiego réwnia (38):

e md
(48) B=— g
B .
_ 2nu=n 4
(44) == 1-b2+4n‘~’n? :

Podstawiajae znalezione na o i 8 wartosci do wzorn
f(®) =e?cos 9,

biorge za » kolejno wartoSci 1, 2, 3, ..., otrzymujemy nieskoficzony szereg
rozwigzan szczegblowych; pomnozywszy je przez ezynniki dowolne i sumu-
jac od n =1 do n==o00, otrzymamy calke ogélng, ktérg bedziemy mogli
przystosowaé do jakichkolwiek warunkéw poczgtkowyech.
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(Dokoficzenie), ')
§ 3.
Wtasnosei przeksztatconych wyraZer rozniczkowych poprzednich §§.
'W poprzednich §§ dowiedlismy, ze wyrazenie rézniezkowe o parzy-
stej liczbie zmiennych niezaleznych x::
X, day - X, dag + . - . Xon dTon

w przypadku, gdy jego wyznaczuik A nie jest réwny zery, mozna przeksztakj
cié na wyrazenie w nowych zmiennyeh z;, Z5,..., 2 tak, ze W nowej postacl

Zy Q2+ Zy A2y -+ . .+ Zon Az,
zmienna x, bedzie sie zawierata tylko we wspolnym czynniku g spélezyn-
BikOW Zyy Zyy o+ -y Lin+ . )
‘Wyrazenie rozniczkowe o nieparzystej liczbie zmieunych 2
X, dw X deg ... A Xon1 @20t

w przypadku, gdy jego wyznacznik A, nie jest rowny zeru, daje sig Sprowa-
dzi¢ do postaci

Yy Patrz ,,Prace matematyczno-fizyczne,* 1. VI, str. 6198,
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a2y + Zy dzg 4. . . Zons ot s

gdzie spélezynniki Z,,. .., Zeua nie zawierajg zupelnie zmiennej 2,.
Teraz zajmiemy s1g zbadaniem wilasnosel przeksztahonych Wyrazen
rézniczkowych.

1. Niech nowa postaé wyrazenia rézniczkowego
X dey + X, duy 4. ... Koy, daa,

o parzystej liczbie zmiennyceh @, i o wyznaczoiku A nierdwnym zeru bedzie:

o (U dzy+ Uy dzy +. .. - Thu dzan)

gdzie tylko u, zawiera zmienng z,.
Jezeli wyznacznik A damego wyr azenia nie jest rowny zeru, nie be-

dzie tez réwny zern wyznacznik A przeksztatconego wyrazenia (T. VIII,
str. 92).

Ten ostatni ma postaé

2o St
0, UQ aml 5 - . - . PR L UQn‘E‘%‘l‘
a 0 . 2 )
——U s @)y T, ey 20,24 T2 — T, S
,Uvu( )+ 13 —U, azﬂ’ s Ho (21, )+ Ueu 02, U, 0zan
3/4, 4 E) d
— Tigt ot 3)J~U2—ﬂ— o ggt o o (2, 8)+ Unn 22— 7, |’

2
-y Mo (2, 2m) - U21x 'u Uzn

op ; 3 2
- Uefzg“;,m(z,2n>+vgbz-’:fq—zzmg;—-,

3 Zon
albo
i Oty oy, 2
I o U 5t mamf;“"U“Tﬁf
O, - .
T O G @ (32, (20, 2)
|~ 0 e 08), a3 2 :
! 33.’1),’”"“ y Mo ( ),...,/LD(JZ’?,)

1
|
|
-

PN
— U o a, Mo (2.2n), py (8, 2m), ..\, o (21, 2m)
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skutkiem czego wyznacznik ten otrzymmje nareszeie postaé:
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0, T, U, ..., Cu
] — Ty (1,2), (3, 2),....,02,2 L, SU,,)
o™ | — O (28), 3,3)..... 2030 - Uil‘k':?zﬁk—ﬁfm'

\ — Uan (2. 20), (3, 20), ..., (20,200 ¢

Poniewas wyznacznik ten, jak zauwazylismy, nie jest rowny zeru, przeto

wyznacznik .
L0, Uy 2/
‘i — Ty (2,2), (3.2),...,(2m.2
— Uy (2,3), (3,8)..., (2.3
| — Uan, (2,200, (3,20),...,(2n, 2n) |

nie jest réwny zeru. Ten ostatni za$ jest, oczywiseie, wyznacznikiem ozna-
CZONYM Przez nas htelz:, 4,, i utworzonym dla wyrazenia rézniczkowego

U, dzy U, dzs -+ .. . - Uzn dz2a

o nieparzyste] liczbie 2n—1 zmiennych niezaleznych 2.
Wyznacznik ten unie jest rowny zerd, przeto wyrazenie réinicz-
kowe
U, doy -+ Uy dzg 4. . .= U Azan

ma te same wlasnodci, co i wyzej zbadane wyrazenie rozniczkowe o niepa-
rzystej liczbie zmiennych niezaleznych

X, do, + X, doms 4 - - - Xongr @t s

(T. VILI) str, 97, 98).
9. Niech nowa postaé wyrazenia rézniczkowego

X, do, + X% doy -+ Xopn d%anta
o nieparzystej liczbie zmiennych ktérego wyznacznik 4; nie jest réWﬂy
zery, bedzie:
(Ztl + TQ dig + e + Tgn_;_] dizn_;.l 3


GUEST


64 C. RUSJAN.

gdzie ilosci 7' nie zawieraja zmiennej f,. Jezeli wyznacznik A, poczgtko-

Wego wyrazenia nie jest réwny zeru, nie bedzie tez réwny zeru i wyznacznik
A, wyrazenia przeksaztalconego. (T. VIL, str. 92). Ten ostatni ma postad:

o0, 1, T, Loy oovoe o Tonga
f —1, 0, 0 1 , 0
=T, 0,22, (3,2),....,2n+1,2)
5‘ - T:'/; 0, (27 3)1 (39 3)1 ] (2’”‘+1: 3) [’
® = T, 0,02, 20+ 1), (3, 2041, . .., (2041, 2n+1) [
albo tez:
12,2, (3,2),.... (@41, 2)
2,8,  (3,3),..., (2n}1, 3)
. . - . . . . 0 - . { = az;ﬂ"‘—'az’h
. - l, (m, k)= o, m)
!
|

(2,2n41),(3,2n4+1),..., (2n--1, 2n+-1)

W 13ej postaci wyznaeznik A, dla danego wyrazenia jest oczywiscie wy-
znacznikiem oznaczonym przeznas literg A i utworzonym dla wyrazenia r6z~
niczkoweg o

Ty diy 4 ... 4 Tougy dogs
o parzystej liczbie 2» zmiennych ﬁiezaleZnych i.

Poniewaz wyznacznik A ostatniego wyrazenia nie jest réwny zeru,
przeto wyrazenie rézniczkowe

2’2 dtg + PR —I— Tgn.'.l dtg,,.!_l
ma te same wlasnosei, co i wyzej zbadane wyrazenie

X, doy + Xy dzy ... X dgy
(T. VIII, str. 94 — 96).

icm
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§ 4

Sprowadzenie wyrazei réiniczkowych
Xy doy A Kaw dwon 1 Xy di L Xy B
z poprzednich §§ do postaci najprostszej.

1. Wyrazenie rézniczkowe
X, daty + X%, dmy - . - Ko, dita,

o parzystej liczbie zmiennych niezaleznych x;i o wyznaczniku A nieréwnym
zeru sprowadza sig do postaci

po (Us dzy .. .+ Usy d23a)
gdzie tylko p, zawiera zmienng xz,, ktoéra pezostata nieprzekszialcong; wy-
razenie rézniczkowe
Uy dzs+ ...+ Uay dzan
o nieparzystej liczbie zmiennych z; ma te wiasnosé, ze, jak widzielismy, wy-

znacznik jego A, nie jest réwny zeru. Wiec mozemy do tego wyraZenia za-
stosowaé przeksztateenie § 2 (T. VIIT, str. 97, 98) i sprowadzié je do postaci

dvy -+ Vg dog + .o o Vo dova,

gdzie V,,..., Vo, nie zawierajs zupelnie zmiennej v,, wyznacznik za§ A
wyrazenia rézniczkowego

Vydvy, + ... Vo dva

o parzystej liczbie 2n — 2 zmiennyeh niezaleznych w nie jest réwny zert.
Faczac obadwa przeksztalcenia, wnosimy, ze wyraZenie rézniczkowe
o parzystej liczbie zmiennych niezaleinych :

XI d:]s‘l + X, dx, —I—- ce 'Jr‘ Xon dozon

i 0 wyznaczniku A nieréwnym zeru, mozna przeksztaleié na wyrazenie w no-
wych zmieunych niezaleznych @i, v;, vs, ..., 02 tak, ze nows postacig wyra-
Zenia bedzie:

Yo (Qvy =+ Py dog ... .+ Vou dvaa)

gdzie tylko u, zawiera z;, spélezynniki za$ Vs,..., Ve nie zawierajs.
ani x;, ani v,, wyznacznik A zas wyrazenia rézniczkowego

Prace matem.fiizyczne. — T. IX. 5
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v, (l’l):; + . + Von Qv

o parzystej liczbie 2n—2 zmiennych niezaleznych v nie jest réway zeru.

Za pomocy tego przeksztatcenia sprowadzamy tedy dane wyrazenie
rézniczkowe o parzystej liczbie zmiennych niezaleznych io wyznaczniku A
nieréwnym zeru do wyrazenia o parzystej, lecz o dwie jednoSci mniejszej,
liczbie zmiennych niezaleznych.

Do wyrazenia rézniczkowego

Vy dvy 4. . . Vi sy

mozemy zastosowaé te same rozumowania, przeksztalcié je na wyrazenie
w nowych zmiennyeh vs, w,, ..., w2, isprowadzié do postaci:

vy (dw, - Wy dwy . ..+ Wau dina),

gdzie tylko », zawiera zmienng v,; W, ..., Wa, za$ nie zawierajg zupelnie
zmiennych v, i w,, przytem wyznacznik A wyrazenia rézniczkowego

Wy dwy . . .+ Wi divan

nie bedzie rowny zeru.
Dane wyrazenie rézniczkowe da sig wtedy sprowadzié do ksztaltw:

Ho [dﬂg + Yo (d’w; -+ WS d’ll15 + vae "'I" Wen d?IIm)] )

Z nowemi zmiennemi niezaleznemi i, vy, vs, 0y, ..., W, gdzie u, zawiera
koniecznie x; 1 moze zawieraé i pozostale zmienne; v, zawiera koniccznie vy
imoze zawierad tez wy, ..., wm; Wy, W, ..., Woazawlerajg tylko w;, w, .. ., ton;
wyznacznik za$ A wyrazenia

W5 dw5 + e + Wa, 10z,

nie jest réwny zeru.
Zastosowawszy n — 1 razy to przeksztalcenie, sprowadzamy to wy-
razenie do nowej postaci o zmiennyeh niezaleinych ,, vy, v, Wy, Wy Uy
" Ton—2, Son-8, Son—1, Sn:

#o{ vy vy [, - 1, (datg - .. - 0 (5205 Sons d82ny + Sou dszn). . )Y,

gizie u, jest funkeys zmiennych niezaleznych x;, v, v,, . . ., Ss.; %, jost fank-
CYg Vg, Wy, - - ., S2; 7y jest funkeya wy, ..., s, 1 t.d. g, jest funkcys
Pon3s Son—9, S2u-1 1 S Przytem u, zawiera koniecznie Ty, vo — ZInienng
s, Mo — zInienng w 1t. d,, g, — 2mienng v, 5; nakoniec Spu—i, Sk, zawieraja
tylko Ssa— 1 8an; Wyznacznik za$§ A wyrazenia rdzniczkowego

icm®
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[ - + 8oy dSan
nie jest réwny zeru. Ostatnie wyrazenie mozna sprowadzié do postaci

6y Atsy
gdzie o, zawiera koniecznie sy;_s-
Stad wynika, ze za pomocg n wskazanych przeksztaleefi mozemy spro-
wadzié dane wyrazenie roézniczkowe do postaci:

o Gy - gy po dicg b g o 7y Ao oL gy e 0 senes g . - 5y Bl

gdzie u, jest funkeyy w ogile wszystkich zmiennyeh niezaleznych
gy Vg, Uy, Wy Wy Uy - o+, S2ny, fany 1 Zawiera konjecznie z;; », jest w ogole
funkeys vy, Wy, ..., %, | zawiera konieczxie uy, ... it. d., 6 jest funkeya
W ogole 81,1 1 fa, 1 zawiera koniecznie sg—1.

Widzimy. #e zmienne niezalezne o uieparzystych skaznikach
By, Usy Way -« 251 ZaWierajg sie tylko w spolezynnikack; x; zawiera sie
W phoy Uy W ¥, Wy W, 1t d. Sau—y W o

Korzystajac z tego, mozemy przeksztalei¢ te zmienne na nowe
@y, Ogy , - -4 Ony Wedlng wzordw:

Mo (;'L'i, Ugy Ugyv v vy i%) =0y Yy (""37 Wyyeroy t‘ln) =gy-.-30p (S’Zn—-i tﬂn) ==
Wtedy dane wyrazenie rézniczkowe sprowadzimy do postaci:
ay dvyta; 0 dw ... Fagay g Ay )

gdzie ay, gy Gay- ey Ony Vay Wy, .-, e 5 zmienne niezalezne.
Kladge

=3, a; a;=X9,... 0, ty,...,0.=X0, ==, iy ==2®,..., fon=="),
otrzymamy nakoniec:
X0 d® 4 X de® . XO del,

gdzie 29, X9 sg zmienne niezalezne w liczbie 2n.

Poniewaz w tej ostatniej postaci danego wyraZenmia rézniczkowego
wszystkie zmienne x?, X s3 niezalezne od siebie, nie mozemy go przeto spro-
wadzi¢ do postaci jeszcze prostszej.

1) Natani(Dzen. Crellego, t. 58) zauwasiyl, ze wytazenie rozniczkowe X, dr,+-X, g‘f,
- 1 1 1
...+ Xo dren moima przedstawi w postact da, + i dog ...+ ok dop,.
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Stad wnosimy, ze wyrazenie rézniczkowe
X, doy -+ X, daeg . o - Zow divan

o parzystej liczbie zmiennych niezaleznych x; i 0 wyznaczniku A nieréwnym
zZerl, Zawsze Moina sprowadzi¢ do ksztaltu najprostszego

X gaf) L X @ - X0 dg)
takze 02n ?miepnych niezaleznych x® X@, ale o # rozniczkach. Zmienneuie-
_zalezne 209, X® sg funkcyami niezaleznemi pierwotnych zmiennych niezalez-

nych oy, Tgye vy Zn .
Mozemy przeprowadzié przeksztatcenie danego réwnania

XI dml +X2 (l$2+. . '—I' Koy dw?n
na wyrazenie postaci najprostszej

X g - XO dop® |- L - X0 datn)

i innym sposobem.’
Nadajmy mu postaé:

o (Vy Qvg -+ Vo dvy ... Vo dvay)

gdzie tylko u, zawiera zmienng x,, i gdzie wyznacznik A, wyrazenia réznicz-
kowego )

Vy Aoyt Vs dvg ... Vo, duay,

nie jest réwny zeru.
Jezeli ten wyznacznik 4,

07 VZ’ Vsy ey Ven
—V (2,2), 3,2),...,(2n, 2)
A=| T, (2,3), (3,3),..., (2n, 3)

oy

— Ve (2, 2n), (3, 20),.. ., (2n, 2n)

nie .jest réwny zern, to nie wszystkie pierwsze gléwne minory wyzna-
cznika

icm
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2,2, 8,2),...,2n,2)
2,3), (3,3),...,(2n,3)
=‘1 . e . . .E
| (@ 2n), 3, 2m),...,2n%2m)

A

s rbéwne zery, t. j. jezell dane wyrazenie rozniczkowe
Xl dl’l +X2 dil'g +. .-+X‘2:1 d:’:%;

o parzystej liczbie zmiennych niezaleznych io wyznaczniku A nieréwnym
zeru, przeksztalcimy na

2o (Vs oy =+ Vg dy+ ... 4 Vo, doan)
to wyrazenie
Vy dve =+ Vy dog - .. Tow dise

bedzie mialo tg wlasnosé, ze kladae w nim jedng ze zmiennyeh niezaleznych
v réwng stalej, zawsze mozemy otrzymacd wyrazenie roézniczkowe o parzy-
stej 2n—2 liczble zmiennych niezalezmych i o wyznaczniku A nierdwanym
zern. Niech, naprzykiad, nierdwny zern pierwszy gtéwny minor bedzie:

(3,3), 4,3),...,2n38) [

G, 4), (44),....004) |

(3, 2n), (4,2n),...,(2n,20) |

‘Wyrazenie rézniczkowe
Vy do, -V, dvy oo Tou doan
o parzystej liczbie 2n—2 zmiennych niezaleznych i o wyznaczniku A nie ré-
wnym zeru mozemy, ktadge v, = statej, przeksztalci¢ na

vy (W, dwy+ ...+ Wea dwsy) ,

gdzie tylko », zawiera zmienng vy, wyznacznik A zas wyrazenia réznicz-
kowego
W, dw, 4. . . Wea dus2e
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nie jest réwny zeru. Uwazajac teraz v, za zmienng, sprowadzimy dane Wy~

razenie rozniczkowe do postaci
;o .
o [V's oy F»y (W, dw, -1 ...~ Way duny,)],
gdzie x, zawiera sig tylko W uy; v, zawiera koniecznie zmienng vy, ktorej nie-
ma w czynniku PIZY %, V', nie moze mie¢ postaci v, k, gdzie tylko », za-
wiera ;. ‘W przeciwnym bowiem razie wyrazenie rézniczkowe

Vy dvg -+ Vy dog . . .~ Vo dun,

0 niepal'zystej liczbie 2% —1 zmiennyeh niezalez i X
St po oyl y aleznych v daloby sig sprowa-

vo (kdvy 4 Wy dw, + . ..+ Vo, dws), j

gdzie spétezynnik przy dv, bytby ré ; i i
przy dv, bytby réwny zeru, a sama zmienna vy zawieralaby

sig tylko w czynniku wspélnym »,. Takie przeksztalcenie dla wyrazenia r6z-

Tcz}(ovyego 0 niepar‘zystej liczbie zmiennych niezaleznych i o wyznaczniku
1 Dierdwanym zern, jak dowiedlismy na str. 88, t. VIII, jest niemozliwe.
Dalej, jezeli wyznacznik A, wyrazenia rézniczkowego -

W, dw, ++ W, dw, 4ot Way dws,

nie jest réwny zern, mozemy

I t zastosowaé do nieg Z ¢ : i
3 sprowalait jo 8o sostas. g0 powyzsze przeksztatcenie,

W, dwy 7 (Ug dug+ ... + Do, sy ,

d’ . 3 " . - v . .
i Oazx: nn‘;izg.v;iel ta ;;mennq, w;, ktérej niema w ezyuniku przy 7, W', zaé nie
sztattu =, Z, gdzie tylko =, i i " wi ‘
i 7 » Zawiera zmien i
Wyrazenie sprowadzi sig do postaci W Wige dane

I g .
Bo{ Vs dvy v, (W, dw, + =, (T, g+ . ..+ T, dus ")
on Qtten) | 3 ,

gdzie wyznacznik A, wyrazenia, r6zniczkowego

Us dag+- ... O, da,
nie jest rowny zern. ’ o
Rozumujge w ten sposé Z
; poséb, mozemy dane wyrazenie rézni
R 1602 X
wadzié po # wskazanych brzeksztateeniach do postaci: wierkoe spro-

V. d (i
#o{ Vo™ duyto, [W o=t (0~ Qg . .0y (STan—g dsy + 6y disy) )
2n—2 n—2 0 Wion ). s .

Nowemi zmiennemi niezaleznemi 83 tu:

R . Z. .
Son—2: S2a~1, f2n; 4y ZaWiera koniecznie zZmienng x U S
1

ktérej niema w spétezyn-

icm
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niku przy m,; v, Zawiera koniecznie zmienng vy, ktdrej niema w spolezynniku
przy »%it. 4. 6o zawiera koniecznie ss,—.. V. nie moze mie¢ postaci v, k;
W, iie moze mieé postaci 7, Z;it. d. § ", » nie moze mieé postaei o, M.
To ostatnie wyrazenie mozemy przekszialeié na wyrazenie w nowych
zmiennych, kiadac py (@1, Vs, ...y la) =@y, {0z, T5ae v b)=0as,..-
gy (32:1—17 t‘ln) =0p.

ay, Vot dvg -+ oy ay, W0 duw,

L taa.. . a, dis,.

s U1y STy 822 + 0y a3 -+

Zmienne ay, dy, . . . , Op—iy &z MOZEMY przeksztateié na nowe By, ;.- fus
kladgc:

a, Vo =By ay 0y WO ™=p,...50, 0. . s S'aney = Puri @1 @ +-- 2=~
W rzeczy samej te wzory na przeksztalcenie mozemy napisaé w postaci:

B

Oy == =TT
1 pzm) (1;2,(12, Ly Ju) ’

an B

2 . G = .
B, W= (v, 104, 0y -« b)) Slena (Ve Was - - samln) - fai

. -
2%

7 pierwszego Wwzorl bezposrednio wyzuaczamy g;: €0 sig tyczy dru-
giego, lewa jego strona zawsze zawiera zmienna a,, poniewaz, jak zau-
wazyli§my, V,® nie ma ksstaltn o L a prawa strona zupelnie pie zZa-
wiera zmiennej ay; wigc zawsze mozemy wyznaczy¢ z niego g zmienng i t.d.,
nakoniec w ostatnim wzorze lewa strona zawsze zawiera zmienng a,, ponie-
Waz S'sn_z (Vgy Wy - » - » Any tan) Die WA ksztaltu a, M.

Przeksztalciwszy w ten sposéb zmienne oy, dg, . -
ne wyrazenie w postaci

By 4o, + By dity .o Pa Aan s

., a, otrzymujemy da-

., s, s piezalezne od siebie.

gdzie wazystkie zmienne Buy Boy - - > Brs Vas Wis - - ;
To ostatnie

Przychodzimy wige do tego samego wniosku, jak i poprzednio. stat)
przeksztalcenie jest identyczne z przeksztatceniem Gaussa ztgriznicy,
ze w naszym wykladzie zupeknie uzasadniamy mozliwosé kolejnego stosowa.:
nia preeksztalcenia Pfaf £a i dowodzimy niezaleznosci zmiennych postacl
najprostszej, czego wiagnie brak w wykladzie tego sposobu Gauss a,

9. Teraz zajmiemy si¢ sprowadzeniem do postaci najprostsze] wyra-

e

zenia rozniczkowego

X, dx, 4 X, dic, 4t Ko dants
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© nieparzystej liczbie zmiennych niezalesnyeh z; i o wyznaczniku A, nieré-
WiLym zeru.

Dowiedlismy wyzej, ze to wyrazenie rdzniczkowe moina sprowadzié
do postaci:
@by Ty dty 4. . . Tougs oy,

gdzie T, Ty, ..., Tonys nie zawieraja zmiennej 4, wyznacznik za$ A wyra-
Zenia rézniczkowego

T2 dtg —I— cae + Tzn-}-l dt2u+1

0 parzystej liczbie zmiennych niezaleznyeh by .-y tanpr Die jest réwny zeru,
Temu ostatniemu wyrazeniu rézniczkowemn mozemy nadac¢ ksztalt naj-
prostszy: .

X @ 4 X)L L Kied)) gty

gdzie z, X sy funkeyami niezaleznemi zmiennych niezaleznych i,, . . ., tantae
Na mocy tego dane wyrazenie rézniczkowe sprowadzamy do postaci:

dt, + X@ g + .. Xty datnt

gdzie #;, »®, X2 givty) Xe+y s3 zmienne niezalezne od siebie. Whno-
simy stad, Ze jezeli wyznacanik A, wyrazenia rézniczkowego

Xl dwl + 'XE fl"«‘z + e +‘X2n+l dm2n+1

o nieparzystej liczbie 2n-1 zmiennych niezaleznych z; nie jest rowny zeru,
wyrazenie to daje sie sprowadzié do ksztattn najprostszego:

dax®) - X2 ) + X8 o3 +.. + Xty dm(iz—f-l),

takze o 2n--1 zmiennych niezaleznych 2, X0, lecz 0 n-- 1 rozniczkach.
Zmiemne niezalezne x®, X sg funkeyami niezaleznemi 2n-1 pierwotnych
zmiennyeh niezaleznych x,, Loy oy Baypre

Mozemy to przeksztalcenie traktowaé Jjeszcze w sposéb inny.

Jezeli
wyznacznik A, :

I 01 Xp Xz L ) 3 X212+1
=X, (LD, @D, ..., @0
=X (L2, @2),..., @0l 2) i

I

, = Xong, (1, 2041), (2, 2n-f-1),... , @041, 2n--1)
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danego wyrazenia rozniczkowego nie jest rowny zeru, to uie wszystkie
pierwsze minory wyznacznika

A=

| (L, 1), (2.1, . ... 20511
L2, @2, ... . @¢+12)
I

3

(1, 204-1), (2, 2n4-1), ..., (2041, 20+1)

sg rowne zeru. Niech nieréwny zeru pierwszy glowny minor jego bedzie:

| (2,2). 3.2.....
s @3 B3 ...@bLE
_3 e

| (2, 201), 8, 2uF1), ... 1. 20410

n+1. 2

Ten wyznacznik  jest wyznacznikiem 3 wyrazenia
X, day 4+ X, doy A Lo X dvenn

jezeli polozymy w niem »y = stalej. Poniewaz d==0. mozemy sprowadzié to
wyrazenie do postaci najprostszej

X da® L XD

snemi zmiennyel oy, g, - . o, Tautr, Ty 288
w ktorej «;, X s3 fankcyami niezaleznemi zmiennych gy M';Ez,i 11]1 o
jest ilodcig staly. Kladge oy = zmiennej, dane wyrazenle Sprow y
postaci:

X, deey - X da A X daet D,

. L ebie fim-
gdzie ay, 2@ gt XA Xe+1) gy niezalezneml fodksle;leozna
omiennych pi x ; - X', jest funkeya -
keyami zmiennych pierwotnych 1y m‘....,xg,l_H(;)A )ﬁ 3)] kers o
czong tychze zmiennych albo tez zmiennyeh ;. %™, . g,fz'e'z’ lGr aﬁs e
3 . . . ZVman ,
j 3 dane wyrazenie bylo otrzy pre : . >
o 9055.3'01. ; i st X XD sg niezaleznemi
bez tego zastrzezenia, Ze &y, ™. .., , X,
od siebie. o \ctanci nai-
Przed sprowadzeniem danego wyrazenia rézniczkowego .de?l fe W zmiei -
prostszej moglibySmy przeksztateié je z poczatku na vaxafv,wazenie
nych y 'y 2ot zapomocyg WEZOTGW dowolnych. Nowe W}
) 1 You -0 sl

Y, dy, + Xo dys -+ Yours @Yot
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ma te same wlasnosei co do swoich wyznacznikow A i A,, jak i dane. Wiece
to ostatnie wyrazenie mozemy sprowadzié do postaci:

Y, dy, + X dz® -, XotD) daetn)
gdzie y;, =@, X@, . 04D Xo+) sg funkeyami niezalesnemi pierwotnych
zmiennych iy, &, ..., Ts.p1; Praytem y, jost funkeyg dowolna tyeh zmien-
mych. ¥'; jest fuukeys oznaczong zmiennych Ty, Xgyeo., Lanyr, albo tez
zmiennych y, 2@, ..., 20D, X@ | X0+,
W tej ostatniej postaci to wyrazenie rézniczkowe bylo rozwazane
przez Natani'ego') i Hamburgera?. (lebsch %) sprowadzit

Y dy, + X& dz@ |+ XE+) gl
do rozwazanej wyzej postaci najprostszej
AW - XO) g 4 L 0 dgintn)

korzystajge z dowolnosci funkeyi Yq-

§ 5.

Sprawadzenie wyrazenia rézniczkowego X, da, + X dry+ ..o X, de,
do postaci najprostszej w przypadku ogalnym.

W poprzednich $§ przypuszezaliSmy, Ze wyznaczniki A i A, nie sa jed-
noczesnie réwnemi zern.

Przypusémy teraz, e te wyznaczniki sg réwnemi zern; przypusémy
takze dla wigkszej ogélnosei waioskéw, ze nie tylko wyznaczniki A i A sg
réwne zeru, ale zarazem i minory ich pewnych stopni. Dowiedlismy, ze naj-
WyZszy stopien nieréwnych zern minoréw tych wyznacznikéw skosnych sy-
metrycznych jest zawsze parzysty (Tw. IV, tom VIIL, str. 69). Poniewaz A
Jest plerwszym minorem wyznacznika Ay, najwyzszy przeto stopien nieréwnych
zern minoréw tych wyznacznikiw jest albo jednakowy, albo Najwyzszy sto-
pieh nieréwaych zern minerow wyznacznikéw A Jjest nizszy o dwie jednosci
od najwyzszego stopnia nieréwnych zern minordw wyznacznika A (T'w. VI
1. VIIL, str. 72). '

.%,3) Le
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1. Przypusémy, ze najwyiszy stopieh nieréwnych zern minorow tych
wyznacznikéw jest jednakowy i réwny 2k. ‘ .

Oczywiscie, ze 2k <7 p, poniewaz A jest stopnia p-tego. Pomigdzy nie-
réwnemi zeru minorami wyznacznika A zawsze jest glowny (Tw. ITI, t. VIIL,
str. 69). Niech tym minorem bedzie:

| LD @D, .., @k 1)
12, @2),...,@82)

D= |

|
. . t
1
(1, 2k), (2, 28), ..., (2K, 2F) |
Réwnania rézniczkowe, z ktorych wyznaczamy Wwzory na uogolnione
przeksztalcenie P fa ffa, majg postad:

dx 2y
Y, =X ‘ay_; +X E

A X3

.
8N _ e nPay L p )i,
(1) ’a?l‘*"(l’ l) ayl +(2 ) ayl + T 9y,

*

oz,
S o B (mp) 22 Ky
_a;—x.; = (13 p) ayl T (‘41 V4 3y1 + T ) ayl
to. zas 1'éwna.nié, ktéremu powinny zadosé czymi¢ Y, i 4, aby rownania
(1) byly zgodne, jest:
i Yla (17 1) . ':(1]) 1) %
|

H L2 (12 |

ar =0.
AA — 1;

Y, |

ey 1) 1---:( ‘p)l

3%,( ) ?

ok < p, wnosimy, iz to ostatnie jest tozsamoscig
2]

Na mocy tego, 26 1) sa zgodne przy dowolnych war-

vzv dowolnyeh 11 ¥;. Jezeli rownania ( ‘ : volny -
Eggziach i );’1 moie;ny sprobowadé, czy nie moznatwgzgaczﬁes Dl;lc; :;(;a
" ie pr zenie A=Y, =0. tak, by 3 y
véw na przeksztatcenie przez zalozemg =Y, =
zupelnig wyrngowans z danego wyrazenia xézmczko.w;g?.
Kladae w rownanjach (1) A=Y, =0, otrzymujemy:
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2z oz, 2
X 4oy oy 9% Ly
1 81/1 + 2 9!/1 ++Xy'31711———0,
oz Az. A
1,1 =+ i3 b
) (1, 1) Em -+ 5, +"'+(p’1)5y_}1:0’

o o -
1 — 3 L oz,
( ,_2)) 83/1 (2’ _27) ayl +~--+(P,22) ‘@‘i‘_—O)

& (#41) véwnati liniowyeh, jednorodnyeh wzgledem p pochodnych 2
e

Wedlng przypuszezenia najwyiszy stopiefi nieréwnych zeru minoréw gvly—

Izi?)aczzl?g;v ;\l All . fl Wige pomigdzy temi rownaniami mamy tyl-
p niezaleznych i z c o . .
maczye, Yy zgdane wzory zawsze mozemy z nich wy-

Poniewaz dalej nierd i !
erowny zeru minor 24-go stopnia i i

» ’ . W 3

jest D, przeto réwnania ¢ ! ymacmniia 14

e ‘ oL,
, 1) o 4 (8 ] oz,
(1, 1) 3!1 i (3,1)*3171‘-{——!—(]),1)%:0
a1
oz Ey
. (1,2) =L + (2, 9) £ dr,
3 ayl"?“(")ayl"{—...—{—(p,m?!—/;_—_o‘

(1, 2k) %—!—(2 o) S22 ap
25 Gy T (B2 (2R =0

s3 niezalesme.

Z tych rownan moz
10Zemy wyzhaczyé 2k 6
»— 2k zozostaje dowolna. Korzysg’ajac zyt ty}k-o' Hv 5 7o Tmiomh
B3 o dowolua ) €80, przyjmijmy, ze zmiennych
2 Lok, - - -4 2 Dl przeksztaleamy na nowe i ze ay, ., —1
Wienczas otrzymamy: T

I, Sty
2 il YA
e ( ,l)aTZH_—]—(Zl»+z,1)_—0,

/

L o oy Sbur .
gy T T ) e @4, 2) =0,

o
(1, 2k) g (2, 2%) e,

ot ag;;,ﬂ,“i" ot (2, 27»‘)%% - (2 + 4, 2) =0
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7 tych ostatnich rownah, oczywidcie. mozemy wyznaczyé 2k pochod-
2z
DLapts
czenin ich, catkujae otrzymane 2k réwnai rézniczkewyeh zwyczajnyeh, be-

dziemy mieli:

nych poniewaz wyznacznik ich D nie jest rowny zert. Po wyzma-

3= @ (o, B2, -+ 5 By B Ay - - -5 G2t) s
gdzie a;, dy, . ..y G2 S8 stalemi calkowania. t.j. ilosciami niezaleznemi od
Tappe, MOGe one hyé wszakie funkeyami dowolnemi nowyeh zmiennych

21y Zare e ey Boks wystepujacych zamiast pierwotnych zmiennyeh iy, agy ..ok

skutkiem przeksztalcenia. Poldzmy oy =2y, @y == s ... 02x = 23 otrzy-
mamy wtedy Zadane wzory przeksztalcenia
Py == @i (Fai1y - e o s T 21, e oo T2 =12, ... 26

na zmienne 2, Iy, - . ., Sar, Lot -« -5 2y W2OLY te majg te wiasnosé, Zze dane
wyrazenie roZniczkowe nie bedzie zawieralo po przeksztalcenin zmiennej
Zopts.  WybraliSmy z pomiedzy zmiennyeh doiin, Ty Zmienng sap; Y0-
wn3 y, zupelnie dowolnie. Moglibyémy obra¢ w tym celu jakakolwiek inng
zmienng z pomigdzy ats, . ... 1 otrzymalibysmy takie wzory. Ze dane
wyrazenie roZniczkowe nie zawieratoby po przeksztalceniu innej zmiennej.
Trzeba byloby w tym celu w rownaniaeh, (4) zmieni¢ skaznik ¢ na jakikol-
wiek inny 1,2, ..., p—2k.

Ty nasuwa sie pytanie, czy nie moglibysmy otrzymaé takich wzordw,
za pomocg ktérych wyrngowalyby sig z danego wyrazenia rézniczkowego
wszystkie zmienne wapqs, arte - -0y ¥ kiorych nie przeksztalcamy na no-
we zmienne. W tym celu trzeba znalesc takie wzory na przeksztalcenie,
ktéve zado§é czynig rownaniom réaniezkowym (4) przy ¢=1, 2,....0—2k

Pomnozmy kazde z rownah (4) przez diaw+s i dodajmy lewe ich stro-
ny, kKadge i=1,2,... ,p—2k.

Otrzymamy 2k réwnai rozniczkowych zwyczajnych:

(1,1) dw (2, 1) ity . . (2h, 1) dime - (2641, 1) dmgep - (P 1)da, =0,

(1,1 dz, +@,2) de+ - +(2k,2) Ao+ @1, 2) dmanys - (5, 2) dz,=0,

(1, 2) dity (2 2H) Ay - - . - (2, 26) g1, 20) B2 A+ (2 dazy=0,

gizie day, do, .. ., A2 53 résniczkami zupetnemi wzgledem Zaxis, ... Tpe
Na mocy tego, ze wszystkie minory stopnia wyzszego od 2k wy-
znacznika A sg réwne zern, réwnania
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(1L, 2k + 1) day, + (2.2 + 1) doy + ... + (9, 2+ 1) du, =0,
(1, 2k +2) do, + (2, 2k +2) divy + .. .+ (p, 26+ 2) da, =0,

(192]) [Zml + (27 p) dm? + . + (pa .p) dml?zo

53 pastepstwem rownah (5).. Wige na moey twierdzenia IX, I (t. VIIT) r6-

wnania (5) wmaja 2k catek niezaleznych: 2=, (x5 41, 2o iy ey &y Gy, oy - vy a(

(z=1,2,...,2k), gdzie a,, a, . .., as 93 statemi catkowania, t j. ilogciami nie-

zaleznemi 0d was, . . ., ,, ale kidre moga byé funkeyami dowolnemi zmien-

nych z;, zy...., 2, na ktére przeksztalcamy . . .. , 3. Polozmy

01 =215 09,==3p, Quk==Ty;. :
Otrzymamy zadane wzory na przeksztalcenie:

Tim== @i (Bottty oy By 21, By, -5 208), G=1,2,...,20),

W rzeczy samej, kazde zréwnai (5) rozktada sie na p — 2%k réwnan
wskutek dowolnosei rizniczek dwgi,,..., dxp, W przypuszezenin, ze
%1y Z3:.- ., 72 8 stalemi.  Wieeréwnania (5), rozkjadajy sie na p—2% ukla-
déw (4) przy i=1,2,...,p—2k a otrzymane wzory na przeksztalce-
nie, W przypuszezenill, ze 2y, z,,. .., Za 83 statemi, zado$¢ czynia p — 2k
ukladom réwnail (4); na mocy wlasnosci tych réwnan, dane wyrazZenie réznicz-
kowe nie bedzie zawieralo po przeksztatcenin zmiennych oppq, Torpa, ..., %,
i bedzie mialo postaé:

Zy 2+ Zy - . Zy dzay

gdzie Z,, Z;, . .. . Zy zawierajy tylko zmienne 2y, Bae vt 2o

‘Wnosimy wige, ze jezeli wyznacaniki A i A, danego wyrazenia rézniczko-
. ‘Wego 83 réwne zeru i najwyzszy stopien nieréwnych zern ich minoréw jest
Jednakowy i réwny 2k; wtedy zawsze mozemy przeksstaleié je tak, zeby
wyrugowac z niego p— 2k zmiennych niezaleznych 1),

Wyznacznik A, wyrazenia

Zy dz, + Z, de, +... + Zoy dzy

0 parzystej liczbie zmiennych niezaleznych jest oczywiscie rowny
zerw; wyznaczoik za§ A nie jest réwny zeru. W rzeczy samej najwyz-
szy stopief nieréwaych izern minoréw wyznacznika A pierwotnego wyraze-
niarézniczkowego jest 2k; wige na mocy wnioskn II, str. 92, (t. VIII), naj-

) Natani (L e str. 318) dokonywa tego samego przeksztateenia, uzywajae catek
glownyeh. '
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wyzszy stopief nieréwnych zeru minoréw wyznacznika A przeksztalconego
wyrazenia

Zydz, 2y dzg .. b Zopday -0 dagyo. . 0. d

takze jest réwny 2%k,
Wyznaeznik A tego ostatniego ma postac:
(LD, (2,1),...,261) 0.....0 1
(1,2, (2,2),...,(22),0,...,0 |
|

. o . S
A=l (1,20, 220, (%% 2K 0,...,0 — 4,

, {(mgy= = T

i ma tylko jeden nierowny zeru minor 2k-go stopnia:
LD, &Y, ..., @1

2,2), ..., (2% 2 2w 2
(1) 2), 2,2, ( A ((”;’n) _ = _ E;) X

@, 2%), (2, 2), . .., (2, 28) |

Ten ostatni jest oczywiseie wyznacznikiem, ktoéry oznaczyliSmy przez
A i utworzyliémy dla wyrazenia rézniczkowego

Z, Aoy Zy dzy + .. .+ 2 dzar.

Poniewas ten wyznacznik A nie jest réwny zeru, WIQZStoefstatme wy-
razenie rozniczkowe mozemy sprowadzié do postaci najprosisz e

KW o 4 X0 do® - 4 K@ da®,

gdzie =», X s 2k funkeyami niezaleznemi zmiennych niezaleznyech
7

2g albo tez zmiennych pierwotnych x; %, . -+, Lp.

A naczniki A 1 A, wyraZenia roézniczkowego

Wiee jezeli wyz
X, day + X, dwg ..+ X Ay

fi nieréwnych zeru minoréw ich jest jednakowy

s rowne zern 1 Laj wyLsay sopis daje sig sprowadzié do post.acinajprostszej

irowny 2k(<Tp), to dane wyrazenie
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XO 4z - X dz® . .. 4 XO do®

0 2%k < p zmiennych niezaleinych i ok rézniczkach. Zmienne niezalezne
x, X sg 2k funkeyami niezaleinemi zmiemnych z, zy,..., o, pierwotnego
wyrazenia rézniczkowego.

2 Przypusémy teraz, ze najwyzszy stopief nierdwnych zeru minorjw
A1 jest jednakowy i rwny odpowiednio 2% i 2k+2. Oeczywiscie, ze
2%k+1<"p, poniewaz A, jest stopnia p--1-go. Nieréwnemi zeru minorami
stopnia 24--2 wyznacznika 4, moga byé tylko te, ktore zawier ajg elementy
jego pierwszego wiersza i pierwszej kolumny. (Tw. VIIL t. VIII str. 72).
Pomiedzy niemi jest zawsze gltéwny. Niech nier dwny zern bedzie:

i 0, X X, s X
P—X, (LD, (20,...., L @k+1,1)
1 —X (1,2, (22),.....(2%+12)
| C e
H

— Xora, (1, % H), (2,241),..., (2 +1,2k+1)

Nie wszystkie pierwsze minory tego ostatniego wzgledem elementéw pierw-
szej jego kolumny sg réwnemi zeru (tw. VII, t. VIL., str. 7.). Niech nieréwny
zeri bgdme

*Yh Xg, e ey Xz};.H

D — F(L D, (2, 1),...,("15—!—1 1)

1

(1, 28), (2, 9%), . . ., (%1, 2k)

Wrotmy teraz do wogdlnionego pr Aeksztalcema. Pfaffa, kiérego
wzory ezyniy zado$é réwnaniom:

- dmy iy x
L= oo LR e R e A
2y Az o, 8.1,,
0 R AR R b I B

BY

=q

3.90 2,
ottt 2

ilogei za§ 11 ¥, réwnaniu:

e, THORYA PRUEKSZIALCENIA PFAFF A 81

Y, XL s X
ey, ;
LDy

A —| —0.
| ox |
, 3(,3.: (Lp i) ;

. |

Poniewaz 2k - 1 << p, wszystkie za$ minory - stopnia w yzszego od
2k +-1-go wyznacznika A, nie zawierajace elementow pierwszej jego ko-
lumny, sg réwne zeru, przeto ostatnie réwnanie jest tozsamoscia przy do-
wolnyeh wartosciach 21 ¥;. Korzystajac z tej ostatniej okolicznosei. moze-
my sprébowaé, czy nieda sig otrzymaé wzoréw na przeksztalcenie, kladac
=01 Y;=0, t.j. takich wzoréw, ktére zupelnie wyrugujs zmienng v,
z danego wyrazenia roézniczkowego Kladge w réwnaniach (1) A== 4.
Y =0 otrzymujemy:

81, 2,
! + 1 3:/1 + -+ X, - =0.
Jq QJ,
(],]) 2. —~—-!— S 1)—=(l
(2

A 2
L) -+ @) b+ ) ~————0

‘Wszystkie wyznaczniki tych réwnan stopnia wyzszego od 2k~1 sa
rowune zeru, poniewaz sg réwne zeru wszystkie minory stopnia wyzszego od
2k 41 wyznacznika A, nie zawierajace elementéw jego pierwszej kolum-
ny, 1 wszystkie minory stopnia wyzszego od 2k-+1 wyznacznika A, Wy-
znacznik stopnia 2k -1 tyeh riwnan, oznaczony przez I, nie jest réwny
zern; wiec pomiedzy temi rownaniami jest 2/ 4 1<Cp niezaleznych:

dy g 3 - B
& o T = N * 5, ’

"3'1 3‘,2 i ) 3y =0

+ @1 A+ (e 1) T

L =0.

(1, 27»)-; b @ 2k

Prace mat-fizyes., t. IX.
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Poniewaz 2k+1<p 1 D;==0, preeto zawsze mozemy wyznaczyé z tych Bedziemy mieli rownania:
réwnan zadane wzory na przeksztatcenie. Poniewaz zas liczba tych réwnan
jest 2k -+ 1 <<p, to mozemy Wyznaczy.é z nich tylko 2k —}— 1 Wz0rSW, reszta X, dty - Xy ey -+ X o < Xopos s e L X i
p—(2k+1) zostaje dowolng. Korzystajgc z tego, przypusémy, ze yaut1+:s = 1 ‘ = Xopso thray o+ .00 = X, diy, 3
i e zmiemnyeh @uo, Garss - - - Toiis Porig oo oo Bp T praeksztateamy (L) diey (2.1 dizy - Q0L 1) divg s - Q22,1 e o (1) dir, =0,
A trzyimamy rownania: T T Yelvyp—g = i, 0 ;
na nowe. Wtenczas otrzymamy L . ‘ . o
2. . a(,(,‘a 3 / P T XU B \ . ) )
T e X gt e T g K =0, (1,20) oy = (2,20 oy o~ (e 20) e (2142, 2 g S (4 20y =0
Lor4+1+7 144 2 i
3 o P Na moey wilasnosel wyznacznikéw A i 3, réwnania:
WD) B @ 1) o e (2R, 1) e @R T = 0, : ‘ |
OPapt1+4 OLakpi4i k4144 (1, 28410 doy 4 (2, 264-1) diry + ..+ (p, 2hF1) dr, = 0,

R N T S S . T T

(Lpyde, + 2, p) day 4+ . . . (. p) dor = 0,

o Y Mapan .
1,2%) q:h e &fﬁ___[_ (@1, 20 ,éi_i‘rj_l__}‘ (2h--1-44,2k) = 0
YIRS 2144 21+ sa wynikiem poprzednich rownan (7.

Réwnania przeto (7) posiadajg 2k-+1 calek niezaleznych. (Tw. IX. IT,

ox . .
7 tych réwnai wyznaczamy pochodne ———, poniewaz D, ==0. Cal- t. VIII):
2k 1+
kujge otrzymane réwnania rézniczkowe zwyczajne, ktérych jest 2k--1, otrzy- Iy = (Laprny ooy Ky Gy Gy e oo s Qapinly
mujemy 2%-}-1 calek niezaleznych: it AT
@ == @ (Dapga, - -+ 2 Lpy Ogy Ogy « « -y Ok 415 gdzie a sa stalemi calkowania, t. j. ilo§ciami niezaleznemi od w9y, o0 0y @y,

ktore wszakze moga Dbyé funkeyami dowolnemi nowych zmiennych

G=12,..., 241 o
Zyy Zys e oo, Zuq1. Kfadae ap =2y, @y =25 .. ., Gapgy = £ai3q, Otrzymu-

g, Gy, - - - Gapga 53 Statemi calkowania, t. j. flodciami niezaleznemi od jemy zgdane wzory:
Tapri+i» ktore wszakze mogy byé funkeyami dowolnemi zmiennych Zspts,...,%p
inowych zmiennyeh 2, %5, ..., Zar41. PoIOZOY @y =2, . ., G4 = Faptl (8) 2y =y, (Larsay o o oy Wy Tpa Boy o ooy S2i1)y
otrzymamy zadane wzory na przeksztalcenie: Bt LT
@y = @5 (Tortay - -+ Tpe Fpy Sov o oe s Z2it1) ktore rugujg z danego wyrazenia rézniczkowege zmienne Zuis, ..., &
=12, . o). W rzeczy samej, rownania (7), po zastapieniu w uich zmiennych z; przez
prawe strony wzoréw (8), rozkladaja si¢ na p — (2k+1) ukladéw réwnan
ktére rugujs z danego wyrazenia zmienna w4, Wybrang dowolnie z licz- (6) pray i=1,2,...,p —(2k+ 1) wskutek dowolnodci rézniczek
by zmiennyeh Zs:is, . .. ,%,. Rozumujge wten sam sposéb, jak i wyZej daisggsy - o o die, 1 W przypuszezenin, Ze Sy, 2, J2r+1 53 statemi.
w przypadkn podobnyw, mozemy staraé sig o wyznaczenie takich wzo- Jezeli za§ rownaniom (6) staje sie zadosé pray i=1,2,...,p—(2k+1),
réw na przeksztalcenie, ktére czynilyby zado$é réwnaniom (6) przy wtedy wyrazenie rozniczkowe po przeksztalcenin nie zawiera zmiennej
i=1,9...,p —(2k}1), a wige przy pomocy ktorych moglibysmy wyru- Zopprae (1=1,2,..., p— (2k-+1), a wige ma ksutalt
gowaé z wyrazenia danego zmienne @siie, ..., %,. Pomnozmy w tym celu
kazde z réwnan (6) przez oz .;+; 1 dodajmy otrzymaue rezultaty, kltadae Zy dey + Ly doy - o+ Do 2,

i=1,2,...,p — (241). ‘
gdzie 2, Z,, . .. , Zory1 sa funkeyami tylko zmiennych A S
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Wuosimy stad, ze jeszeli wyznaczniki A i 4, danego. wyrazenia riznicz-
kowego

Xy dey, + Xy day . A Xy day,
s rowne zeru i najwyzszy stopiei nieréwnych zeru ich minoréw jest odpo-
wiednio 2% i 2k--2, zawsze mozemy wyrngowaé z danego wyrazenia 2k-1

zmiennyeh niezaleznych. Wyznacznik za$ 4, wyrazenia przeksztalconego

7y dzy —+ Z, dz, —+ . Zar d2ypin

o nieparzystej 2k-+-1 liczbie zmiennych niezaleznych, nie jest rowny zeru.

W rzeczy samej, wyznacznik 4, danego wyrazenia rézniczkowego jest row-
ny zern i najwyiszy stopied nieréwnych zeru jego minoréw jest 2% - 2.
Wiec wyznacznik A, przeksztalconego wyraienia

Z1 (&Zl + - + Z«y;_ﬂ (lZg[;+1 —-4— 0. (lil}gl-f.g -+ e + 0. (l,;L‘N y

takze jest réwny zeru i najwyzszy stopief nieréwnych

zert jego minordw
jest 2k4-2. Ten atoli wyznacznik A; ma postaé: : L

0O, Z.  Z, oo Tan, 0,000, 0

—Zxa (lsl)s (.?;, 1)7 R (27"+]’1)1 0,...,0

—Zy, (4,2, 2,2),..., @1,2), 0.0

3, 2%
) ”’“”:"3‘7_‘

— Zapyr, (1,2k41), (2, 26410, .., (2K, 204-1),0,.. ., 0 Z

0, 0, 0, 0, 0,...,0

0o, 0, 0, ..., 0, 0,0

z ktorej tatwo wnosimy, ze ma on tylko jeden minor stopnia 2k - 2-go
lO‘,k Zy , Zyy ooy Zup
[ —2, LD @,
] —Z. @2, 22, L, 2kl 2)
|
i

!
Ch-kL 1) ;

|

1

I

| — Zz}.—+1, (112k+1)9 (21 ?’k+1)7 ey (2}5"[—],2]"—"1)

3zn |

icm
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ktory moze nie byé rownym zern. Ten ostatni jest oczywiSeie wyznaczni-
kiem A; wyraZenia rozniczkowego -

Ly dzy + Zy dzy =+ .. A

. —:—- Ze,;_; tl:;;;;; .

Na moey tego, ze ten wyznacznik 3, nie jest réwny zeru, ostatnie wy-
razenie mozemy sprowadzié do postaci najprostszej

Aty - X g 4 | X AL

gdzie «, X s3 2k+1 funkeyami niezaleznemi zmiennyeh z, 2s ... oty
albo tez zmiennych pierwotnych o, oy, . .., uy.

Dowiedlismy tedy, ze jezeli wyznaezniki A i A, dunego wyrazenia
rézniczkowego o p zmiennych niezaleznych sg riwne zeru inajwyzszy sto-
pien nieréwnych zeru ich minoréw jest odpowiednio 2 i 42 (<Zpt-l,
wtedy dane wyrazenie daje sig sprowadzié do postaci najprostszej

da o X e b UL ket

0 2%+ 1<Cp zmiennych niezaleinych «x, X, io k-1 rozniczkach.
Zmienne niezaleine z, X ksztattu najprostszego sy fankeyami niezalez-
nemi zmiennych niezaleznyeh ay,s;,.. ., 7, danego wyrazenia rozniezkowego.
Dane wyrazenie rézniczkowe mozemy w przypadku obeenym rozwazad
w spos6b inny. Sprowadziwszy je do wyrazenia
2y dzy - Zydzg 1 .

- + Zaran theaisy

ktérego wyznacznik A, nie jest réwny zeru, mozemy do tego ostatniego za-
stosowad rozmmowania, jakie stosowalismy w § 4 do wyrazenia
. + X.’n—ﬂ ‘iv":n.;—l N

X, day + Ny day 4

ktorego wyznaczanik A, takze byt roznym od zera: wiec moZemy nadaé mu
ksztatt:

T dyy o+ X de® NER dp b

L, X s 2041 fonkeyami niezaleznemi

zmiennych niezaleznych 2y, Sa.. .. 2z} przytem ]fist hmk.c:ya; 'do-

.wolng tyeh zmiennycl; poniewaz dalej 2, %9, F2r+1 S8 fonkeyami zmien-
H 2 F+1 2 k31 eV i1

nych @y, a. ooy 2y, WIEC A, B, Ll AR i+l gq funkeyami

gdZie Yp, T attly A,
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niezaleznemi zmiennyeh. a1y, s, . .., %, danego wyrazenia. Lecz poniewaz
3+ 1<p, przeto y, przestaje byé funkeys dowolng tych zmiennyeh; przy-
padek ten wlasnie tem rézui sig od przypadku 2k+1=p (§ 4).

Natani, ktéry pierwszy rozwazal ksztalt najprostszy o najmniejszej
liczbie rézniczek i o jednej funkeyi dowolnej, przypuszezal mozliwosé istnie-
nia tego ksztattu i w praypadkn 25+41<Zp ).

Rezultaty dwoch ostatnich §§ mozemy polgezyé, jezeli przypuscimy,
Ze nieréwnym zeru minorem 2k stopnia wyznacznika A p-go stopnia jest sam
wyzhacznik A wprzypadku p=2k i ze nieréwnym zern minorem 2442 stopnia
wyznacznika A, stopniap—+1-go jest wyznacznik A, w przypadku 2k+1=p.
Polgezymy je w twierdzenin nastepujgcem: Jezeli najwyzszy stopienr nie-
réwnych zeru minoréw wyznacznikéw A i 3, jest jednakowy i réwny
2k (< p), to dane wyrazenie rézniczkowe daje si¢ sprowadzié do postaci naj-
prostszej o k rozniczkach i o 2k (p) zmiennych niezalezinych — funkeyach
niezaleznych zmiennych niezaleznych danego wyrazenia rézniczkowego.

Jezeli za$ najwyzszy stopien nieréwnych zeru minoréw wyznacznikéw
A1}, jest niejednakowy i réwny odpowiednio 2k i 2k+2 (< p+1), to dane
wyrazenie sprowadza sig do postaci najprostszej o L -+ 1 rézniczkach
io 2k1 (K p) zmiennych niezaleznych — funkeyach niezaleznych zmien-
nych niezaleznych danego wyrazenia rézniczkowego 2).

) Nastani, n. p podawszy na str. 316 (L. ¢.) kryterya istnienia dla wyrazenia r6z-
niezkowego X, dr, 4- ... 4 Xy, dez, ksztattu najprostszego XD dail) 4. . . o4 Xuby du(t),
gdzie 2k <2, przechodzi do oznaczenia krytery6w istnienia dla wyrazenia X, dz, ...
+ Xong drzitn ksstattu odp 4 X doi®) - | - X0+ duli49), gdzie @ jest funkeya
dowolng zmiennych =, 2, ... . 2ang1; 2k4-1<<2n-1, i rozuinuje w ten sposéh: ,Es sei die
Anzahl der = gleich 2n--1; bleibt das willkiihrliche Integral bestehen, so redueirt man ver-
mittelst derselben die Anzahl der Vertinderlichen um eine, und es finden die obigen Betrach-
tungen statt*. .

%) Lie podal dowdd istnienia ksztaltu najprostszego danego wyrazenia rézniczko-
wego na podstawie dwn twierdzei o dwu specyalnych przeksztaleeniach; twierdzenia te
ndowodnil przy pomoey teoryi réwnan rézniczkowych czgstkowyeh rzedu pierwszego (str
839—41, Archiv. for Math. og Naturv., 1877). Te wszakze specyalns przeksztalcenia sg
w istocie szezeg6lnemi przypadkami wogdlnionego przeksztaleenin Pfaffa.

G.Darboux (L e.) podal dowdd istnienia ksztaltu najprostszego, opierajge sip na
tem. ze kazde wyraZenie rozniczkowe daje sig sprowadzié do jednej z trzech prostszych
postaei

e (Yadpy .+ Ypdy) dy+ Yodyy o b Fydyy; Ydpy ... 4 Y, dyy:
.Y_, ..... Y, nie zawiersjg y,; przypuszezajae mianowicie, ze postaé najprostsza mozliwa
jest dla p=n—1, Darboux, korzystajac z poprzedniego przeksztatcenia, dowédzi, 28 jest
ona moztiwa i dla p=n. ‘Frobenius (l. c.) dowi6dl istnienia keztaltu najprostszego dane~
g0 wyrazenia rozniczkowego na postawach teoryi niezmiennikow.

icm®
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~ Liczba zmiemnych niezaleznych ksztaltu najprostszego jest wige réwna
sawsze Sredniej arytmetycznej najwyzszych stopni nieréwnyeh zeru mino-
r6w wyznacznikow A i A, 7); liezba zag rézniczek jest réwna polowie jedne-
go z nich, jezeli sg rowne miedzy soba, albo polowie wigkszego, jezeli nie
sg réwne.

§ 6.

Wrasnosei wyznacznikdw A i A; danego wyraZenia rizniczkowego w zwigzku ze
zmignnemi niezaleznemi jego ksztattu kanonicznego.

W poprzednich §§ dowiedlismy, ze kazde wyrazenie rézniczkowe

X, dieg 4 Xy dey 4 ..

daje sig sprowadzié za pomoca uogdlnionego przeksztatcenia Pfaffa do
jednego z dwich ksztattow najprostszych, o parzystej lub nieparzyste] liczbie
zmiennych, ktore charakteryzuja sig ta wlasnodeis, ze wszystkie zmienne ich
s niezalezne od siebie, i Ze zadne uproszczenie dla nich jest niemozliwe. Te
dwa, ksztalty najprostsze nazywajy sig, jak wspomnielismy, wedlug Lie’go,
,kauonicznemi®, odpowiednio ksztattem parzystym, lub nieparzystym.

Dane wyrazenie rézniczkowe posiada nieskoficzenie wiele ksztaltéw
kanonicznych. W same]j rzeezy, w poprzednich §§ przeksztalcajgc dame
wyrazenie na nows postad, zawsze wybieraliémy na nowe zmienne stale cai-
kowania pomocniczych réwnan rézniczkowyeh.

Moglibyémy wybieraé jako nowe zmienne jakiekolwiek funkeye nieza- »
lezne tych stalych calkowania. Otrzymaliby$my wtenczas inny ksztalt ka-
noniczny danego wyraZenia rozniczkowego, t.j. taki, ktérego zmienne byty-
by innemi funkeyami niezaleznemi zmiennych niezaleznych danego wyraze-
nia, ale liczba ich zostalaby ta samg, poniewaz rozumowania poprzednich §§
nie zmienilyby si¢ w niczem. Nasawa si¢ tu samo przez sig pytanie: cazy
ostatnia okolicznogd, t.j. niezmiennosé typu ksztattu kanonicznego i liczby
jego zmiennych niezaleznyeh vie jest prawem ogélnem, niezaleznem od spo-
sobu przeksztatcania danego wyrazenia na postaé kanoniezng? Tak w rze-
ezywistogel jest. Mozna to uzasadnié na moey twierdzenia nastepujacego,
odwrotnego Ao twierdzenia podanego w pavagrafie poprzedzajgcym.

L X, dr,,

) Frobenins, (Lo
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Jezeli dane wyrazenie rézniczkowe o p zmiennyeh niezaleznyel: daje
sig sprowadzié do postaci kanonicznej parzystej o 2k (< p) zmiennych nieza-
leznych, to najwyzszy stopief nierdwnych zeru minoréw wyznacznikéw A i A,
danego wyrazenia jest jednakowy i réwny 2k (<(p). Jezeli za§ dane wyra-
Zenie rozniczkowe daje sie sprowadzié do postaci kanonicznej nieparzystej
o 2k 41 («p) zmiennych niezaleznych, najwyzszy stopien nieréwnych zeru
minoréw wyznacznikéw A i A, danego wyrazenia jest niejednakowy i row-
ny odpowiednio 2k i 2k—+2 (p+1).

Przypusémy, ze dane wyrazenie rézniczkowe daje si¢ sprowadzi¢ do
postaci kanonieznej parzystej

XU g 4= X (fr® - XU ol

0 2k (<p) zmiennyeh niezaleznych z, X; niech wzory plzeksztalc(qa(,e na
poqtad kanoniczng beda:

ap== gy (2, ... 2®, XO L XG gL ),

1

(i=1,2,...,28),"
t. j. innemi slowy, niech jakobian zmiennych «, X

3 (w0, @@, g XD
9 (11, Ty, . -

Xk

oy ar)

wzgledem zmisnnyeh iy, x,, . .., %y bedzie roznym od zera.

Na str. 78--79, t. VIII dowiedliémy, ze jezeli wyrazenie réznicz-
kowe Z1 dey -+ Z2 dzy 4 ...+ Z, dz, jest przeksztalceniem wyrazenia
Xy dry + Xo ey + ... X dx,, Zawsze mamy wzor:

?__ﬂ_ QZ,, — Sl" SL"(S t) 3.,1'5 3;1,‘, . (S )_- aXQ . a‘Y/
0z, e Sm Y B, Bz az; Ay

(myr=1,2,....9).
W zastosowaniu do wyrazei rézniczkowych
Xy doy + Xodiey + ... X, dey

T P A 0@ A 0. d® 0 gy L0y,

X e - X |

ten wzdér przyjmuje postaé :

icm®

TEORYA PRZEKSZTALCENIA PTAFFA. 89

Za pomocyg wzoru tego wyznacznik A wyrazenia danego otrzymuje

ksztalt
L
f
Ibe~
‘Q)
e
Sl B
< h
|
! |
5} 3
w3 = s
ol
| o )
L w
=g &)=
- -
Ly~ il
Gy il
W SIS =y
&IL =13 | P
RS N RS Y| &
3 . > R
RO g
| @ Q)]kv <3
Lo ~ L
e ':#S -\"]:E‘ Yl be
= z. SR
o] ol @ o
5% N~ % S
=3 il Bi%
ol & o o
2 e ©
ol i e £k
= ~—~ S
b =
g L
o|¥ PRI
SRS TR
< 2
QW
A @
2 m
o LI =
| @
3 &
e g Rl
[ ] o
@ )
EERE

(
(

Z tej postaci jego wnioskujemy,

ie wedlug prawidla mnozenia wyzna-
cznikéw mozemy nwazaé go za utworzony z dwoch ukladéw elementdw:
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) Bp® Qo) XM X QX"
S | Gm om0 dwy 0 Ay T Ay
Q™ 2X® 2X@ 2X
I U dm T dmy 0 dwy ' Oxy
8z i Btk 2XW X%
57; ? a2y - : ’ ! oy
i
2xm axe X pm Az k)
oy axl""’a_:nl_’ ap, T dwy T Oy
ERCUNE-D ¢ X gy B(%)
11 oz, Uy Y dmy By Ty !

XL aX@ XU it PG
ox, ' 8z, ' dw, T ] T da

Jezeli p = 2k

2 (a0, ), L. a®, X, )
O (@yy Xy ooy 2up)

.

Strona prawa tego wzoru nie jest réwna zeru, poniewaz zmienne z, X
ksztaltu kanonicznego sg niezalezne od siebie. Wige wyznacznik A nie jest
réwny zeru.

Jezeli p > 2k, wyznacznik A jest réwny zeru, poniewaz w ukladach
elementow I i II liczba wierszy jest wigkszy od liczby kolumn.
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Przytem sg réwne zern wszystkie minory tego wyznacznika stopnia
wyzszego od 2k, poniewaz i te minory mosna uwazaé za utworzone wedlug
prawidia mnozenia wyznacznikéw z dwn ukladéw elementéw, w ktorych
liczba wierszy jest wigksza od liczby kolumn. Co sie tyczy minoréw stopnia
2%-go, kazdy gléwny minor tego stopnia, np. minor

.(7’_|—1a T+1): (74"}'21 ”+1)7 Sy (7+)’v 7‘[‘1

(1, 042), (42, 742), L, 2k, D) ‘
1

(1, 728), (2, 712R), . .., (-2, -2y

jestréwny:

d (M, 2, L i X X |2
] (Lrg1y Lpgay « o oy Brior)

-2

Poniewaz zmienne =, X ksztaltu kanonicznego sg niezalezne od siebie,
wiec nie wszystkie ich jakobiany wzgledem zmiennyeh x, 2y, ..., 2, 53 16W-
ne zeru; nie wszystkie tedy minory 2k-go stopnia wyznacznika A sg réwne
zeri. )

Wezmy teraz pod uwage wyznacznik A, danego wyrazenia rézniczko-
wego. Na mocy wzoréw:

(r) gl () QX
X — 2 l(” ) = ) o X1 2t X1

re=i 2Ly : dwy, 355;» =1\ 3«7-'1» 3L, Oy

{myn=12.,..,0,

mozemy mu nadaé¢ ksztatt:
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f 0, 0. ..., 0, —XO, . , —X®

L

|
IV ) :
1 Eﬂ = - daly Jpu 2tk axX® X
= . Dy * By T Bm 0T Bw, 0 YT om
wl @ I . e e
.u‘} S s W d®  3xw
< 2 VAL 1t AT T T T e ey
Lbgm Tt~ Oy 1 2y oz, o,
| [SIES =
@l IS N 5 s -
Flgo0 0 F% = X0, XL AW 0, 0, 0,
3 @ o @ ¢ 5 Y : 9y
:'i’ [é § Eg 8 83 dXxm ’ ax@ GXU i) B2 daits
l: [v . 0 oy I gy P dwy Qw7 exy
sl & wl C )
& SR -
F1% -ﬂ" 3 X ?th) X pth g Apdk)
5/g e Al RS IR ol
v - Poniewaz 2k < p, liczba wierszy p -1 zawsze jest wigkszg od liezby
b 1ty kolumn 2%, a wiec wyznacsnik A; w tym przypadku zawsze jest rowny zeru.
= e Y Sy tez réwne zeru wszystkie minory jego stopnia wyzszego od 2k.  Co sie
& 3 5*3 sy tyczy minorow stopnia 2k, oue nie wszystkie sg réwne zeru, choeiaz-
P o by dla tego, %e pomiedzy niemi sg minory stopnia 2k wyznacznika A. Wiege
2l plS . : g miuory stop y ¢
¢ E3 R plerwsza czesé twierdzenia jest dowiedzions.
] i | Przypus§émy teraz, ze dane wyrazenie rozniczkowe
ol Pl ol ry dar 0, dir ;
£ ;e 11 2|8 Xy dwy + X, dorg 4. .+ X, diy,
@ . ) P . . . - .
pia 25 | & : daje sie sprowadzié do postaci kanonicznej nieparzystej
[N 3 L S [ S :
" : drt) - X g - XD et
[N N o 2k4-1 (L p) zmiennych niezaleznych x, X. Przypusémy, ze wzory prze-
—_ ksztatcenia na ksztalt kanoniczny majg postaé:
gy
RS ity == g (0, DL kD X XD g, L Eods
SN X
;}};‘g (6=1,2,...,2k410
s
; . Wzbr na str. 79, t. VI1I bedzie mial w danym razie postac :
w2
S .
=13 X, X k1200 X" 2t 3X™
ol @ (mn)————E’—'-‘——J=E——~—\T~‘;"'§;—:
»:8 ,;; o, O By Oy Qrn Tm
—_— nn=1,2...,0)

5 A . albowiem wyrazenie rozniczkowe ksztattu kanonicznego mozemy przedstawid
z ktérego wnosimy, ze mozemy go uwazaé zautworzony weding prawidla mno- | w postaci : V
zenia wyznacznikéw z dwu ukladéw elementow :
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da® - XO ) - e KO gD - 0L dX® - Rozumujge na tym wyznaczniku w sposéb podobny do tego, jakiego
40, dXE 0. dagpgs ... 4 0. dwy . nzywalismy w px"zy?ad!m popl‘-zedninf, wykazemy, Ze jest on zawsze réwny
zeru ze wszystkiemi minorami swemi stopnia wyzszego od 2k-go (<p).

Za pomoca wzorn tego wyznacznik A wyrazenia danego mozemy . N . .
przedstawi¢ w postaci: Co sig¢ tyezy minoréw stopnia 2k-go, kazdy giéwny minor stopnia
’ 2k, up.
-
!
et (r1, r+1), (F2, 1), ..., (328, 1)
© -
. & ‘:’; (r4-1, 742), (2, 7-F2), ..., (2, 7+2) |
' ol b= K
FIK SRR
~ I}
o @ | L, v Ry, (b2, 20, (-2, - 2R) g
. F|Y
o
s jest réwny:
T [y Pk , .
@ © - 3 ("—*2,-. w{(’h’ R w(lr+1)7 X o, s X(I:+1)) 2
© w8 T 5 |
g% .:TE DIy, Wy« o vy Thy ee ey
Ll IO = 3 . - z . oty 3 . . P
= | = Poniewaz zas§ 2%, ..., 2+, X@, .., X¢+) gg niezalezne od siebie,
QI o ol nie wszystkie-ich jakobiany wzgledem zmiennych niezaleznych zy, ,, ..., %,
S RS E s3 TOWne zern, a wiec i nie wszystkie minory stopnia 2k wyznacznika A
%) § &, § S8 rowne zeru.
©E NS 135 . <
R — o~ Przejdzmy teraz do wyznacznika &,. Na mocy wzoréw
e W T o (1] s )
[hef [ 0F . _ ot o)
— = Y=o Y25 =
SR &
F’E | 5 ax, X, I eatn axm gt X
o - N | = ity 0, s \ 0%, O o, orm |’
I
E [ SR
3 3 ; : Tearbalt:
’ © % ) ol @ ol @ mozemy mu nadaé ksztalt:
' =13 S @ ] bg
= 3

(
(
(
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L Z ktérego wnosimy, Ze mozemy go uwazaé za utworzony wedlug prawidia
I mnozema wyznacznikow z dwu uktadéw elementéw:

|
3‘5’ ;ng = 0, 0, ..., o, —1, —Xxo . — XU
R =) .
| | _8{/:‘ b Q@ Bak+1) Ax AXE+1)
ﬁ[‘f:\ ﬂ[\{: ax, ’ 3:/:1 LA 9‘% r ¥y — 3(/‘""”’_“&‘&7 ,
[N w - 1 1
1S
g bg Q) a2 1 ) X2 ECas))
2k 2 ::’ _f;,’ g; CONRE T 3z, 0, — & T T e
Jif R I Thar S . _
HR ibes <L I bar V) D@ axe AX+D
> 2 > —_——, —=—— ., ... —
@ 5| =2 Q o
¥3 CER I '
| ) | 1 N Loxo, . xesn, g g,
Sk SUE
g.J g h? 5 0 X2 3 X+1) dpil) S+
had e NIESY Al ... ..
¥ > S N-& % Toodry 7 3w 0 T
— - + o X2 XU 3 auiD
“ e S = Yday U T dm,  Tam, 0 a0
%% I IbeE : » A 2
S SE = .
3 Q oX2 dX ¢+ Vpili dnlk+1)
%)g Q)g' &?(% 0, A RN Lq 3 o LN ) =
ik g <12 diry o, dxy oy
! l
Liczba kolumn 2k-1-2 jest rowna albo mniejsza od liezby p--1 wier-
. T4 ) 2 ] p
- szy. Jezell 2k--2=p4-1, wyznacznik A, jest réwny oczywiscie:
@
¥g BRI I I R
' 4 9 (g, By, ..., Zait1) !
haf R . ) e . c s
s }“E“ ina skutek niezaleznosei zmiennyeh z, X ksztattu kanonicznego nie jest riw-
25 3 ny zeru. Jezelizas 2k--2<p-F1, to A, oczywiscie réwna sig zeru ze swojemi
wl @ o] 2 minorami stopnia wyzszego od 2k-+2. Co sig tyezy minoréw stopnia 242,
:E:i 3% to mogg byé nieréwnemi zeru tylko te z nich, ktére zawieraja elemen-
| ty plerwszej kolumny i pierwszego wiersza wyznacznika A,, t.j. ktére mo-
ol @ w| @ Zemy uwazaé za utworzone z dwn ukiadéw elementéw, otrzyr.nal?ych pr?ez
Sl <3 wykre§lenie z ukladéw powyzej napisanych po p—(2k}1) _]a.klchkol,mfak
2l 25 wierszy procz pierwszyeh. Kazdy gléwny minor stopnia 2% -2, zawie-
b d R & N
=13 =3

(
A

Prace Mat.fiz,, t. IX. 7
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rajacy elemeuty pierwszej kolumny i pierwszego wiersza wyznacznika 4,,
naprzykiad :

0, X, X, R} Xlk-H
-X, &L &0, k41, 1)
—X, L2 22, ..., @EG4HLD i

!
|
D,:r
| Xy, (L, 26H1) (2, 2kF1), .., (261, 2641

jest réwny oczywiscie:

5 ‘- el
2L, af X,

Q (Dyy Loy v

., Xty g2

s Tgpt1)

i na mocy tego, ze nie wszystkie jakobiany zmiennych niezaleznych w, X
ksztattu kanonieznego wzgledem zmiennych niezaleznych ax, 7, oy W MoO-
23 by¢ réwne zeru. Wiec nie wszystkie minory stepnia 2k - 2 wyznacz-
nika 4, s3 réwne zeru. o
W ten sposéb dowiedliSmy, ze jezeli dane wyrazenie rf)znlczko“{e sprf’-
wadza sie do postaei kanonicznej parzystej o 2k (< » 'zmleguych. me_zalez—
nych, to najwyzszy stopien nieréwnych zeru Wyznaczm.kow AiA; jest Jedni?,-
kowy i réwny 2k («{p); jezeli za§ dane wyrazenie ;‘6zn1.czkowe sp.rowa(?za sig
do postaci kanonicznej nieparzystej o 251 (< p) zmlenny.ch’ nleza:lezn_').fch,
to najwyzszy stopied nieréwnych zeru minoréw wyznacznikéw A i A, jest
niejednakowy i réwny odpowiednio 2k i 2k+4-2 (< p). o N
Na moey tego twierdzenia mozemy uzasadnié wypowiedziang .wyzej
zasade niezmiennosci ksztaltn kanonicznego danego wyrazenia rdch.qu-
wego.‘W samej rzeezy, przypusémy, ze dane wyrazenie 1'6Z.n1'czkowe llnozem-y
sprowadzié do dwu ksztaltéw kanonicznych o 7 i #; zmiennych niezalez-
nych. Mozemy dowiesé, ze zawsze r—ry. Istotnie przypusémy, ze r, >>r1;
niech r, bedzie liczbg nieparzysts, » zas liczbg parzysts. )
Jezeli dane wyrazenie rozniczkowe sprowadza sie do postaci kanonicz-
nej nieparzystej o -, zmiennych niezaleznych, to najwyzszy stopien nieréwnych
n—l; ntl .
2 2
z drugiej za$ strony, to samo wyrazenie sprowadza sie do postaci kal?o—
nieznej parzyste] o r zmiennych niezaleznych, wige najwyzszy stopien

zeru minoréw wyznacznikéw A i A, jest réwny odpowiednio

- . ; 7
nieréwnych *zeru minoréw wyznacznikéw A i A, jest -5 - Stad wno-

o+l

2

simy, ze _92:- = , & wige r,—1==r;4+1, co jest niedo-

©

icm
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rzecznoseiy.  'Wnosimy przeto, ze dane wyrazenie rozniczkowe daje sie spro-
wadzié do postaci albo tylko barzystej, albo tylko nieparzystej, t. j. chara-
kter postaci kanonicznej nie zmienia sie.

Przypusemy teraz, ze », i » 8g liczbami parzystemi. Najwyzszy sto- .
piei nieréwnych zern minoréw wyznacznika A jest réwny z jednej strony
7/2, azdrugie] /2. Wige = y b j. jezeli dane wyrazenie rézniczkowe
sprowadza sie do postaci kanonicznej barzystej, to liczba zmiennyeh niezale-
nych tego ksztaltu jest niezmienng.

Przypuiémy wreszeie, 7e 7y 17 sy liczbami nieparzystemi. Najwyzszy
stopien nierdownych zern minorow wyznacznikéw A jest rowny z jednej stro-

7
ny -

,

—_— e

., 2z drugiej

5 1; wige =7, t.j. jezeli dane wyrazenie 16z~
niczkowe sprowadza sig do postaci kénonicznej nieparzystej, to liczha
zmjennych niezaleznych tej postaci jest niezmienng.

‘W ten sposib dowiedlismy zasady niezmiennogei ksztaltu, kanonicznego
danego wyrazenia rézniczkowego, ktora daje sig krotko sformulowaé w ten
sposob, Ze liczba zmiennych niezaleznych ksztattu kanonicznego danego wy-
razenia jest niezmienng 1).

Na mocy tego twierdzenia mozemy wyznaczy¢ kryterya, okreslajace
liczbg zmiennych niezaleznych ksztaltu kanonicznego danego wyrazenia.
Mianowicie dowiedlismy w yoprzednich §§, ze jezeli najwyzszy stopien nie-
réwhyeh zeru minoréw wyznacznikéw A i 4; jest jednakowy i rowny
2k (<p), to dane wyrazenie mozemy sprowadzié do postaci kanonicznej pa-
rzystej o 2k (« p) zmienuych niezaleznych; jezeli zad najwyzszy stopien nie-
roéwnych zeru minorow wyznacznikow A i A, jest niejednakowy i réwny odpo-
wiednio 2k 1 242 (p+1), to dane wyrazenie mozemy sprowadzié do postaci
kanonicznej nieparzystej o 2k+1 (< p) zmiennych niezaleznych. Uwzgled-
niajge udowodniong zasade niezmiennodei ksztattu kanonicznego, twierdzimy:

Jezeli najwyiszy stopien nierownych zeru minoréw wyznacznikéw A
14, jest jednakowy i réwny 2%, to dane wyrazenie rozniczkowe sprowadza
sig tylko do postaci kanonicanej parzystej o 2% (< p) zmiennych niezalez-
nycly; jezell zad najwyzszy stopieh nieréwnych zern minordw wyznacznikow
A1 A jest niejednakowy i réwny odpowiednio 2k i 2k—+2 (< p-H1), to da-
le wyrazenie rézniczkowe sprowadza sig tylko do postaci kanoniczuej nie-
parzystej o 2k-1-1 (< p) zmiennyeh niezaleznych 2).

Y Imny dowod podak Lie, Archiv. for Mathematik og MNaturv., 1877, (str.
343 —435).

Y Frobenius (Le). Jezell ozmaczymy przez p i v majwyiszy stopieli nieréw-
nyeh zern minoréw wyznacznik6w A, i A, to liezba zmiennyeh niezaleznych ksztatru kanoni-

cznego jest, jak widzielismy, & +v,

) Tg liczbe Frobenius nazywa ,niezmiennikiem*
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Teraz zajmiemy sig pytaniem o najmniejszej liczbie warunkéw, okre-
§lajacych liczbe zmiennych niezaleznych ksztaltu kanonicznego. Przy roz-
wiazanin tego pytania bedziemy postugiwali sig twierdzeniem, dowiedzionem
na str. 69, t. VIIL.

Jezeli przynajmniej jeden glowny minor D stopnia 2k wyznacznika
danego skosnego symetryeznego nie jest réwny zeru i jezell 3 rownemi zern
wszystkie gtowne minory 2k--2 stopnia, otrzymane przez dopisywanie do
elementéw wyznacznika D elementéw pozostalych kolumn i wierszy po 2,
to wszystkie minory stopnia wyzszego od 2k-go danego wyznacznika sa
réwne zeru. '

Przypusémy, ze dane wyrazenie rozniczkowe sprowadza sie do postaci
kanonieznej parzystej o 2% zmiennych niezaleznych. Do tego jest konie-
cznem i dostatecznem, by najwyzszy stopien nieréwnych zeru mizoréw wy-
znacznikéw A i A, byl réwny 2k Niech bedzie D jakikolwiek nierdwny
zeru glowny minor 2% stopnia wyznacznika A. Aby wszystkie minory wy-
znacznikéw A i A, stopnia wyzszego od 2k byly réwne zeru, dostatecznem
jest, by byly réwnemi zeru wszystkie glowne ich minory stopnia 2k-2,
otrzymane przez dopisywanie do elementéw minora D elementéw pozo-
stalych kolumn i wierszy po dwa. Oezywiscie, ze ogolna liczba niejednako-
wych minoréw jest

(Tnvariante) danego wyrazenia rézniczkowego. Te same kryterya w postaci pfaffiandw po-
dat Lie w spos6b odwrotny do uzytego przez nas (Archiv. for Math. og Nat. 1877, 8. 349).
Tnne kryterya podat G. Darboux, L e): Jezeli z rownai Pfaffa

1,0 dn + @1 dn 4. (p D sy =2 X dy
(1,2) dzy + (2, 2) day + . ..+ (py2) doy = 1 X, dt,

4, p) dz, + 2.p)dzy + ... 4 (p,p) dop =} X} b,

Taoina wyznaczyé dzy, de,, ..., dzp przy A =0, to dane wyrazenie rézniczkowe sprowadza
sig do postaci kanonicznej parzystej o 2k zmiennych niezaleznyeh; 2k jest liczby réw-
nai niezaleZnych ukladu réwnai Pfaffa. Jezeli zad z tych réwnai mozemy wyzina-
ezyé dzy, dz,, ..., doy tylko w przypuszezeniu =0, to dane wyrazenie rézniczkowe spro-
wadza sig do ksztaltu kanonicznego nieparzystego o 2k--1 zmiennyeh  niezaleznych; 2k
jest liczba rownan niezaleznych uktadu réwnan Pfaffa. Te kryterya mozna wyprowadzié
z podanych wyzej, rozwaZajgc, jak wskazano na str. 85—88, t. VIII, uklad réwnas, wy-
znaczajacych wzory przeksztatcenia P fa ffa, ale sy one mniej dogodne. A. Mayer nieco
wezedniej od Darboux'a podal te same kryterya dla odrésniania praypadkéw, gdy rowna-
nia Pfaffa sg dostateczne do wyznaczenia wzorow przeksztalcenia Pfaffa i gdy sa
niedostateczne, Cheac podad te kryterya w postaci wyznacznikéw, Mayer, jak widzie-
lifmy, nie wszgdzie byl deistym. Kryterya A. May era wyplywsajs z rozumowaé naszych
na str. 8588, t. VIIL

icm
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(p-F1—2%) (p—2k)
—_——.

Wiee najmniejsza liczba niezbednych warunkéw na to, by dane wyrazenie
rézniczkowe o p zmiennych niezaleznych sprowadzalo sie do postaci kanoni-
cznej parzystej o 2k zmiennych niezaleznyeh jest

(=2 (v—20)
2 ®

z dodatkiem jeszeze jednego warunku, Ze przynajmniej jeden minor stopnia
2k jakiegokolwiek z wyznacznikéw A i A, nie jest réwny zern.

Przypusémy teraz, ze wyrazenie rézniczkowe sprowadza sie do postaei
kenonieznej nieparzystej o 2k-+1 zmiennych niezaleznych. Warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na to jest, by najwyzszy stopiei nieréwnych zern
minoréw wyznacznika A byl réwny 2k, wyznacznika A, za§ 24 -+ 2. Niech
nieréwny zern gtéwny minor 2% stopnia wyznacznika A bedzie D. Aby
wszystkie minory stopnia wyzszego od 2k wyznacznika A byly réwnemi
zere, dostatecznem jest, by byly réwnemi zeru wszystkie gtéwne jego minory
stopnia 2%k--2, otrzymane przez dopisy wanie do elementéw minora D elemen-
tow pozostalych wierszy i kolumn po dwa. ILiezba tych wyznacznikow jest
(p—21) (p—2k—1)

1.2

rowny zeru glowny minor jego stopnia 2k+2 bedzie D,. Aby wszystkie
minory wyznacznika A, stopnia wyzszego od 2k-2 byly réwne zern, do-
statecznem jest, by byly réwnemi zern wszystkie gléwne jego minory sto-
pnia 2k-4, otrzymane przez dopisywanie do elementéw minoru D, elemen-
tow z pozostatych kolumn i wierszy po dwa. Oczywiscie, ze te ostatnie sa
zawsze réwne zeru, jezeli s3 réwnemi zeru wspomniane gléwne minory sto-
pnia 2k-1-2 wyznacznika A. .

Najmniejsza wige liczba warunkéw dostatecznych na to, by dane wy-
razenie razniczkowe o p zmiennyeh niezaleznych sprowadzalo sie do postaci
kanonicznej nieparzystej o 2k+-1 zmiennych niezaleznych, jest :

oczywiscie Co sig tyezy wyznacznika A; niech nie-

(—2) (r=20—1)

1.2 ’

z dodatkiem jeszczé dwu warunkéw, ze przynajmniej jeden glowny minor
stopnia 2k wyznacznika A, i jeden gléwny minor stopnia 2542 wyzna-
cznika A, nie sg rowne zeru.

Te dwie najmniejsze liczby warunkéw, wyrazonych w postaci réwnan,
potrzebnych na to, by dane wyrazenie rozniczkowe sprowadzalo sig do po-
staci kanonicznej o 2k zmiennych niezaleinych, albo do postaci nieparzystej
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0 2k-1 zmiennyeh, mozemy przedstawi¢ w jednym wzorze. Niech u i #

oznaczaja najwyzszy stopie nieréwnych zeru minoréw wyznacznikow A A;

W plerwszym z rozwazanych przypadkdw p==» = 2k, wiee tu liczba 1

warunkéw jest:

(p—») (p—pt1) |
1.2 >

S

w drugim za$ przypadku g=2k-12, »==2% i 1}—2k——]:p—,u—}—], wiec znowu: .

_(p—) (p—pt+D
I D

Najmniejsza przeto liczba warunkéw potrzebnych na to, by dane Wyra-

zenie rézniczkowe o p zmiennych niezaleznych sprowadzato sig do postaci
kanonicznej o ¢ zmiennych niezaleznych, jest:

1= (p—r) (p—p+1)
ST 1.2 ’

gdzie »==u=9p dla ¢ parzystego; v=p—I1, p= o1 dla ¢ nieparzystego.

Paryz, w lipeu, 1597 r.

TEORYA MOLEKULARNA PRZEWODNIKOW
ELEKTRYCZNYCH, POLPRZEWODNIKOW I DIELEKTRYKOW.

NAPISAL

L. SILBERSTEIN.

W dwdch ostatnich zeszytach czasopisma ,Elektrochemische Zeit-
schrift‘ staralem sie ') wykazaé trudnosei, jakie napotykamy, jezeli chcemy
zgodnie ze zwykls teorys wyobrazié sobie prad elektryczny, okreslony przez
wzor

(a) i=1K (A =spblez. ,przewodnictwa®, F—sila elektr.),

wewnatrz substancyi drutu ,,przewodzgcego®. Trudnosei te sg bezposred-
nim wynikiem zalozenia cigglosei przestrzennej substauncyi ,przewodzgcej*,
ktira przynajmniej implicite tkwi w odnosnych wzorach matematycznych
kazdej teoryi pradéw elektrycznych.

Czytelnicy mogg bez trudnosci poznaé zasady mojej teoryi z rozprawy,
ogloszonej w wymienionem wyzej czasopi$mie; sgdze przeto, Ze zbytecznem
byloby powtarzaé w tem miejscu caly szereg roztrzgsan, ktére naprowadzily
mnie na mysl zbudowania teoryi molekunlarnej tak zwanych ,,przewod-
nikéw* elektrycznych. Po ogloszenin wzmiankowanej rozprawy przekona-
lem sig jednak, whrew moim oczekiwaniom, Ze teorya ta daje si¢ w bardzo
prosty sposéb zastosowaé nietylko do przewodnikéw I klasy, jakiemi np. sg
metale, lecz rowniez do dielektrykiw, jak szklo, gutaperka, benzolit. d.

1) W artykule p. t. ,,Ein discontinnierliches Bild des sogen. elektr. Leitungsstromes®.
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