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B. Pytania, odnoszgce sig do niewymiernosei.

) W badaniach, o ktérych dotychezas byla mowa, sazlo przedewszy-
stkiem o , wymiernog¢® Iub weatkowitosé®.  Wprawdzie juz od same-
go pqczgtkl{, zwlaszeza pod wplywem geometryi, nasuwaly sig pyta-
n.xa »lewymierne®, lecz dopiero w ostatnich czasach zaczgto systematycz-
nie Wprov.vadzaé niezmienniki i spdtzmienniki niewymieirne Wyrobio-
nej zup_«.slme teoryl tego przedmiotu dotad nie mamy. -

. E}xstlinycz‘l.ue mozna wyrdznié c}wa prady. Z jednej strony (jak pray

mach wadratowych) wysuwa sig wywolane wugledami praktycznemi
pyt;me 0 pewnych postaciach niezmienniczych ,,kandnicznych“ form da-
1]1159 -1 ]1))0 '1'ozstrzygn1gcia.tego pytania potrzebnem jest rozwigzanie 16w-
1 algebraicznych pomocniczych. % drugiej strony, wéréd teoryi utworéw

* v s
) Patrz ,,Prace matematyezno-fizyeznes tom VIL str, 17—68; tom VIII, str. 139—177.
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niezmienniezych wystepuje pewien rodzaj ,,zadania odwrotnego®, polegajacego
na tem, 2e pomysliwszy jeden albo wiecej mtworéw, powstalych z form
pierwotnych,—przy milczgcem zalozeniu, ze speiniajs sig zachodzgee po-
migdzy niemi ewentualnie zwigzki — staramy sie znale$é nalezgce do nich
formy pierwotne. Zadanie to jest w oglle wielozuacznem i dlatego przede-
wszystkiem idzie w niem o wyznaczenie za kazdym razem licz by form
pierwotnych, a nastepnie o wyznaczenie réwnaf, od ktérych rozwigzania
formy te zalezy. Ten drugi rodzaj zagadnien, jako dopelnienie konieczne
teoryi niezmiennikdw wymiernych i ich syzygij, ma przyszio$é przed soba;
lecz badano go dotad tylke w kilku pojedyfczych przypadkach.

a) Formy kanonicznes.

Zasady tej teoryi 1) nalezg do okresu najwezeSniejszego. Dla form
dwéjkowych Sylvester i Cayley pokazali, w jaki sposéb dajg sig omne
przedstawié przez kombinacye linjjowe poteg wyrazeh linjowych 2 —a.
Istniejg spétezynniki proste (,kanonizanty®),ktérych pierwiastki sg szu-
kanemi wartosciami «; w przypadkach pojedyficzych mozna tez bylo poznad,
jakie wystgpuja modyfikacye, jezeli niektére z iloscije stajg sig réwnemi, Za-
okrgglenie fej teoryi, obejmujace wszystkie przypadki wyjatkowe, pochodzi
od Gundelfingera ), ktory poshigiwal sig srodkami analitycznemi.
Przerobiwszy odpowiednio wyrazenie rézniczkowe k-tego nasunigeia dwoch
form dwéjkowyel, rozeiagnat on na niezmienniki w sposéb odpowiedni sze-
reg znanych twierdzen z teoryi réwnan rézniczkowych liniowych 3). Re-
zultat ostateczny, do ktorego doszedi, mozna wypowiedzie¢ w ten sposéb.
Niechaj g, @, .... beda spélezynniki formy pierwotnej f,. Utworzmy lan-
cuch spélzmiennikéw ,kanonicznych® G, C, C"... z wyrazami gléwnemi

oy @y, O3 ‘
Q) “l
Qy, v By Gy Gy |aee -
@ a
~ 1y 2 ; Oy, @3, @

Jezeli forma f, ma by¢ przedstawiona jako suma % poteg n-tyeh, to
musi najprzéd C® (nie za§ C%—1) znikaé tozsamoseiowo. . Wtedy istnieje
forma Iy, ktérej k-te nasuniecie na forme 7 jest tozsamosciowo zerem, row-
nanie I',= 0 musi nadto posiadaé same pierwiastki nieréwne a. Odwrotnie .
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te dwa warunki wystarezaja do tego, by forma f, dala sig przedstawié jako
suma poteg (z—aj’. Jezeli niektére z pierwiastkow réwnania I'=0 sa
sobie réwne, to przy pomocy rozktadu na ulamki czgstkowe otrzymujemy na
forme £, wyrazenie pod postacig sumy %, (k,<n) poteg, z ktérych kazda po-
mnozona jest przez forme dopelniajgcy rzedu n— k.

Odpowiednie twierdzenie istnieje dla jednoczesnego przedstawienia n
form n~tego rzedu.

Jezeli odwricimy uwage od przypadkéw wyjatkowych (w ktorych war-
toscl a zlewajg sig czesciowo), to jadro powyiszego kryteryum, t. j. wpro-
wadzenie formy I znajdujemy juz n Rosanesa %), ktory te forme nazywa
sprzezong z formg f,. Rosanes rozciagnal takze swoje badania
na 5 form dwdjkowych oraz na formy dziedzin wyzszych, Moéwige geome-
trycznie, kazda krzywa (powierzchnia) n-tego rzedu jest sprzezona z kazdym
z jej punktéw liezonych m-krotnie. Przedstawienia potegowe form pozo-
stajg tedy . w najsecislejszym zwigzku z teorys tak zwanych wielokgtéw lub
wieloseianéw ,biegunowych®, ktéra przez to istotnie sie zbogaca.

Na innej zupelnie drodze doszedl do tego zwigzku Reye %), ktory
pierwotnie postawit pytanie, jaks mozliwie najmniejszg liczbe osobnyeh pun-
ktéw masowych mozna mozna zastapié dane ciato ze wzgledu na jego mo-
menty n-te, odniesione do plaszezyzny dowolnej. Przedstawienie rowna-
nia F,=0 powierzchni przez sume R zupelnych poteg nazywa sie tedy
przedstawieniem powierzehni jako,powierzehni n-t yech momentdw
ciala, dajacego sie zastypié %k punktami, t.j. taks powierzchnig, Ze znika
1ty moment ciata odnosnie do jej plaszezyzn stycznych.

Przy pomocy tych Srodkéw Reye 9 nietylko podal prosty dowod
geometryczny dla tak nazwanego ,,piecio$cianu® powierzebni 3-go rze-
du, t.j. dla przedstawienia jednoznacznego 7) formy szesciennej czworkowej
przez sume pigeiu szeseianéw, co zauwazyt byl juz poprzednio Sylvester,
lecz pokazal nadto, w jakim kierunku twierdzenie to nadaje sie do wogdl-
nienia f). Piszacy te sfowa wylozy! obszernie 9), jakie zachodzi pokrewien-
stwo migdzy punktami widzenia Rosanesa a Reyego, w szcezegdlnosel
za§ pokazal, Ze przedstawienia kanoniczne w dziedzinach wyzszych, dzieki
teoryl funkeyj symetrycanyeh, sprowadzié mozna do takichze przedstawien
w dziedzinach nizszych.

Wracajae do form dwéjkowych wspomnimy o tem, Ze w ostatnich eza-
sach Bauer ), nawigzujac badanie swe do prac Rosanesa, wyprowa-
dzit dla form dwojkowych f, rzedu parzystego, pigkne wyrazenie pod
postacig sumy # -1 poteg; wszystkie funkeye, wystepujace w tem wyra-
zeniu, s prostemi spétzmiennikami formy f.

Hilbert 1), dzigki pewnemu procesowi rozniczkowemu, mogl po-
daé przejrzyste kryteryum na to, aby dana forma dwdjkowa byla zupelng po-
tega samej takiej formy. Hilbertowi ?) réwniez zawdzieczamy podpo-

-
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rzgdkowanie najréznorodniejszyeh przedstawien kanonicznych pod jedne
zasade ogélna % wyraZniejszem niz dotyd uwydatnieniem jadra niewymier-
nego calej teoryi. Hilbert poszukuje wszystkich form ¢, (rzedn ), kté-
rych odpowiednio wysokie nasuniecie na formg pierwotng / (rzedu parzyste-
go) roézni sig od tej formy tyiko czynnikiem stalym 2. Ten czynnik A, be-
dgcy niezmiennikiem niewymiernym formy f, zalezy od réwnania pomoeni-
£28g0 1zedu (v+1)-go z niezmiennikami wymiernemi, jako spélezynni-
kami. Rdéwnanie to daje sig sprowadzié do charakterystyczne]j postaci wy-
znacznikowej. Dalej autor ten zuajduje wszystkie znieksztalcenia formy
plerwotnej f, powstajace wtedy, gdy powyisze réwnanie ma pierwiastki 1
réwne. Formy ¢ sg spolzmiennikami niewymiernemi.

Mo?emy tylko wspomnieé o rozmaitych formach kanonicznych, ktére
ustanowiono w teoryi réwnan przy tworzeniu rozwigzujacej za pomocs
przeksztalcenia Tschirnhausena, oraz o dwoeh formach dla f;, otrzy-
m.zmych Pprzez B{'illa '%), a wynikajgeych z pewnego specyficznego zagad-
nienia niezmienniczego.

‘Wspomnijmy wreszcie o charakterystycznem przedstawienin pod po-

stacig ,sumy kwadratéw® tak nazwanych form ,,okreslonych® n-tego

rzedu o m zmiennyeh, t. j. takich form ze spolezynnikami rzeczywistemi,
ktore sg jednego tylko znaku dla wszystkich ukiadow rzeczywistych warto-
Sei zmieunych. Do znanych przypadkéw n=2 przy m dowolnem i m=2
przy n dowolnem, Hilbert ) dodal jeszeze trzeci: n=4, m==3, w kt6-
rym istnieje przedstawienie (z trzema dowolnemi parametrami) w postaci
sumy trzech kwadratéw. Znaczenie tego rezultatu wjawnilo sie w praw-
dziwem Swietle dopiero wtedy, gdy Hilbertowi udalo sie wykazad, Ze
przy wszystkich pogostatych kombinaeyach liezb uim istniejg formy
okreslone, ktérych nie mozna przedstawic pod postacia sumy kwadratéw.

6) Powrdt od spifzmiennikéw do form pierwotnych. Niezmienniki
1 spdtzmienniki niewymierns. Kanoniczne przedstawionie catek eliptyeznych i abe-
lowych,

Na poezatkowy rozwoj teoryi niezmiennikéw wywarlo niemaly wplyw
stawne zagaduienie o oznaczenin liczby. wszystkich nieréwnowaznych, t. j-
nie dajacych sig wzajemnie na siebie przeksztalcaé za pomoecg podstawien
linlowych (catkowito-liczbowych), typéw form kwadratowych dwéjkowych
0 danym wyznaczniku. Hermite 15), przystepujac do uogélnienia tego

Prace mat.-fizyezne, t. IX. 15
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zadania dla form dwéjkowych rzedu wyzszego, byt zmuszony wydoskonalié
metody teoryi form.

7 drugiej strony do takich ,,pytan powrotnych,* prowadzila geometrya
Przyktad pierwszy i najbardziej godny uwagi stax_}om krzywa plask.a t-rze-
clego rzedu G, =0, do ktorej nalegy krzywa spéizmienna HQ.:O, (wycinajgca
z pierwszej punkty zwrotne). Hess e odkryl te ostatnig 1 zna,la'@ nadtf),
e, odwrotnie, do danej krzywej H, naleza trzy krzywe Cy: odnosne réwnanie
3-go rzedu stanowi wezel calej teoryi.

Traktowanie systematyczne tych zagadniein w teoryl form nastgpito
dopiero pézniej.

W dziedzinie dwéjkowej, zwhaszeza ze wzgledu na liczne zastosowania
geometryczne, wystapilo przedewszystkiem zadanie o ‘odnalezienin wszyst-
kich nieréwnowaznych typow peku form £, + ke, ktérych wyznacznik funk-
cyjny (f, @) jest dang formg fp u—y) rzedu 2 (n—1). Brill -15) pierws?y Yvyka~
zal, ze zagadnienie to ma istotnie skoriczong liczbg rozwigzaf, t. j. Ze po-
migdzy spélezynnikami form fs 1) zadne zwigzki nie zachodzg.

‘W badaniu najprostszego przypadku n=3 o dwéch rozwigzaniach nie
napotkane wielkich trndnosei ). Inaczej wszakze rzecz sig ma juz w przy-
padku najblizszym n==4, prowadzgeym do pieciu rozwigzain 'f). Rdéwnanie
stopnia 5-go, od ktérego te rozwigzania zalezs, przedstawil Ste p.hanos 19)
w postaci, wiagciwej teoryi niezmiennikéw. Brill 2°) badal zwigzek we-
whetrzny pieciu pekéw f 4 ko pomiedzy sobg oraz z teoryg form kwa.dll‘a,to-
wyeh i rownan stopnia 6-go. Nastepnie piszacy te stowa ') badal zwigzek
tych utwordw z teorya krzywych wymiernych C;i C; oraz z teorya 1frzy-
wych szesciennych w przestrzeni. Dla dowolnej liczby » oznaczyt on llczb.e}
rozwigzah (za pomocy ,,metody rzutu®) 2?), ktérg wkritée potem stwierdzit
Stephamnos %) bezposrednio, Schubert ) zas przy pomocy geome-
tryiliczacej. Liecz dopiero Hilb ert 23), opierajac sig na zasadzie przytoczonej
w rozdziale poprzedzajacym, otrzymal w postaci gotowej rownanie dla roz-
wigzan zagadnienia i rozwigzal zarazem zadanie pokrewne o pekach
form z danym wyznacznikiem 26).

W dziedzinie bezposrednio wyzszej dwoch zmiennych niezaleznych po-
konal Hurwitz 27) za pomocg Srodkéw teoryi funkeyj trudne zadanie zna-
lezienia form pierwotnych, ze znanego wyréznika, lub, cislej mowige, jego
dzielnikéw istotnych, lub jeszeze inaczej— Ze uzyjemy stow autora—rozwig-
zal zadanie o wyznaczeniu powierzchni Riemannowskie, h ktére maja
dane punkty rozgatezienia. Rezultat ten obejmuje w sobie poprzednie, jako
przypadki szezegélne.

Zwracamy w dalszym ciggu uwage na szezegélne zadanie odwrotne,
charakteryzujace nowe metody rozwigzah wyzszych 28), Idzie tu o to, aby
pomysliwszy stale (niesprzeczoe ze sobg) wartosei liczbowe dla form ukladu
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zupelnego, mozna bylo zbudowac rédwnanie, od ktérego zalezy wyznaczenie
odnognej formy pierwotnej.

W koficu wspomnimy jeszeze o postepie w teoryl funkeyj eliptycznych
i abelowych skutkiem systematyeznego wprowadzenia form niewymiernych.

Co sie tyczy najprzod teoryi funkeyj eliptyeznych, to Klein ) za-
znaczyl juz, ze calka eliptyczna pierwszego gatunku moze przyjmowaé nie-
skofiezenie wiele postaci kanonicanych, stosownie do rozlegtosei przestrzeni,
w ktérej przyjmujemy za podstawe ,krzywa normalng® eliptyczng, wzdluz
ktérej calka ma byé rozciagnieta. ,Modul® ealki jest wtedy niezmienni-
kiem bezwzglednym niewymiernym tej krzywej. Daleko bardziej urozmai-
cong jest teorya dla rodzaju p=2 i dla p=3 ). Jezeli w ostatnim przy-
padku ograniczymy sie na najprostszej »Krzywej normalnej®, t.j. na krzywej
plaskiej C, to charakter odnosnych eatek ifunkeyj @, oraz ich réwnan réz-
niczkowych, modyfikuje sig odpowiednio do przyjetego za podstawe obszaru
wymiernosei. Do takiego obszarn dojdzie sie, jezell dolgezymy odpowie-
dnio za kazdym razem dobrang skladows niewymierns ukladéw ,krzywych
stycznych®, zwigzanych niezmienniczo z krzywsg C,. Spolrzedne punktu
plaszezyzny krzywej C, zlewajs sig tu z (frzema) funkeyami ,,¢ tak, ze
przeksztalcenie liniowe pierwszych jest réwnowazne z najogélniejszem (je-
dnozuacznem) przeksztatceniem wymiernem funkeyj algebraicznych rodzajn 3.

W szezegllnosei Klein *) zauwazyl, ze zachodzgce tu utwory nie-
zmiennicze posiadaja w ogéle nature , kombinantéw*, t. j. odnosza sie do
form o réznie rozcigglych szeregach zmiennych, podleglych podstawieniom
niezaleznym, '

Jest jasnem, ze badania tego rodzaju przyezynily sie zarazem do po-
stepu czysto-geometrycznej teoryi krzywej O, 2. '

PRZYPISY.

') Teks nasz jest zwigzly, poniewaz ten przedmiot jest ohszernie traktowany w po-
drgeznikach Glebscha, Balmona, Bruno, Cayley'a. Le Paige pokazal szezegitowo,
w juki sposéb przedstawienia Sylvestera i Cayleya rozeiggngé na formy wielokrotnie
liniowe. Belg B. (3) II, 5. 40—53. C. K. XCIL, s. 1048—1049, 1103—1105; XCIIT s. 266—
265, 569—512 (1812); C. K. XCIV 5. 31—32, 69—T1, 424—4926. Tor, Atti, XVII, s 299—320°
(1882). Rom. Acc. P. N., XXXV, 5. 54—8%, 140—141. Lisbos Jor. de sciencias math. . .
IX, 1883.

%) Goth. Nachr., 1883, s. 115—121; obszerniej w Journ. f. Math. C., s. 413—424.
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3)  Tozsamofcin ty dla k-tego nasunigeia dwu form/» i ®» 0 zmiennych nie-
jednorodnyeh » jest

1 R n\ dkg n—1\ [m—k -1 _cz dk--1g, L fm _dif:
TR “’)“z( k )fﬁg("—l) ( 1wt T k) G

4 Journ. f, Math, LXXYV, 8. 172—176 (1873), LXXXVI, s. 312—330 (1873). MMath.
Ann., 8, 264—312 (1873). Zwigzek form kanonicznych i teoryl apolarnosei przedstawia-
my hlizej w rozdziale o kombinantach IT, D. 6.

5) Journ. f. Math. LXXII, s, 293-—326 (1870).

¢y Journ f. Math. LXXVIIL, 5, 114—122 (1874).

7) Patrz uwagi historyezne w biografii Clebscha, Math. Ann., VII, 8. 17.

& Journ. f. Math., LXXXV.I, 8. 123—129 (1874).

9) ,Apolaritit und rationale Curven®, Tyhinga, 1883.

10y Miinch, Ber., 1892, . 3—20. .

1) Math. Ann., XXVII, s. 158 —160 (1886). O metodzie, patrz IT, C. b.%.

Dla praypadk6w prostych Maisano podat (1883) spélzmienniki, ktéryeh znikanie’

tozsamodeiowe stanowi kryteryum bedgcego w mowie przedstawienia potegowego; Rom,
Ace. L (3), VIL, s.231—233. Tak, dla fu jako potegi n-tej mamy:

Hy2n—d == (ab)? a2 byr—2 = 0,
dla fjako potegi 7—; -ej

T= (a Hyaz»—1 Hp2»—5=0, i t. d.

12)  Leipz. Ber., 1885, 8. 427—438; Math. Ann., XXVIIT, s. 381—446 (1887). Co do
zwigzku z normowaniem réwnad rézniczkowych liniowych patrz II, Cof. Jezeli xzad formy
f jest n==2i, to w badaniu réwnania pomocniczego nalezy koniecznie odr6znié eztery przy-
padki gléwne, stosownie do tego, azy liczby ¢ i v s parzyste lub nieparzyste. W trzech
z tych przypadkéw réwnanie pomocnicze posiada wogéle v--1 réZnych pierwiastkéw s

v

1
w ostatnim za§ (7 parzyste, v nieparzyste) par réwnych pierwiasthéw 2. NaleZgce

2
tu formy ®, ktorych jest v 41 liniowo-niezaleznych we wszystkich ezterech przypadkach
daja sig otrzymad za pomocs wyznacznik(w obrzezonych. Odwrotnie, dla danego ukltadu
v41 form linjowo-niezaleznych rzedu v-go moZna ustanowié kryterya tego, ze stanowig
ukltad form ¢; kryterya te polegajg na istnieniu pewnej liczby zwiazkéw liniowyeh pomig-
dzy niezmiennikami kwadratowemi i spétzmiennikami dawnych nktadow form. Hilbert
w Journ. de Math. (4) IV, s, 249—256 (1886) pokazal na odpowiednich przyktadach (form
trzeciego rzedu), ze zasada jego daje sie z powodzeniem stosowaé do dziedziny tréjkowej
i dwojkowej. ’

13) . Math., Ann., XX, s. 330—357 (1882). Temi formami kanonicznemi sg: 284 2pz
+ 3ot 4 4ad 4 Ba - 2px -+ ¢ 1 284 azt |- br? - c2? 4 1. Dochodzimy do nich w sposéb
nastepujacy:

Pomiedzy formami, powstajgcemi przez kombinacye liniowe trzech form dwéjkowych
dwnkwadratowyeh, znajdujg sie trzy iloczyny form kwadratowych gatunku. @, ®,, ®,%;, 3?1,
dalej cztery kwadraty w3, ...e,2 ' JeZeli %:, y; sg wartodciami, przy ktoryeh znika v, ex
i e takiemiz wartoSeiami dla wi, /i ,wyznacznik funkeyjny® Wy, t. j. wyznaczunik dru-

gich pochodnych trzech form danyeh za pomoea podstawien z'= g i odpowiednio
Yy
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x— ep R
= o przechodzi na tamte postacie kanoniczne (pairz eytow. w przypisku 9-ym

prace referenta 5. 312). Brill stosuje formg kanoniczng miedzy innemi do przejrzystej

d)irskusyx Pytanis o rzeczywistofei pierwiastkéw réwnania rzedn 6-go. Inna forma kano-

niczna (.typowa*) form 7; znajduje sig u Maschkego i Brios chi’ego, mianowicie
X

8} azt L+ Bad)- n #* - yx -+ %, gdzie «, 5,1, 3 sa caterema niezmiennikami formy /5

Pierwiastki réwnania ;=0 wyrazaja sie wtedy za pomoca, prostych funkeyj catkowitych
czterech funkeyj O, nalezacych do i (p. Maschke, Gott. Nachr. 1887, 5. 421—494, Math,
Ann. XXX, s, 496—515, 1887, Rom. Ace, L. Rend. (%), IV, s. 181—184% (1888), i Brioschiego
uwagi do ostatniej pracy o obszerniej w Acta Math. XIT, 8 §8—101 (1888). Inny ksztalt ty-
powy form f;, w ktorym znikaja spélezynniki potegi 5-ej i 6-¢j viewiadomej, rozwazal juz
wezeSniej Brioschi przy pemoey syzygij: Annali du Matem. (2), XT, s. 291—304 (1883).

) ‘W przypadku szezegéluym, gdy s jest spslzmiennikiem Hessego formy f;. mozna
pierwsza z nich za pomoca podstawienia liniowego sprowadzié do formy kanonieznej rzedu
6-go, nie zaf do formy odpowiedniego réwnania modutowego (Lindeman n, Math. Ann,
XXI, 5. 71—109, 1883). Niezmienniki formy 7; wyrazit Bolza za pomocg wartosel zero-
wych funkeyj O tu nalezaeych (Math. Ann. XXX, str. 478—495.)

%) Math. Apn. XXXII, 5. 332—350 (1888).

%) Patrz Wstep do niniejszego referatu.

- ) Math. Ann. XX, 5. 330357 (1882) i dzielo referenta, cytow. w przypisku 9-ym

s. .
) N p. Caporali Nap. Rend. XXII, 5. 95—114 (1883).
18) W szczegdlnym przypadku, gdy pek form 7, staje pekiem biegunowym formy f
istnieje jedno tylko rozwigzanie. Wyznacznik funkeyjny w tym razie zlewa sig ze spél-
zmiennikami Hessego formy f; (Lindemann, Math. Ann. XXT. s, 71—109, 1883).

) C. R. XCIII s. 994—997 (1881). Jest to wycisg z wiekszej pracy premiowanej,
ogtoszonej w 1883 w Sav. étr.

#)  Math. Ann, XX, s. 330357 (1882).

%) Apolaritiit” ete. (1883).
2. (@n_1)!

23 L e 391, Istnieje ————"—
(n+1) L (1) 1

pekom form fu41 pray danym wyznaczniku

funkeyjnym 2n-tego rzedu.

24 Thise, 1884.

) Acta Math. VIII, s 97—117 (1886). To zagadnienie, o ktérem mowa w tekdcie
wystgpuje jako przypadek daleka ogélniejszego zagadnienia, ualezgcego do teoryi wyzszych
przestrzeni liniowych.

35) Leipz. Ber.s, 112—122 (1887), Math An. XXXIII, s. 217--236 (1888).

26} Math. Ann. XXX, s. 482—492 (1888). Dla n=4 zadanie sprowadza sie do in~
nego o przeksztaleeniu formy £; na forme kanoniczung »,3~-v,% zalezy przeto od tego samego
réwnania pomocniczego rzedu %0-go,ktére podat Clebsch w zadaniu dzielenin na3réwne
ezgded funkeyj hyperelipty eznyeh (Gott. Abh. XV, 1869, Math. Ann. IL, s. 193—197 (1870) ).

27)  Math. Ann, XXXIX, s. 1—61 (1891). Tu zebrana jest tez odnofna literatura.
Inne uogdlinienie, odnoszgce sig do form kwadratowyech o dwu szeregach ilodei zmiynnych
podat Frobenius (Journ. £ Math. CVI, s. 125189, 1890). Forma j posiada dwa wy-
r6zniki (t. j. formy dwukwadratowe dwdjkowe o rownyeh niezmiennikach; odwrotnie szuka
sig formy £, gdy te wyrdzniki sa dane. Otrzymujemy w ogéle co® rozwigzai tego za-
gadnienia. )

) Patrz Klein ,,Vorlesuugen itber das Ikosaeder etc” oraz poprzedaio cytowame
prace Kleina i Gordana oréwnaniach rzedn 5-go i 6-go (I, B.6). O innym rodzajc
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zagadnieni odwrotnyeh, postawionych przez Gordana i dopuszezajgeych tylko jedno je-
dyne rozwiazanie, mowa jest wyzej w przypiskach do II, A c.

29y Math. Ann. XVII, s, 133—138 (1880): Leipz Abh. 1885, s. 339—399. Poréwn.
Pic k, Math, Aon, XXVIII, s, 309—318 (1887). Wien. Ber., czerwiec 1888, Marzee 1889,

30 Co do rodzaju p==2 patrz prace Kleina, Burkhardta i Wiltheissg
w Math. Ann. poczgwszy od t. 27. Co do p=3 patrz Pick, Math. Ann. XXIX, s 259 —
271 (1887), note Kleina w Gott. Nachr. 1888, s. 191--194%, Math. Ann, XXXVI, s 1—83,
(1880), Wiltheiss tamze XXXXIIIL, s, 1—23 (1890), Pascal cztery rozprawy w Annali
di Matem. (2), XVII, XVII (1839, 1890).

- 3)  Gott. Nach. 1888, s. 191—194. Dalsze rozwinigeie v Wirtingera, Math,

Ann. XL, s, 361—£412 (1892)

32) Poréw. Frobenius Journ, f Math. IC, s, 275—314 (1886), CIIIL, s. 139—183
(1888).

A. Metodyka. Symbolika i procesy niezmiennicze.

Przychodzimy do $cislejszej dziedziny teoryi niezmiennikéw, do pro-
ceséw w niej stosowanych. Duzielg sie one naturalnie na dwie klasy glé-
wne: na procesy symboliczne i realne; te skladaja sie z proceséw rézniczko-
wych, wykonywanych na formach, tamte zas sg wilasciwie algebraicznemi,
‘W rzeczy samej widaé od razu, ze zasada symboliki teoryi form co do swej
istoty zgadza sie ') z zasada ,liezb idealnych” Kummera, polegajacs natem
ze algebraiczne liczby i formy nieprzywiedlne w danym obszarze wymier-
nosci rozkladamy przy pomocy ,,dolgczenia' odpowiednich niewymiernosei
na czynniki idealne (pierwsze) prostsze w ten sposob, ze te czynmiki
czynig zados¢ zwyklym prawom dziatan arytmetyki.

Dopiero w pewnych potgczeniach (mnoznosciowyech) te elementy ide-
alne staja sie wielkosciami obszaru pierwotnego. :

a) Symbolika i przedstawienie graficzne.

o) Kierunek niemiecki.

Metoda symboliczna, wprowadzona przez Clebscha i Aronhol-
da ?), doprowadzona do pewnego zakoticzenia przez Gordana i jego
szkolg, ma na celu sprowadzenie teoryi niezmiennikéw form dowolnego rze-
du do teoryi form liniowych i wyrobienie odpowiedniego, Yatwego w mani-
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pulacyi algorytmu. Algorytm taki, jak to odrazu zaznaczamy, ma wylacznie
odtwarzaé zaleznodei lub niezaleznosei liniowe pomiedzy spélezynnikami
form danych.

Niechaj J bedzie niezmiennikiem pojedyiiczej formy pierwotnej 7, kté-
rego stopien wzgledem spotezynnikéw formy 7 jest p; do tego niezmiennika J
dobierzmy?) jednoznacznie inny niezmiennik J;, liniowy wzgledem p szeregow
form f3, fi. . . . f», analogicznych z forma £ Stosujge tg samg zasade do
spotezynnikéw p formy pierwotnej f (Jub jej réwnowaznych przedstawicielek
fir fer+...fy), ktéra niechaj bedzie rzedn »-go wzgledem pojedyliczego sze-
regu zmiennych x, roztozymy forme 7 na » form liniowych idealnych:
iy Fagliet o i, byitlolist oo Dty oy Moy Rewyt . F s .

Pokazuje sig wszakze, ze bez utraty moznosei powrotn jednoznacz-
nego do form realnych, mozna utozsamié pomiedzy sobg tak n szeregbw spol-
czynnik6w, jak 1 szeregl zmiennych =, y, ..., W ten sposéh, ze p form fi
przechodzi na p analogicznych poteg form liniowyeh a',, ", .. .

Skutek bezposredni i niezmiernie wasny tego przedstawienia jest naste-
pujacy. Jezeli zmienne 2 poddamy przedstawieniu liniowemu, przez ktére
przechodzg one na nowe zmienne y, formy za$ f; na nowe formy F,, i jezeli
formy przeksztalcone F napiszemy znown symbolicznie jako potegi n-te form
liniowyeh 4y, +Aoyet. .- Awyuit.d,toigrupa podstawien spot-
czynnikow f;, powstala dzieki grupie podstawien
zmiennych » przyjmuje postaé prosta tak, ze ilo-
S§cidzalezgodait.d zupelnie w ten sam sposéb, wjaki
iloscizzalezag ody,zmozliwem tylkoprzestawieniem
spbélczynnikow podstawienia.

Stad wynika wprost, ze mozna napisaé ilekolwiek niezmiennikéw formy
f; W tym celu doé¢ z n szeregowych wyznacznikow ilosei o, a”... ntworzyé
takie iloczyny, aby kazdy z szeregéw symbolicznych zachodzil wszystkiego
vrazy. Wezlem calej teoryi jest, jak to pierwszy wykazal Clebsch 4),
odwrdcenie twierdzenia, ,%e kazdy niezmiennik (catkowito-wymierny) formy
f moze by¢ wyrazony jako funkeya (catkowito-wymierna) tych iloczynéw.

To twierdzevie zasadnicze mozna bez trundnosei zastosowaé do szeregu
form pierwotnyeh, pomigdzy ktoremi w szczegélnosei moze sig znajdowaé
pewna liczba form liniowyeh ®). Udalo sie¢ wprawdzie Clebschowi 5
scharakteryzowaé symbolicznie i takie niezmienniki jednoczesne, w ktérych
zachodzg realit er spétezynniki form liniowyeh, tylko w zupelnie okreslo-
nych polgczeniach wyznacznikowych (mianowicie dwu, tréj i n—2 szerego-
wych); lecz juz dla »> 3 nie moZna przejrzeé wszystkich mozliwyeh utwo-
réw. Przeciwnie formy pierwotne mogs zawieraé wiecej szeregdéw zmien-
nych spétpodstawieniowych (z), (2), ... jakotez przeciwpodstawieniowych
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(w), (). .. Przy pomocy procesu i ,,Lozwiniecia szeregowego® bedzie mozna
ostatecznie dojs¢ do form pierwotnych o jednym tylko szeregu ilofei « i je-
dnym tylko szerégu ilosci w; dla tych form powyzsze twierdzenie zasadnicze
utrzymuje sie z niewielka tylko zmiang.

Uzasadnienie naukowe &) w mowie bedgeej symboliki opiera sie glo-
whie na jednej jej wiasnodei, ktora dopiero niedawno °) podali: Gordan
dla form dwdjkowyeh, Study dla tréjkowych, Pascal dla form o »
zmiennych. Wyzej wspomniane wyznaczniki n-szeregowe symboléw «/, o'...
53 soba polaczone ukladem zwigzkéw algebraicznych B, =0, B,=0,...

Okazuje sig réwniez odwrotnie, Ze jakakolwiek tozsamosé, zachodzaca
pomiedzy niezmiennikami, F o ile nie sprawdza sig przez to, ze jej niezmien-
niki wzajemnie same sig znosza, lecz przez to, Ze wyobrazamy je sobie obli-
czone przy pomocy realnych spélezynnikdw form pierwotnych—ze tozsa-
modé ta daje sprowadzié do takiej postaci, iz strona lewa jej staje sig agre-
. gatem wyrazéw symbolicznych, z ktérych kazdy zawiera przynajmniej jedno
z wyrazen B jako czynnik. Do tego wystarcza w zupelnosel pied takich
czynnikdéw E.

Ziresztg stosuje sig tu to samo ograniczenie, co wyzej. Tak np. w dzie-
dzinie czworkowej 1%) nie posiadamy dotad przegladu tych zwigzkéw, w kto-
rych zachodza nietylko spéirzedne punktu i plaszezyzny, ale i spéirzedne
prostej.

MéwiliSmy juz o symbolice Gordana '!), zwigzanej z pojeciami
reducentu, wkladéw zupelnych, wzglednie zupelnyeh®, ,ukladéw rozsze-
rzonych®; o innyeh punktach widzenia, & mianowicie o ,faldowanin®, bedzie
mowa w rozdziale o procesach niesymbolicznych.

Tu wspomnimy jeszeze o pewnej symbolicznej ,,zasadzie przeniesie-
nia® 1?), ktérg stosowal Gordan przy konstrukeyi zupelnych ukladéw
form. Aby pokazaé to zaraz na dziedzinie tréjkowej, wezmy uklad form
niezmienniczych ¢ forny pierwotnej f=a,"==0,"=...(m—1)-go stopnia
wizgledem spélezynnikéw; za pomocyg tego ukladu moZna wyrazié linjowo
wszystkie inne utwory tego samego stopnia. Idzie o znalezienie
odpowiedniego nktadu, ale stopnia bezpos§rednio wyz-
szego m. Czynniki symboliczne formy ¢ s3 trojakiego typu: by, sy da, .
(bew), (bdu), (cdu), .. .; (bed), (bee), .. . Zastapmy 2 czynnikéw b, ¢, ... odpo-
wiednio przez (bau), cau),... i rownoczesnie % czynnikéw (bew), (bdw),. ..
odpowiednio przez (bea), (bda)..., dotgezmy wreszele czynnik @, — G +2
(1+%k<n). Dla danej pary ,modulé6w* i, k mozna otrzymaé zupelnie ozna-
czony szerveg nowych form v (stopnia m). Rozwazmy kolejno wszystkie
mozliwe kombinacye, biorge A~-k=1, 2,...., a nastgpnie w kaidej poje-
dynczej grupie A==0,1,2. Jezeli wytgczymy wszystkie formy v, zni-
kajgee i przywiedine, doj dmemy do rezultatu gltéwnego, ze wszystkie
formy ¢ stopniam, pozyskane za pomocy pOWyZszego procesu
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zukladu Jiniowozupelnego® formystopnia m—I1,two-
rzgréwniez ukladliniowo-zupelny®

Zwracamy sie teraz do godnego uwagi uogélnienia lub uproszczenia
symboliki Clebscha-Aronhold a, ktoére zapoczatkowal w najnowszym
czasie Stroh ). Idzie tu praktycznie o mozliwe zmniejszenie liczby
czynnikéw symbolicznych, z jakich buduje sie niezmiennik. Ograniczymy
sie tu na przeprowadzonym istotnie przez autora przypadku dziedziny
dwéjkowej 14),

Jezeli fu= (- aity)*, =1, 2...) jest forma pierwotng n-go rzedu
w transkrypeyi symbolieznej, to wolno najprzéd nezynié symbole a réwnemi
sobie, np. réwnemi jednosci, bez obawy wieloznacznosei przy rekonstrukeyi
utworéw realnyeh. Jezeli przez C rozumie¢ bgdziemy spétzmiennik formy
f stopnia i-tego wzgledem spélezynnikéw i wagi g (o jednym tylko szeregu
zmiennych), to wyraz gléwny G, formy C, jako forma g-tego rzedu wielkosci
jednorodnych a,, g, . .. a;, czyni zado$¢ jeszeze tylko réwnanin rozniczkowe-
mu charakterystycznemu:

i

v

a;

1/

[

=0,
E

Il

1

Szukamy rozwigzania catkowito-wymiernego C, tego rdwnania; znaj-
dziemy je, wediug Hessego '), jako najogélniejszg forme i—1 argu-
mentéw:

by = Gy, (g — Gy oo a; — a; 19)

rzgdu g'<<n... Jezeli y jest liczba stalych dowolnych takiej formy, to
mozna C, napisaé¢ w postaci funkeyi y (liniowo-niezaleznych) g-tych poteg
w ten sposéh:

r=y

Co (g @y ... ) = Z ¢ Agrty =+ Aarly. ..
I=1

—l_ ;.M»tl,)?,
gdzie
111.*}—/07—}— +Axl =

Ten wynik mozna przedstawié jeszcze symetryczniej. Rozwazanie naj-
prostsze naszego rownania, owe ¢—1 réznic @, —ay, @3 —a; . . . Gy — Gy, MO~
ina zastapié tyluz ,symbolami zasadniczemi* A4y —2,0; -FAa: . + 4,
(Z22=0). Aby wigecmieéprzedstawieniesymboliczne
wyrazugioéwnegospobéltzmiennika formy f, do§é z g s ym-
boléw zasadniczychutworzydéiloczyn wktérym kasz-
dy symbolazachodzinajwyzej wpotedze n-tef.
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Oczywiécie czynniki klamrowe Clebscha a,a; —a,a, sg wlasnie
najprostszemi takiemi symbolami zasadniczemi; tatwo wige przejscé od jednej
symboliki do drugiej i odwrotnie.

Tak np. spolzmiennik

(“b)ﬁ (a«ﬂ) axn—‘z bmn-—il Gz”"l

mozna napisaé w postaci prostszej (a—-b— 2¢)%, zawierajgcej tylko jeden
symbol zasadniczy.

Jezeli rzad » formy pierwotnej jest dowolnie wysoki, tak ze n>>g,
wtedy wielkosci C, przechodzg na tak nazwane ,,poiniezmienniki* i mamy
wtedy plodne twierdzenie: ,,wszystkie pdélniezmienniki stopnia ¢
iwagi g dajg sie wyrazié /injowo za pomocyg poteg
symbolicznych o +2m, + ... Aa:)? V7).

I w innym kierunku nasuwa sie nogélnienie symboliki, jezeli mamy do
czynienia z formami szeregow iloscizmiennyech, podlegajacych réznym podsta-
wieniom. Pomigdzy niemi grajg role szczegdlng ,kombinanty®, t.j. takie
utwory p form pierwotnych frownego rzedu o » zmiennych ,, @y, .. 2, pozo-
stajgce niezmiennemi przy przeksztatcenin liniowem tak ilogei « jak i form 7.
Tu wprowadza Stroh %) pary symboléw aia (b1 g1t. d.), tak ze iloczyn n
symboléw a i jednego symbolu o ma znaczenie realne. Jezeli zbudujemy
forme

F= (a6 + aby + - + 0bp) (g2 + 292y + . + arz,)
to ta jednaforma pierwotna zastepuje poprzednie

formy f, corozumieé nalezy wten sposéb, ze kombi-
nantem formy/jest kazda forma majgca wtasnosé nie-

zmienniczg wzgledem F dlaobuszeregéw zmiennyech.

L,rziniezawierajgcaprzytem zmiennych &.

Study *) rozeiggnal te symbolike na kombinanty takich form £, kté-
re, oprécz od zmiennych o, zaleZg jeszcze od przeciwpodstawieniowych
zmiennych .

Zupelnie podobng zasade stosowad mozna, jak to fatwo widzieé, i do
bardziej skomplikowanych utworé6w niezmienniczych form pierwotnych ro-
dzaju ag™a," 1. d., ktére w istocie zawierajg rézne szeregi zmiennych w,Z,...

W przypadku, gdy te ostatnie naleza do dziedziny dwéjkowej, Gor-
dan *°) podal symbolike prostszg, zawierajacg tylko jeden rodzaj symbolow,
o czem byla juz mowa.

Nakoniee powiedzmy jeszcze, ze oba symbole glowne Liego teeryi
grup przeksztalce, mianowicie symbol X/ przeksztalcenis nieskofczenie
malego i symbol (X:X;) wyrazenia klamrowego z powodzeniem zastosowal
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.St.:u dy *9) do naszej specyalnej dziedziny przeksztalceni rzutowyeh, tak ze
Juz zewnetrznie poznaé w nich mozna procesy niezmiennicze,

f. Kierunek angielski. Pétniezmienniki i funkcye symetryczne.

Omoéwione dotgd dazenia mialy charakter jednolity, gdy tymczasem
zjawiska pokrewne, tu i owdzie rozproszone, zwlaszeza u autoréw angielskich
pozniejszego okresu 1), sktadajs si¢ z momentéw réznorodnyeh. Mozna
tu rozréznié trzy giowne punkty widzenia. Po pierwsze, préby uzmystowie-
hia wyrazell teoryi form za pomocy odpowiednich przedstawien graficznych;
nastepnie scharakteryzowanie w odwrotnym kierunkn dziedziny naszej,
Jjako galgzi abstrakeyjnej (powszechnej) algebry ,,macierzy* (matrye); wresz-
cie zwigzanie (symboliczne) ,,péinjezmiennikéw* z nanks o funkcyach syme-
tryeznych.

Sylvester ) wr. 1878 wychodzi ze spostrzezenia, ze istnieje
analogia glebsza pomiedzy wzorami konstrukcyjnemi nowej teoryi atomistyez-
nej, a uzywang zwykle symbolika niezmiennikéw i spélzmiennikoéw dwéjko-
wych. Jezeli elementy chemiczne przedstawimy w postaci form dwéj-
kowych:

H=h=W,=...;

4
Ly C=et=1 =,

it d

O0=02=02=..

N=n =m’=...

gdzie ,,wartodciowo§¢* elementu odpowiada ,rzedowi* formy, to zwigzki
»nasycone* wyrazg nam niezmienniki, ,nienasycone” za$ spéizmienniki.
Przykladami pierwszych sg np.:

20 = (00')% HO = (ho) (Wo); NOH = (n0)? (n0')?) (n0") (o"h).

Jezeli wiee, jak w chemii, elementom edpowiadaé beds punkty,
zwigzkom za$§ (ho i t. d.) kreski lgczgce te punkty, bedziemy mieli
obraz naoczny symboliki niezmiennikéw form dwdéjkowych. Liczba kre-
sek miedzy punktami (t.j. liczba zwigzanych jednostek wartoSciowyeh),
bedzie wagg odnosnej formy: zwiazek niezmienniezy jest rowno-
wazny z mozliwo$eig przeksztalcenia jednych na drugie
obrazdéw rozmaitych form.

Sylvester *%) podal zastosowanie powyzszej metody do procesu
wzajemnosei H ermite’a, do form stowarzyszonych Clebscha it. p.

Clifford?)w 1879 r. zastosowalte metode do form pierwotnych dwoj-
kowyeh, liniowych wzgledem pewnej liczby szeregow iloSei zmiennych. - Je-
zeli np. (x, ¥, 2) jest takg forma, to obrazem niezmiennika (xyz) (xyw) (zvw)
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(wow) bedzie kwadrat, w ktorym dwa boki przeciwlegle sa podwdjnie na-
kreslone.

Qczywiscie mozliwe sg rozne modyfikacye tej grafiki. Podamy jedne
7 nich dla niezmiennika dwojkowego, wyrazonego przez réZnice pier wiast-
kéw form pierwotnych. WyraZenie to jest suma (symetryezng) iloczynéw
takich:

(2 — @) (@ — ) (@ — ) oo (@my — )*

gdzie wykladniki sg == 0, a stopnie wzgledem m, @, ... % 83 wszystkie
rowne. Kazde o zastapmy punktem, kazdg réznice o, —; linig dowolng od
o, do ay; wtedy w kazdym z n punktow zbiega sig jednakowa liezba linij.
Tak up.

(2, — #,)? (o — )% (2 — @) (B — @) (%1 — @) (ay—aty)

prowadzi do kwadratu z przekgtnemi, ktérego dwa boki przeciwlegle sa
podwéjnie nakreslone.

W tej metodzie wazue znaczenie ma pytanie o ,przywiedlnogci* %)
obrazu, t. j. czy obraz nie daje sis ubworzyé przez natozenie na siebie obra-
z0Ww ,,stopnia nizszego®.

Petersen ) na tej podstawie nietylko udowodnit twierdzenie
Gordana ?7), e (przy danem n) mozna utworzyé skodczong liezbe
takieh iloezynéw, z ktéryeh wszystkie dajg sig utworzyé przy pomocy
muozenia, lecz pokazat nadto, jak tamte iloczyny istotnie wyznaczyé mozna.

W jaki sposéb teorye niezmiennikéw mozna podporzgdkowad pod
algebre wielkosci rozeigglych, pokazemy na przykladzie nasunigeia.

Niechaj beda dane dwie formy dwdjkowe dwuliniowe:

f=ay & 4 + Gy %4 Yo + Oy L3 Y3 oy T3 Yas
@ =0y & Y by ay ?/Q‘i‘bm%?/l‘!‘bfza Ty Yas

i dajmy, Ze mamy utworzy¢ ich nasuniecie drugie, pozostajgce niezmiennem
przy podstawieniach niezaleznych obu szeregéw zmiennych. Pomnéimy
f przez @, a iloczyny dwojkowe jednosei x,, %y, ¥y, ¥ poddajmy prawom:

=t =yt =yt =0 I = - GT =G = — Yl =1
wiedy bedzie:

(Fp)? == 0y byg — ayy by — 03y Dy - Gy by

Togéinienie nie przedstawia istotnych trudnogei. Rachunki takie na-
potykamy u Clifforda 2%),jakkolwiek jadro teoryi znajduje sig juz u Gras-
smanna ),
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Przechodzimy wreszcie do symboliki w teoryi niezmiennikéw dwéjko-
wych, opartej na teoryi funkeyj symetrycznych.

Wyraz gtéwny C, niezmiennika formy pierwotnej f, jest funkeya izo-
baryczng spélezynnikow a,, a,, ds, @y ..., czynigea zado§é réwnaniu roz-
niezkowemu: ‘

aC, 3 2C

; C . ;
Q= g, 30, -+ 2a, 3; —+ 3a, 3110 =10
-1 4

G, pozostaje przeto takim wyrazem glownym dla kazdej formy pierwotnej
r2dN WyZS28g0 fut1, . - . futa ... W tym sensie C, jest ,p6lniezmienni-
kiem* (podniezmiennikiem) dowolnie przedinzonego szeregu a,, @y, s, @ . - »

Aby uwidocznié niezalezno$é pélniezmiennikéw od rzedu n formy pier-
wotnej, wyobrazamy sobie rozwinietie tej ostatniej wedlug poteg rosmgeych
zmiennych z i wprowadzamy pierwiastki .0 d wrotne®

[+

b .
1+T$+1 3 24 .. = (1 —az) (1 — px) (1—7;:,:),V,A

Wtedy stosuje sig nastepujace twierdzenie zasadnicze Mac-Mahona %)
,Kazda funkeya symetryczna (calkowita) iloSel a, 5, »,
..., ktéra jest ,nieunitarna®, t.j. zawiera te zmienne w sto-
pniu wyzszym od pierwszego, przedstawia pélniezmiennik
ze-wzgledu na spétezynniki a=1,b,¢,d...".
Mozna np. tatwo sprawdzié, ze dla jakkolwiek przedinzonego szeregu
a, B, v, 8.... zachodzy zawsze zwigzki:

Zal = — (= Zat= “;*(d—Zbc +26% ...

gdzie wyrazenia klamrowe po stronie prawej sg znanemi wyrazami giéwne-
mi spélzmiennikéw. Mac-Mahon i Cayley postugujg sig przeto ,,sym-
bolikg rozkladu‘, '), piszac: .

2=2a% 3=a'; 6552=Za Py’ d*

i stosuja bezposrednio do teoryi pélniezmiennikéw znane prawa polaczen
fankeyj symetrycznych %), ktére brzmig teraz wprost:

Lm=(Q-+m)+ (Im) (=m)
Li= (20) +2.(10(0=m)itd
Algorytm na tem oparty pozwala glebiej wnikngé w zwigzek pomigdzy

syzygiami. Kazda taka syzygia miedzy spétzmiennikami, albo réwnowaina
jej syzygia pomiedzy powyzszemi symbolami, jest zarodkiem nieograniczo-
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nej liczby dalszych syzygij; tak np. symbol 552 mozna kolejno przeksztat-
¢ié na: 5552, 6552, 7552 1t d.

Przy pomocy tej symboliki Cayley #) wyprowadzil dla niezmienni-
kow , funkeye tworzaca‘

ar

d—2) (1 —2z%) (.1 —a... (1 — )

Gdy rozwiniemy te funkcyg wedlug poteg rosngeych zmiennej @, to
spétezynnik przy z* wyznaczy liczbe pétzmiennikéw liniowo-niezaleznych
stopnia j 1 wagi .

Trudniejsze pytanie o funkeyj tworzacej dla ,,perpetuantéw*, t. j. takich
pélniezmiennikéw, ktdrych nie mozna zlozy¢ w sposéb catkowity i wymierny
z pétzmiennikéw stopnia nizszego rozwigzal Mac-Mahon za pomocy tej
samej symboliki; ta funkeya tworzgca ma postaé:

11
@z
5.3.4..5

Na tej podstawie Cayley i Mac-Mahon ulozyli obszerne tablice
potzmiennikéw, perpetuantéw i ich syzygij.

PRZYPISY.

Y) Inny obraz istoty symboliki daje nam chemia, gdyz pojecie czasteczki odpowiada
Dbojeciu formy algebraicznej, pojgcie za§ atomu—pojecin elementu formy. Méwimy o tem
dalej w tekdeie. :

%) Odsytamy czytelnika, pragngcego poznaé te symbolike, do pierwszego rozdziatn
wielokrotnego eytowanego dziela Gordana - Kerschensteina. Szereg zastosowai
symboliki wyjasnig zreszty nastgpne rozdziaty, gdzie mowié bedziemy o niej w polgczenin
Z procesami realnemi.

%) Patrz Study w,Methoden ete* I § 5, 1T §§2, 5, 6, gdzie szezegotowo wyjasnio-
no istotq symboliki.

¥ Journ, f. Math. LiX, 5. 1—62 (1861), ,Biniire Formen® § 12, T'wierdzenia te i kon-
sekwencye z niego zapewnily symbolice niemieckiej wyzszos¢ nad angielskg Cayley'a.

Inne dvwody twierdzenia w Dahla (Zeuthen, Tiddskr. (4), 1V, 8. 154—158), dwa
uGordana (,Vorlesungen ete.* §9)iu Stu dy’ego (,Methoden ete.“ § 5).

%) N.p. niezmiennik jednoczesny formy Awijkowe] a :n= (a,1,-ayz)) 1 ==by === ..
i formy dwojkowej oyz; - ayz,=ay, zestawia sig z ,czymnikow klamrowych® obu typow (ab),
(ac), (be),...; (ad), ba), (cz)... Poniewaz ay, oy 5§ spétpodstawieniowemi z —y,, y; (4 j.
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przeksztaleajy sig tak samo linfowo jak te ostatniel. to czynniki klamrowe dragiego gatun-
kun zastgpié mozna ezynnikawi linjowemi ay, by. ¢y... Pojecie zas niezmiennika jednocze-
snego form o i zy9, — x y; zlewa sie z pojeciem ,spoélzmiennika® pojedyiczej formy ay*,

f) Gott. Abh. XVIL, 5. 1—62 (1872). Jezeli s jest formg pierwotng, zawierajaca
réine szeregi nietylko pojedyiezych zmiennyeh (z;. %y,. .. u), (412 ¥z +-¥n)s (21, e 20 ).
lecz i ich wyznacznikéw dwn, tréj, i t. d. szeregowyeh px, pirt,. .., to rozklada sie ona
symbelicznie na czynniki, z ktoryeh kazdy podporzadkowuje sie pod jeden tylko szereg
jednego typn zmiennych, np. par.  Czynnik taki moszna wtedy przedstawié jako potege
formy liniowej ilodei pirgy...: zpowodu tozsamodei zachodzacych pomiedzy ilo-
Seiami p i ze wzgledow dualistyeznych tamto przedstawienie moze podlegaé modyfikacyom.

Dla ,kompleksdw liniowych* te przedstawienia podat Clebsch w Math. Ann: IT,
8. 1—8 (1868). Waelsch uprascil te rzecz i rozwinal przy pomocy symboléw Gras-
smanna (Math. Ann, XXXVIT, s, 141—152. 1590). Na tem opiera sig odpowiednia zasada
przeniesienia.

") Patrz uwagi G ordana, Program, 1875, Dodatek.

Trudnoei stosowania rachunku symbolicznego w dziedzinach wyzszych ilustruje
dostatecznie takie zadanie: ,Podaé w spolrzednych punktowych réwnanie hyperboloidy,
wspdlnej trzem kompleksom liniowym.* Patrz Waelseh L c.

%) U wartodei praktyeznej i pedagogicznej rachunku symbolicznego matematycy
réznego s zdania. Nie mozna zaprzeczyc, ze pod tym wzgledem teorya form w okresie
najnowszym bywala nieraz rodzajem sportu, w ktérym pod nawalem mnogodei form znikata
mysl kierownicza. Na szezeseie, temu kiernnkowi przeciwdziala prad zdrowy, w ktérym
wystgpuje coraz bardziej rachunek mydlowy proceséw niezmienniezych.

% Gordan, ,Vorlesungen etc I, (1887), N° 117. Study, Math. Ann. XXX
5. 120126 (1887), ,Methoden efe.* (1889), § 6. Pascal (1888), Giorn. di Mat. XXVI
s. 33—38, 102-—103. Rom. Ace. L. Rend. (4), IV, s. 119—124, Rom. Ace. L. Mem. (4), V
8. 376—387. Tozsamosei, do ktéryeh u P asecala sprowadzaja sie wszystkie pozostale, sa

X+ (may...an) (@nt1bidy. .. bo1) =0.

S 4 (@a ...an) angy, 2=0.

(a,05...8n) (B2y ... 0) — 3 Gy Gizy .o Bn T 0.
2 A mmy.o@r) enda, =0

X+ @y o2 @ty ¥ yna) = 0.

Sumy tworzymy, przestawiajac symbole & i = na wszelkie mozliwe sposoby i zmieniajac
znak jak w zwyklem prawidle o wyznacznikach.
W dziedzinie dw6jkowej jest jedna tylko tozsamosé zasadnicza:

apby — aybx— (ad) (xy) = 0.

) Patrz Study ,Methoden ete.” s. 204

15 Patrz wyzej IT, A, a.

%) Math, Ann. I, 5. 90—101 (1869); XVII, 5. 217—234 (1880). Rozdz. L.

Tej zasady przeniesienia nie nalezy mieszaé ze znang zasadg przeniesienia Cleb-
scha, ktéra w zastosowaniu do form dziedziny dwojkowej i w szacie geomstryeznej
brzmi tak: Jezeli prosta.ma przecinad krzywa n-tego rzedu w gru-
pie punktéw, majacyeh pewna wiasnodfé rzutows, to réwnanie
krzywej, ktorejtaprosta jest obwiednia, otrzymujemy wten spo-
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86b: przedstawmy symbolicznieniezmiennik formy sa, ktéorego
znikanie wyraza tg wlasnosé, i zastgpmy zachodzgey w nim
wyznacznik (ab) wyznecznikiem (abu), gdzie v 53 spotrzedne linjo-
we, zaf @, b, ..... oznaczajg symbole danej formy tréjkowej. (Porow.
Clebsch-Lindemann, ,Vorlesungen ete.* I, s. 274 i dalsze).

Tak np. rGwnanie krzywej trzeciego rzedu as® =0, otrzymujemy hezpodrednio
w spitrzednych liniowyeh w postaci:

(abuw)p (cdu)? (aau) (be) =0

Dalej: ,,Proste przecinajace krzyws czwartego rzedu az*==0 w dwustosunku harmoniez-
nym sg obwiedniemi krzywej klasy széstej:

(adu)? beuw? (cau) =0, it.d

Patrz rozwinigeia dalsze u Gundelfing era Math. Ann. VI, s. 16~22 (1872) i ,Stu-
dyego , Methoden ete.“ 1T, § 19.

) innyeh zasadach przeniesieniach patrz w tekscie IT, D. b.

) Math. Ann, XXXVI, 5. 262—303 (1890), § 7 i nast.

1) Co do dziedziny trojkowej patrz 1. ¢, § 12

35)  Journ. f. Math. XLII, 8. 117—124 (1851).

) Tu poznaé wyraznie zwigzek z syzygiami, od ktoryeh autor doszedt do symbo-
1iki, opisanej w tekscie. Aby mianowicie sprawdzié syzygie [fPwz]i= 0, bierzemy & formy
7, @, , z, jako cztery realne potegi form liniowyeh, np, fo=(z—a)n,, ==(@—Db)ny, W==(t—0)nz,
z=(x—d)n, i wkazdemnasunigein ograniczamy si¢ do wyrazu gtownego.Tak np. zamiast (/, )*)
(/)9 ¢) nalezy wzigdé (a—b)*, (a—c)* (a—b). Lewa strona syzygii [ £, , v,«]); staje sig funkeys

igea zadodd réwnani o 2P o8 —()E-—-O- F zalezy przeto
F (a. b, ¢, d), czynigeg zado§é réwnaniu o + ") 9o + o = zalezy
od trzech spotrzeduych: a —bd=—"0, @ —¢c=—¢, a —d=—d, Poniewaz wsznkze
réwnoczednie b — e=0'—¢, b—d=0 —d, c ~d=c—d, dof¢ przeto waziaéa=0
w F, aby widzieé z latwodcia znikanie tossamodciows funkeyi . Qdwrotnie, mozna otrzy-
maé syzygie z kazdej takiej toZsamoseiowo znikajacej funkeyi trzech zmiennych.

1) § 10. Wynikiem bezposrednim jest wyznaczenie péiniezmiennikéw nieprzy-
wiedlnych danego stopnia ¢ i danej wagi ¢g: liezba ich jest réwna liczhie rozwigzaii catko-
wite-liczbowych réwnania

% 3 b =y — 2141

a same utwory mozna napisaé symbulicznie,

Odpowiednig symboliks postugiwali sig przedtem CapelliiLe Paige dla pro=
suyeh form o kilku szeregach ilosei zmiennyeh, podlegtyeh réznym podstawieniom:, pierwszy
z nich dla formy kwadratowej o dwu szeregach dwdjkowyeh (Giorn. di Mat. XVII, 8. 69—
148. 1879), drugi dla form wielokrotnie liniowych (Belg. Bull. (3), 11, s. £0—53, 1881).

18) , Methoden ete.“ IL, § 13.

19 Math. Ann. XXXIII, 5. 372—389 (1889).

29 ,Methoden ete., 1L § 15, .

*) Sam Cayley, tworca symboliki, w poZniejszyeh pracach innyeh dawat pier-
wszefistwo rachunkowi na istotnych wyrazach gléwaych i na funkeyach tworzaeyeh,

) Am. J. I s 63—125 (1878). Poréwnajuwagi Clifforda tamie s, 126—129,
Malet tamze s. 277--282. Clifford plerwszy wykezat wzajemna odpowiednio$é cbu
sposobéw przedstawienia.

%) Patrz dodatki do wymienionej wyzej rozprawy Sylvestera.
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*) Lond. M. 8. Proe. X, s. 121190, 214—221 eof. Spottis ;
. 20 ef, Spottiswoode tamze
. 25) .Poréwn. Bu?h.lxei m London M. 8. Proc. XVIT, s. §0—106 (1886). Tak zwane
,,tfvn’erdzem?. 0 rnz'ka_‘adzze" Clebscha: .kasdy niezmiennik formy dwdjkowej mozna roz-
Tozy¢ na dwie czesci, n ktorych jedna jest ntworem przejetym z formy fe—:, druga za$ za-

n . i3 b
wiera cz k sy v (abyz |} - ik : ‘ Z i t
yonik symbolhiezny (ab) (/. > B) ) wynika tu stad, ze kazdy obraz geometryczny

mo:le_ bycli sprowad.un): d.o sumy najprostszych wielokatow: K e m p e rtamsze s. 167—121) wy-
]fa?tuje, Ze udp?mednmmterpretacyazwiqzkc’»w toZsamosciowyeh pomiedzy symbolami nmoz-
liwia raghunek istotny na geometryeznych obrazach niezmiennikdw,

#}  Acta math. XV, 8, 195290 (1891). Poréw. wyzej II. A, a.

) Pordw. I, A, a.

%) Le.

3:; ioréwn. biografie Grassmanna w Math, Ann. X1V, 8. 9 i nast.

m. J. VII, 5. 26—47 (1857). Pordwn. Cavley, tams 1—25. 59—73

XS, o e ans 1550) yiey. tamze s. 1—25. 59—73, Quart.
. 3‘1) Aby otl:zymaé péiniezmiennik stopnia 7, dosé Hezbe ¢ przedstawié wazelkiemi mo-
zlffvenn BpOBOb.aml ‘}B:kO sume liezb mniejszych, Sylvester te symbolike rozkladu zesta-
wit z zasat’iaml swojej ,algebry nowszechnej* (Universal Algebra). Am, J. V. s 79—137
(1883). 3{7'omwn. Am. J. VI, 5. 270—280 (1583), oraz Peirce tamze IV, 5. 97—299 (1881).

") Mac-Mahon poiniej odwrotnie opart na tem teorye funkeyj symetrycznych,
Nadto zastosowal on symbolike, o ktorej mowa w tekscie, do teoryi perpetuantow i pierw-
szych operatorow rézniczkowych liniowyeh czgstkowych.

3 Le

4 le.

Prace mat.fizyes., t. 1X." 16
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