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(dx —+ pdz) dq — (dy - qde) dp = 0,

W postaci:
(Fy+ Fq) by — (Fot-Fop) Fy 4 (Fyp — Fog +Fipq) (Fpp+Fig) — 0
wskutek F=0.

Do tej kategoryi rownai nalezg te rownania liniowe, ktérych charak-
terystyki sg albo co? prostemi minimalnemi, albo krzywemi ortogonalnemi
pewnej dowolnej gromady oo! kul.

7 tej kategoryl mozna wyprowadzié pewns kategorye réwnan czgst-
kowych 1-go rzedu, ktérych charakterystyki sg liniami geodezyjnemi na po-
wierzehniach catkowych, na podstawie twierdzenia, Ze normalne do powierz-
chni, wystawione wzdluz pewnej linii krzywiznowej, majs obwiednia, ktéra
jest linig geodezyjng na jednej powierzehni Srodkéw. Mianowicie otrzymuje
sig twierdzenie nastepujgce :

Powierzchnie srodkéw jednej gromady, nalezace do po-
wierzchni calkowych takiego réwnania czgstkowego 1-go
rzedu, ktérego charakterystyki sg liniami krzywiznowenmi,
sg powierzchniami catkowemi takiego réwnania rézniczko-
wego czgstkowego 1-go rzegdu, ktdrego charakterystyki sg
na wszystkich powierzcehniach calkowych liniamigeodesyj-
nemi. Takie rownanie czgstkowe ma zawsze forme:

(0 Bart g, — B — (A H o B2 — 1) (i 1) =0,

gdzie H jest funkcyy dowolng zmiennych =, y, 2.

Warunek analityezny, jaki spelnia¢ musi funkeya F w réwnaniach
F (2,9, z,p, ¢) = 0, posiadajgcych pomieniong wiasnosé, zawiera takie
drugie pochodne funkeyi F; z tego wynika, ze réwnania, w ostatniem twier-
dzenin wyszczegdlnione, nie wyeczerpuja calego zasobu owej kategoryi
réwnai.

PRZYCZYNEK DO TEORYI
FUNKCYJ 0 OBSZARACH OSOBLIWYCH.

NAPISAE

Z. KRYGOWSKI.

Punkty istotnie osobliwe funkeyj analitycznyeh i jednowartosciowych
jedli sa w liczbie nieskoficzonej, tworzg albo tak zwane mmnogosei doskonale
(perfecte Mengen), albo linie osobliwe, albo wreszcie moga zajmowaé cale
obszary. W tym ostatnim razie mnogosci punktéw nieistotnie osobliwych
funkeyi mogg byé albo odliczalne, albo nieodliczalne; wystepuja one we-
wngtrz obszaru osobliwego wszedzie gesto, gdyz pochodng mnogoSei pun-
ktdw nieistotnie osobliwyeh funkeyi jest mnogosé punktéow istotnie osobli-
wych. Poincaré pierwszy pedal imetodg tworzenia takich funkeyj w przy-
padku, gdy obszar punktow osobliwych funkeyi jest wielobokiem wypukiym,
i pierwszy raz wyprowadzil wyrazenie og6lne dla mnogosei punktow odli-
czalnej dla takiego wieloboku. Metoda ta jednak uwazania ,$rodkéw mas“
nie da sie prawdopodobnie przeniesé do ogélnego przypadku jakiegokolwiek
obszary, to tez istnienie takich funkeyj dla jakichkolwiek obszaréw nie moze
byé a priori w ten sposob rozstrzygniete. Mozna jednak winuy sposéh ¥)
przez wprowadzenie zasady odwzorowania mmogodei punktéw uskutecznié
to i dowies¢ identycznosei tego zadania z rozwigzaniem problematu Dirich-
leta. Ponizej podaje inng zasade szukania wyrazenia mnogosei odliczal-
nych i wszedzie gestych dla pewnyeh obszaréw dosé ogélnych; wpro-

#) Por. w Bulletin de Ia Société Mathématique t. XXV pracg: Z. Krygowaki ,Sur
les fonctions i esp=ces lacunaires.*’
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wadzam nadto pojgcie funkeyi analityeznej jednowartosciowej, ktorej obszary
osobliwe w liczbie nieskoriczonej tworzg grupe nieciggls. Obie te zasady
objagniam na praykladach.

1. Uwazajmy jako obszar osobliwy funkeyi cz¢$é plaszezyzny zmien-
nej zespolonej z=x-}-7y, zawartej miedzy lukami dwéch krzywyeh y=&,(z)
oraz y=>,(z), przecinajgcych sie w dwu punktach 4 i B. Mozemy przez
uskutecznienie odpowiedniego przeksztalcenia spoirzednych zawsze przypu-
Sci¢, iz punkty 4 1 B znajduja sig na prostej réwnoleglej do osi odeietych,
ktorg niechaj bedzie of z. Przypusémy nadto dla prostoty, iz caly uwa-
zany obszar migdzy obu tukami znajduje sig miedzy dwiema prostemi, réwno-
legtymi do osiy, a poprowadzonemi przez punkty 4 i B. Nierhaj odecigtemi
punktéw 4 i B bedg wielkodel @ i 2,. Jako wyrazenie mnogosei punktow tak
zwanych ,wymiernych“ na odeinku prostei, laczacej punkty 4 i B i z zalo-
zenia réwnoleglej do osi odcigtych, mamy wyrazenie.

1 ! .
DLy T Mgy

! 3 *
My == iy

gdzie m, oraz m, przebiegajg niezaleznie od sieble wszystkie liczby dodatnie
i calkowite, nie wylgczajac zera z wyjatkiem kombinacyi my==m,==0. Dla
punktow wymiernyeh, znajdujgeych sie na prostej, poprowadzonej w punkecie

myLy - m,2,
T == <

my =

réwnolegle do osi y, oraz wewngtrz obszaru uwazanego, mamy rzedng odpo-
wiednio rdwna:

myry =+ %, e, - mgr
my @y (A2 2TH g, P, (AL + gy
BT my, - m 172 iy
L my my ity

7
my -

y =0

gdzie znowu my oraz m, przebiegaja niezaleznie od siebie wszystkie liezby
catkowite i dodatnie oraz zero, z wyjstkiew kombinacyi = m,=0. Mamy
tedy jako ogélne wyrazenie mnogosci punktéw ,wymiernych® wewnatlz na-
szego obszaru wzor:

Xy~ Nyt My - h,,
»  omg, (_1_1",t_1.z)+,,14@“ 1Ty Ty
Hyry o Mgy | My =1ty oy —-my
ey -y my — iy

w ktorym nalezy wykluczy¢ kombinacye m, =my=m; =m, =1( oraz kom-
binacye oy ==m,==0, m,==m, =0, Dla kola np. 22+12=1 otrzymujemy,
stosujge wzér powyzszy, wyrazenie: a

icm
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/ 5 ;
/ My — my\” / My — 1a\2
1)131/ 1— (——“1 - ') — oyl 1—(=2 2)
my iy my + myl

Hity - Nty

216

0y — Ny .
=g

My - iy

ktére uproszczone daje wzor:

1 ‘ <o q Ny — ity
m[mzl —my)+i2} nzlmgm3 T ;114] .

W mnogosci powyzszej znajdujg sie jedynie niewymiernosei, zalezne od
pierwiastka kwadratowego, i nieskoficzenie wiele punktéw wymiernych
(gdy my =my).

Uwazajmy teraz pétkole z°-y?= 1, polozone ponad osig . Dla tego
pétkola otrzymamy zupelnie podobny wzdr:

(a) gV ]

My — ity

1
| om ) i

my -+ My

Przy pomocy wyrazenia

==

il

mozemy odwzorowaé to potkole na cale kolo a?--y2=1, a przeto wstawia
jac tu zamiast z wyrazenie (a), otrzymamy nowe wyraZenie na mnogos¢
odliczalng i wszedzie gesty dla calego kota x2-f-y2=1.

Funkeya np.

LR

+1

N RS Y

-

(Y

N

e 4™ G575
! = . .
(p(‘:")=$" 1 ) L g Tg—m
e z — — (my — )} £ 2 Vingn,———%
(o oo ing = —co Wy A 1y Mg iy

o <<L.lal<1,les|<<1,[q. << 1.

jest funkeyg analityczna, dajacs poczatek jeduej funkeyi jednowartosciowej,
czyii jest ,monogeniczng”, skonczong i ciggly dla wszystkich punktéw, le-
zgcych po za kolem w?—-y?=1, ktoére jest jej obszarem osobliwym.

Uwazajmy jeszcze czworobok, ktorego wierzcholki sa dane w sposéb
nastepujacy. Uwazajmy dwie wielkoSei dowolne w i o', pierwszy rzeczy-
wists, drugg urojong i obliczmy przy pomocy znanych wzoréw z teoryi fun-
keyj eliptycznych niezmienniki g, i g, funkeyi p (4395 ¢5), nadto obliczmy
wielkoSci rzeczywiste e, e, e, przy pomocy wzoréw:
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po=e,p (0+aw)=e, po' =e.

Czworobok uwazany niechaj ma wierzcholki dane przez wzér:

T Va—etiye —e

VFBI — &

=t iz,

Stosujge nasza metode, otrzymamy jako wyrazenie mnogosei punktéw
dla tego czworobokn

Ty

e 2 i = iy - m,
my my my —F 1,
albo zmieniajge m, na m,, m, na m, i wstawiajae za o, i @, wartosci dane
powyzej, mamy:

1 b
h— My LMy — 1y, ———
— Ve, —e, 1 =—Vey — ey | = G,y inyy mys
V31“32[ mymy 23 + g Fom, 2 03 ey gy

Przejdzmy teraz przy pomocy odwzorowania podobnego od powyz-
szego czworoboku do kola zakrelonego promienmiem jednosd z poczatku
spilrzednych. Jako mnogosé punktéw odliczalnych wszedzie gests dla kota,
otrzymamy, na podstawie wzoru Schwarza, wyrazenie
YT et iVe = plim g mm] — 6 VG —r) (6 — )

sl ek e,
Ve, =&, —iVe,— e, pltm, my mys m] — g — i Ves — &) (e — &)

w ktérem punkty mnogosci sg wogéle przestepne.
2. "W metodzie Poincare'go elementem zasadniczym, ktéry staje

sig nieskonezenie wielkim dla punktéw mnogosei jest Pyt
— Uty

biega wszystkie punkty mnogosei. Mozna jednak, jakto podatem w wyzej
cytowanej pracy, wprowadzi¢ inne elementy zasadnicze i W ten sposdb
otrzyma¢ np. funkeye analityczne jednowartoseiowe o obszarach osobliwych
peryodycznych. Nim przejdziemy do owej metody i jej nogélnienia, wspomne
0 pewnym, podanym jest Weierstrassa w pracy: »Zur Functionenlehre«
przykiadzie funkeyi, okreslonej szeregiem podwdjnie nieskoficzonym, a po-
siadajacym jako linig osobliwg 0§ y na plaszezyznie zmiennej zespolonej;
przyklad ten nasungt mi mys] wprowadzenia innych elementéw zasadniczych
do metody Poincaré'go. Jesli w przykladzie Weierstrassa szereg
podwdjnie nieskoficzony utworzony z elementéw, ktéremi s3 funkcye wy-
mierne zmiennej zespolone;j, zamienimy na szereg pojedynczo nieskoiiczony,

icm

gdzie a, prze-
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ofrzymany w nowych elementach szeregn funkeye wykladnicza.
to przeksztaleenie wykonaé w nastepujacy sposob:
Uwazajmy funkeye

Mozemy

%—(3)25(5)221 [~—l——}— l"r‘ -;E]* w=2me - 2nw’,

natenczas:

2 L, N IR L)
;[lj(o)}m — (o )w] == (no' — y'w) = p (mi w"i)

+ oo oo ~+ oo .

AN o' + 2 o'’ P2 o

+ il 2] (12m)0  2ne'] T w7 e (Cmw—+2mw) 7k 1] (1—2m) 0" —2nw]
oo

(myn) ==— (m, ) ==—o0 {m,nl= — oo

| ro

El

+o0
2 w S\ 1
T 1 e 2> 4 2000

(m. 2} =— o0

- o' .
Kladae =i = ¢ many po uproszczeniu:
D

) 1 Py

2 . 2( 2 z

?t?[?]w = a)] - ?z"(b T?) + ;E [1—2m — 2niz| | 2m2niz]
B (mymy= —~ oo

o0

9 z
=\ : .

+ 7 [ 1—2m—2niz | [2m--2niz]

(m, ) = — oo

s , sl )
Lecz z teoryi funkeyj eliptycznych wiadomo, iz yo'—y'w =+ ?,stoso-
\ . ' .

wuie do tego, czyR(%) = R(z)>0, czy tez R (-037) =R (z)<0. Widzimy
tedy, iz powyzszy szereg okresla funkeye, majgca of y jako l.inia osobliw{@
i ma warto§é + 1 stosownie do tego, czy czesé rzeczywista z jest do@a§n1a
czy tez ujemna. Dzielgc jeszeze w drugim szeregu ostatniej rownosci liez-
nik i mianownik przez 22, oraz zmieniajac 1 na m oraz mna —au, przez co suma,
nie ulegnie zmianie, mozemy powyzszej funkeyi nadaé¢ ksztaltt:

+ oo + o
2 1), 2’ : ERNL - .
E(Z +?)+ I ek [ 1 =210 2072 [0 20022 Tl (1—2m—2niz—?) (m-{-2uiz =t —

(myn) = —ca (myn) = — co
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Mozemy juz teraz latwo zamienié powyzszy szereg podwéjnie nieskod-
czony na szereg pojedyfczo nieskonczony. W tym celu zauwazywmy, i%

-+ ca +oe

9 )

2] 4 . 71 _4_
=5ils - S )iy 2w ]
n=x @ ’

—e @ w=1

Mamy tedy:

+co +oo )
2 T T T 1 1 1 7
;T [Ww -1 w] - 'E[i—l—?—] - 471[2 ;:(8”":'— e-—:w:)? + z E(eﬂ e—_-:.—rf:_l)2] = 1L

n=1 Ea—
szereg pojedynezo nieskoficzony, w ktérego elementach wystepuje fun-
cya wyktadnicza.
3. Powyzszy przyklad odrazu nasuwa mysl wprowadzenia innych elemen-

tow niz

P do metody Poincarégo. Uwazajmy w tym celu element

_ aing

{(— 1y e «
- 7,
2= th;— e

w ktérym m przyjmuje wszystkie wartosei dodatnie i ujemne, a, zas§ prze-
biega wszystkie puokty mnogosei. Uwazajmy teraz funkeye:

+eo —mius

—1)nde

=y Tl :

(%) 2/—4 Z— ;M
i m=-o0

’

w ktorej A; oznaezajg ezynuiki stale; przypuszezamy nadto, iz 24, jest sze-

regiem bezwzglednie zbieznym. Szereg powyzszy jest bezwzglednie zbiezny
dla wszystkich 2, lezgcych po za punktami a;~-ina, a mozemy sie o tem
przekonaé w nastepujacy sposéb. Zauwazmy, iz

+o0 —Ting
_ -1 v:?(—l)’”(z—a,i) s
) MZ “ii[z—;—tt—i T2 (7 — a)? —miu? ] ¢ '

m=1

czyli na moey znanege wzoru

—aing

T A
D
¢ sin— (z—a)
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albo
et TG ;
glo="2 TV A
a P E(:_.z.|
K f—1

. _Uwa.'zajmy teraz dowolny lecz stale okreslony punkt z po za obszarami
osobliwemi peryodycznemi, w ktéryeh znajdujg si¢ punkty a;— ma:
matenczas z posréd odliczaluego szeregn funkeyi

(a) —_——

—1

jedna przynajmniej bedzie miala w uwazanym punkeie z swg warto§é bez-
wzgledng najwiekszg i mniejszg od pewnej okreslonej wielkosci dodatniej M;
szereg tedy bezwzglednych wartosei

Y
i

i

.Aii Y [
| = (*—u;)

e -1

| |
! | A
}<M.Z‘Al

jest zawsze skonczony, przeto szereg pierwotny jest bezwzglednie zbiezny.
Uwazajge punkt z-}- 8z =2' w poblizu punktu z, przekonamy sie, iz naj-
wigksza wartodé bezwzgledna elementu (a) jest blizka najwieksze] wartoseci
bezwaglgdnej elementu w punkeie 2, a przeto A/* w tym punkcie jest sgsie-
dnig wartosei M. Szereg tedy pierwotny jest wige takze jednostajnie zbiezny.
Funkeya tedy powyizsza, ma mocy pewnego twierdzenia Weierstrassa,
jest funkeya, dajgcy peczatek jednej funkcyi jednowartosciowej, ciaglej
i skonezonej dla wszystkich wartoSei argumentu, potozonych po za obsza-
rami osobliwemi.,

Oczywiscie przypuszezamy, iz obszary peryodyezne nie pokrywajg sie
wzajemnie, a wiee nie dziely plaszezyzny na 2 oddzielne czedel, czyli, ze
funkeya jest ,monogeniczng“. Nadto wiemy, iz obszary osobliwe s3 utworami
o pojedynczej tacznodei.

4. Uwazajmy teraz funkecye analityczne jednowartoSciowe, ktorej
obszary osobliwe sg podwdjnie peryodyczne. Aby wprowadzi¢ odpowiedni
element zasadniczy, uwazajmy funkeye podwojnie peryodyczna f(z), posia-
dajgeca w rownolegtoboku peryodéw (o, ') jedynie dwa bieguny a oraz o,
pojedyncze 1 rézne od siebie. Wiadomo z teoryi funkeyj eliptycznych
[Briot et Bouquet: ,Théorie des fonctions elliptiques® str. 289], i% roz-
winiecie takiej funkeyi f(z) jest

“+ oo “+co
as T, as i X
flz)——— = E cotg?u— (z—a——mw’)-—-(; 5 cotg z—)v(z—u,’—ma)'),

;M= — 00 m=—cs
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gdzie o sg residuami, jak wiadomo, sobie réwnemi i o znakach przeciw-
nych, A za$ oznacza stala

’ o
H—=— —ff(.&‘)llz,
24

gdzie z, jest dowolne. Szereg powyzszy mozemy jeszeze tak napisaé:

il
2t (2= me')

. . ) oo
Vil Eoamey o] Zeta e
f(z)__:m__H:_j_Zg e “ Tl "’]e_w (H'a'y’ 2 [ 2=
w ) ] i—a—meo’) — (z—d'—mw'}
m=—co | €” —1]]le~

albo

too 9o

Przyjmijmy, iz stalg dowolng a tak dobrali$my, by bylo:

» 1
‘)nvi‘ S " 2i
e g
natenczas:
aH +2 e—:—’f (&= me"y
pr 7
fla)— 2 = Y0 - — S
w | 2 (2 — mew') il 2 ) iy
m=—co] ¢ @ e ® e © —p @

Uwazajmy teraz funkcye ¢ (2), dana przez szereg

+oa 2ai | .
« Lo {2 — wmeo’)
pe=> ¥ 200
b v ya Lo 2oi L 2mi
- —— (2 — m0’) = S {2 mén') —
i m=—cafe @ —e e e !

Szereg ten w razie, gdy czesé rzeczywista stosunku E‘;Zfijest dodatnia, t. j.

R (:ﬂ) >0,
w

]

a 220 2/ 27 ; .
] (:—ma') I 2t (z—me') 2l
m=—co| € —e® e —ew

icm
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jest bezwzglednie i jednostajnie ‘zbiezny dla wszystkich 2, z wyjatkiem
wartodci

@+ mw - W', oraz @ - mo 4+ m'o

gdzie tak m jakotez m' przebiegajg niezaleznie od siebie wszystkie liczby
catkowite dodatnie lub ujemne, punkty za a; a/ o0znaczajg punkty mnogo-
sci oddzielnych. Skoro obszary osobliwe, w ktorych znajduja sig mnogosei
punktéw a:, &'; sa od siebie rozne, natenczas funkeya @ (2) posiada we-
wnatrz kazdego z réwnoleglobokéw peryodéw dwa vbszary osobliwe, kto-
rych jest co?. Funkeya powyzsza jest znown, na podstawie twierdzenia
Weierstrassa, ,monogeniczng®, jednowartosciows i skoiiczong po za ob-
szarami osobliwemi, ktéve sg teraz podwéjnie peryodyczne.

W razie, gdy punkty a. @' sa identyczne, funkeye ¢ (z) mozemy
przedstawié przez szereg [Briot et Bouquet 1. c. str. 291]

oo 4

(2) == AN . h -
e@=2 2 = ) s
i w=—cc S (2 —a; —mo)

2mé

czyli, wprowadzajae funkeye wykladniczg, otrzymamy:

p=—tY Y

-
2 e — mor’)
i m=—cc e " 4 —-—1]

(s~ a;— mw')

Latwo juz teraz przejs$é do funkey] najogélniejszych, t.j. takich, kto-
rych obszary osobliwe tworzg grupg nieciggla, ktorej pedstawienia sg linio-
we. Nalezy w tym razie wprowadzié jako element zasadniczy funkeye
Poincarégo.

Nakoniec zauwazymy, i% metoda ustepu pierwszego stosuje sig i do
fankey] np. trzech zmiennych, czynigeych zado§é rownan L aplace’a, ze
wige przy jej pomocy mozemy otrzymaé funkeye potencyalne czyli potencyaty,
majace pewne obszary tréjwymiarowe jako obszary osobliwe.
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