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Ksigzka, ktorej streszezenie zamieszezamy w niniejszym artykule, zawie-
razestawienie badan Lieg o w zakresie geometryi elementéw liniowych na
plaszezyzuie i w przestrzeni, jakotez elementdw powierzchniowych w prze-
strzeni, a na tej zasadzie oparty jest podzial calej ksigzki na trzy obszerne
czefei. Rozwinieta przez Lie g o teorya przeksztalcen, ktérg tenze tak
znakomicie wyzyskal dla teoryi rownan roézniczkowych, odgrywa tutaj takze
pierwszorzedng role, a umieszczone w tej ksigzce teorye s3 prawie wszgdzie
W zwigzku z pewnemi kategoryami réwnan rézniczkowych. W geometryi
elementéw liniowyeh na plaszezyznie i elementéw powierzchniowyeh w prze-
strzeni majg pierwszorzedne znaczenie przeksztalcenia stycznosciowe. Teo-
ryg tyeh przeksztalcen na plaszezyinie rozwingl Liie w zupeinosdei w pierw-
szej czeSel ksigzki, natomiast teorys ich w przestrzeni nie zajmuje sie
w pierwszym tomie; ¢o do elementéw liniowych w przestrzeni, to dla nich
analogieznego pojecia utworzyé nie mozna.

Y} Sophus Lie, Geometrie der Beriihrungstransformationen, darg. v. 8. Lie
u G Scheffers, 1 Band, Leipzig, 1896.

%) RBeferat ten wykonany zostal w seminarynm matematycznem prof. K. Zoraw-
skiego w Krakowie :
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Z powodn wielkiej obfitosei, a poniekad réznorodnosei tresei musieli-
Smy w streszezeniu ograniczyé sig do przedstawienia metodycznego tylko
najbardziej zasadniczych teoryj, inne traktujae badz w formie krétkich
wzmianek, badz tez pomijajac zupelnie te, ktére nie sa w Scislym zwigzkn
z glowng trescig dziela. Zaznaczamy réwniez, ze niektire twierdzenia
z ogolnej teoryi przeksztalcen, tam podane, choé niekiedy potrzebne do zro-
zumienia tekstu, w streszczeniu tem nie sy zamieszezone, a to ze wzgledu na
to, ze teorye te W czesel juz byly, a w czgdei zapewne jeszeze beda porn-
szone w osobnych artykutach w wydawnictwie niniejszem.

I. Przeksztakcenia styeznoseiowe na plaszezyznie,

1. Definicya i wyznaczanie przeksztatcer stycznosciowych.

Pojecie przeksztatcenia stycznoseiowego, przed ukazaniem sie pierw-
szych prac Liego w zakresie badan nad teoryg przeksztalced i ich zasto-
sowaniami do réwnan rézniczkowych, nie byto znane matematykom dawniej-
szym. Niektére szezegdlne przypadki przeksztalcen stycznosciowyeh znane
juz wprawdzie byly oddawna, ale nawet Lagrange i Pliicker, kté-
rych niektére badania stoja bardzo blizko teoryi tych przeksztatcen, tak ze
ich mozna wedlug L ie g o uwazadé za poprzednikéw tej teoryi, nie sformu-
fowali przeciez jej pojeé zasadniczych.

Przed definicys przeksztalcenia stycznosciowego podajemy dwie defini-
cye nastepujace:

Element liniowy jest to punkt wrazz prze-
chodzgcyg przezef linig prosta. Za spilrzedne elementu
linjowego mozna przyja¢ wielkosel =, y, y', z ktérych dwie pierwsze
s3 spolrzednemi prostokatnemi punktu elementn liniowego, 3’ za$ oznacza
kierunek prostej elementu (styczna kata migdzy osia Oz a ta prosta). Wszyst-
kich elementéw liniowyech jest wiee oo,

Zjednoczenie elementéw (Elementverein) jest to gro-
mada elementéow liniowych, posiadajgca te wiasnodé,
ze kazdy element gromady ma punkt na prostej sa-
siedniego elementu gromady; czyli, jak sic wyrazamy: taka
gromada elementéw linjowych, w ktorej kazde dwa sgsiednie elementy sg
zjednoczone (vereinigt liegen). Dwasgsiednieelementy (z, ¥, ¥)
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i (ebda, y+dy,y +dy) sa zjednoczone, jezeli dla nich zachodzi
Zwigzek:

(1) dy — o' dw = 0.

Na plaszezyznie istnieja tylko, jak to mozna analitycznie okazad, zigczeniaco!
elementdw linjowych takie, ze miejsce geometryczne ich punktdw jest zara-
zem obwiednig ich linij prostych; sg to linie krzywe albo punkty (ostatnie,
nwazane jako obwiednie przechodzacych przez nie co! prostych).

Przeksztalceniem stycznosciowem na plaszczyiz-
nie nazywa sig przeksatalcenie trzech spotrzednyech
z,y, elementéw linjowych na plaszczysnie na nowe
spolrzedne , uy, ¥, tego rodzaju, ze kazde zjedno-
czenie elementéw (z, ¢, ¥) przechodzi znown na zje-
dnoczenie elementdw (w, ¥y, ¥u'). Takie przeksztalcenie przepro-
wadza elementy liniowe wspélne krzywym stycznym na plaszezyznie (x,y)
na elementy liniowe, wspolne krzywym stycznym na plaszezyznie (xy, ).
Ogélng zavem charakterystyczng wiasnoScig prze-
ksztalcen stycznodciowych jest to, ze na skuteknich
krzywe styezne przechodzsg na krzywe styczne.

Jakiekolwiek przeksztalcenie elementéw liniowych przedstawia sig
zapomoca trzech réwnan ksztaitu:

@ =X 0¥, =Y%yY), n=2LFy Y

Aby te rownania okreslaly przeksztatcenie stycznodeiowe, musi istnied
jako skutek tych réwnan i réwnania (1) zwigzek:

dyy — gy dwy =AY — Pd X =0,

a to by¢ moze tylko wtenczas, jezeli:
3 dY — Pd X = o (dy — o/ dz).

Chege wyznaczy¢ wszystkie przeksztalcenia stycznosciowe na plasz-
czyinie, postgpowaé mozna dwiema drogami. Jedna z nich jest nastepujgca:

Rugujge z réwnan (2) ¢/, y,’, otrzymujemy rownanie postaci:
€] Q (w, y, wy, y,) =0;
zapomocy tego rownania dowolnie danego z kazdego zjednoczenia elementow
(z,, ¥/ ) otrzymuje sie pewne okreslone zjeduoczenie elementow (zy, ¥y, ¥y’ ),

pp.‘krzywa ¢ przejdzie na krzywg ', obwiednia wszystkich krzywych, na
jakie réwnanje (4) przeprowadza kazdy punkt krzywej ¢; tylko kraywe
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Qiz, y, «, B) przechodza na punkty (g, 8). Riwnanie (4) zatem okresla zu-
petnie przeksztatcenie stycznosciowe. Aby je wyznaczyé analityeznie, roz-
niczkujemy réwnanie (4) i nastgpnie pordwnywamy z réwnaniem (3); wie-
dy miedzy spétezynnikami rézniczek w obu réwnaniach otrzymamy zwiaz-
ki, z ktorych po wyrugowaniu p dostajemy: :

(49) Qo4 By =0, Q41 2y, =01

Rownania (4)i(4) okreslaja najzupelniej prze-
ksztalcenie stycznodciowe, jezelli moina je rozwigzaé zardwno
wzgledem zmiennyeh iy, ¥, 3/, jak i wzgledem . g, ¥': a warunkiem tego
jest, zeby wyznacznik fankeyjny:

Lo oL L

P s S/
22 220

| &y dar Qiy

IETe BT

| ) da:2iy,

nie znikal wskutek @ = 0.
Druga metoda polega na ustanowieniu pewnej zaleznosei miedzy fun-
keyami X, ¥, P. Z warunku (3) dla réwnan (2) wynikajy zwigzki:

(3" Y,—X,P-}+po=0, T, ~X, P— ¢0=0. ¥,— 3%, P=),

w ktorych jest p=y. Rugujac z nich P, o, znajdujemy miedzy funkeyami
X, Y zwigzek:

(5) X, (YY) —X, (X+pX, )=,
ciyli, jezeli lewg strong przestawimy za pomocg symbolu [X T},
(69 [Xv]=0.

‘Warunek (5) jest wystarczajaey, aby réwnania (2) przedstawialy prze-
ksztalcenie stycznosciowe, gdyz wskutek niego réwnania (3/) nie sg sprze-
czne i dajg dla funkeyj F, o wzory:

Y, Y.4pY, _ XY,— X Yo _ Y- Y,

P=3 =z ¥x, 0"

XX, X,

5 Qp oznacza %g it.d: podobnych oznaczef nzywaé bydziemy i w dalszyiu cigga.
o
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Uzywajgc tej metody, X mozemy wybraé dowolnie, a wéwezas Y okre-
§li sie przez calkowanie rownania czgstkowego (5), z ktorego nalezy otrzy-
maé rozwigzanie, niezalesne od X.

7 réwnaii (3') wyprowadzié mozna jeszeze zwigzki:

(6 [FX|=¢. [PY]|=0o. P.

Zbierajac otrzymane rezultaty, mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie na-
stepujace:
Réownania:

ay = X@ 0y, o =Y (e, y, )y =P (0, 9"

przedstawiajg wtedy i tylko wtedy przeksztalcenie
- styecznodciowe, jezeli zachodzg zwiazki:

[,XYJ;_=_0, [PX] =g, [PY|=p P

przyczem go moze byé jakakolwiek rozng od zera fun-
¢ygzmiennych z, y, y ]
O funkcyach X, ¥, zwigzanych réwnaniem |X ¥]=0, méwi sig, ze s g

winwolucyi. Przy szukanin 1101&711 ar dla funkeyj, bedacych w in-
wolaeyi, okazuje sig fatwo, ze ten nie zalezy od dy’, tudziez ze funkcya P
axy
ax’

Z samego okreslenia przeksztatcenia stycznodeiowego wynika, ze dwa
po sobie wykonane przeksztaleenia stycznosciowe daja. jako rezultat, znowu
vrzeksztalcenie stycznosciowe.

w przeksztatceniu stycznoseiowem ma ksztatt; P=="=

2. Nieskoriczenie mate przeksztatcenia stycznosciowe.

Taksamo, jak w teoryi przeksztalcen, mowi sie o grupach przeksztal-
cen puuktowych i 0 nieskoniczenie matych przeksztalceniach punktowych
mozna i w teoryi przeksztatcei styeznosciowych uwazaé grupy przeksztatcen
stycznosciowe i nieskoliczenie mate przeksztalcenia stycznodciowe. Te osta-
tnie mozna przedstawié przez réwnania:

() ay=a4E(ry,p) oty yy=y—n(2,y,0) 8, p=p—+a(x, y, p)ot,

ktére muszy zado$¢ czyni¢ warunkowi:

dyy — pydiv, = g (dy — pda).
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czyli po wstawieniu wartosei z (7):
Ay - dydt — (p 4 =dt) (d + dEdt) = o (dy — pdic).

Z tego réwnania wynika, Ze o musi mieé ksztatt: g==1--0d, tak iz
przez poréwnanie spolezynnikéw przy o otrzymujemy: )

iy — pdE — ndx =o (dy — pdx).

Wprowadzajac nowg funkeye: 5 —pé=— W (2, y,p), roztozyé mozna
ostatni warunek przez [poréwnanie}spilezynnikéw przy di, dy, dp na tray
nastepujace:

Wedn=oap, Wy=—0, W, —&=0;
tak, iz po wyiugowaniu s, otrzymuje sie nastepujace nieskonczenie male
przyrosty :

8) S== W,bl, dy=(pW,— W), op=— (WotpIF,)5t.

Najogoélniejsze zatem nieskoficzeunie male prze-
ksztatcenie stycznosciowe na plaszczyznie okreslo-
ne jest wzupelnosciprzezjedne tylko funkcye Wiz,y,p)
nie peddang zadnemu ograniczeniu. Funkeya W zo-
wie sigfunkcyg charakterystyczna nieskonczenie ma-
tegoprzeksztalcenia stycznosciowego (8). Posiada ona
nastgpujace znaczenie geometryezne: odlegtosé punktu elementu 7y, powsta-
tego z elementu I przez przeksatalcenie (8), od prostej elementu ! wyraza sie:

péz — &Y y_ et

14 jEpe

a przeto .5t jest dlugodeia odeinka na osi Oy miedzy prosta elementu |
a réwnolegly do niej, przez punkt elementu /, poprowadzona.

Symbol nieskofnczenie malego przeksztaleenia stycznodciowego okresla
sie podlug (8) wzorem:

8f . df N of -
@ B—3€~—11P—£§;—[—(p”p—”) f_ — (Pt p W) == W] — W

= " cos (lz) &t
e [T

Jezeli do pewnego przeksztalcenia stycznosciowego;
(a) wy == X(ayp), yy=Ylzy.p), p,="F(zy.p)

wprowadzamy za x, y, p zmienne 7, ¥, 7 za pomocy przeksztalcenia stycz-
nosciowego:

(b) F=X(x.yp), =
i odpowiednio:

Yiwyp), 7= Fay,p)

= X(x1,41,21), ¥ _ﬂ93|:y17211): 1 =_F(<""1>y11271s)|
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to otrzymane z tych 9 réwnai trzy réwnania migdzy ¥, ¥, . i @, ¥, By,
ksztaltu:

b=g (%Y D) h=¥ (%15, h=X(&7 p)

okreslaja nowe przeksztalcenie stycznosciowe.

Powiadamy, ze w przekszbalcenie stycznodciwe (a) wprowadziliSmy
nowe zmienne na mocy przeksztatcenia stycznosciowego (b), albo, ze na da-
nem przeksztalceniu styeznosciowem (a), wykonaliSmy prezeksztalcenie styez-
nodciowe (b). W szezegolnosei przechodzi nieskoriczenie male przeksztateenie.

Bretd oyl 4a

przez wprowadzenie nowych zmiennych 2, j7, p zapomoca przeksztatcenia (b),
na nowe nieskonczenie mate przeksztatcenie:

b= 57 L2354 57 L
dla tych nowych zmiennyeh.

Jezeli W jest funkeya charakterystyezng nieskofczenie matego prze-
ksztatcenia stycznosciowego Bf, to z niej, jak unezy prosty rachunek, okresla
sie funkeya char akterystyczna nowego nieskohczenie matego przeksztatcenia
stycznosciowego Bf przez réwnanie:

(10 W=o W,

w ktérem g jest znang funkcyg ze zwiazku (3) w zastosowaniu do przeksztal-
cenia styeznosciowego (b).

Najprostszym przypadkiem przeksztalcenia stycznosciowego jest t. zw.
uzupelnione przeksztalcenie panktowe (erweiterte Punkttrans-
formation). To przeksztalcenie otrzymuje sie ze zwyklego przeksztalcenia

punktowego, jezeli do jego dwu réwnan dodamy jeszcze trzecie dla y,’ E%!
1

obliczone na mocy tamtych réwnaf. Réwnania uzupetnionego przeksztatce-
nja punktowego sa tedy: :

) ' \ > Y‘Z IYI y'
(11) m=X 2y =Y (2 ), py= -ﬁ:}il_jlf

Z pomiedzy licznych przykladow przeksztajcen styeznosciowych wy-
szezegblniamy tutaj jeszeze dwa nastgpujace:
Dylatacya jest to takie przeksztalcenie elementdw liniowych, ktére
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kazdy element liniowy przeprowadzamy na element, linjowy réwnolegly do pier-
wotnego w stalej odleglosci n na prostopadlej, z punktu tego elementu na
niej wystawionej. Krzywa ¢, otrzymana z krzywej danej ¢ przez wykona-
nie dylatacyi, jest krzywsg rownolegls tej krzywej ¢ taks, ze jej normalne
sy -takZe normalnemi krzywej ¢ w odpowiadajacych sobie punktach obu
krzywych. Do analitycznego przedstawienia dylatacyi sluzg nastgpujace
réwnania, wynikajace z jej okreslenia:
@ =) = —yP=n% @ —s4 (1 —y) ¥ =0; y' =y"

Z nich znajdujemy szukane réwnania dylatacyi:

ny'

(12) = .E—‘,___—-*y s =Y+ —————

— J
= Y1 =

y1+y

Punkt, uwazany jako zjednoczenie elementsw, wskutek dylatacyi prze-
chodzi na kolo, ktirego srodkiem jest on sam, a ktorego promiei jest ré6-
wny .

Nieskoniczenie maly dylatacye otrzymamy, nadajge funkeyi ksztalt
szezegdlny: W= Vf(:ﬁ“‘", wtedy punkt przeksztalconege elementu I, ma
stata odlegtodé 6t od pierwotnego elementu !, mamy tu wige rzeczywiscie
dylatacye o dlugosé &¢.

Przeksztatcenie stycznosciowe, ktore kazdemu punktowi podporzadko-
wuje linig prosts, a kazdej proste] znowu punkt, znane jest pod nazwa
dwoistoSci (Dualitdt). Ogoélnie mozna je przedstawié przez réwnanie
ksztaltu (4), liniowe zaréwno w iz, v, jak iz, 4,

(b + o) 2 - (g ~doy—05) 13 - byy ¢y =

Jezeli to rownanie jest symetryezne wzgledem obu par zmiennych
@, y 12y, Yy, to przeksztatcenie sprowadza sie do t. tw. przeksztalcenia
przez biegunowe wzajemne (durch reciproke Polaren) wzgledem
pewnego przeciecia strozkowego. Przy przeksztalceniu takiem
kazdej krzywej ¢ odpowiada krzywa ¢; tego rodzaju, ze punkty jednej krzy-
wej sg biegunami stycznych do drugiej wzgledem przecigcia stozkowego,
i mianowicie ta przynalezno§é jest catkowicie odwracalna.

13) Q=

3. Niektire zastosowania do teoryi réwnari rézniczkowych.
rézniczkows.

Niezmionniki

Uwazamy dwa od siebie niezalezne réwnania rézniczkowe l-ego rze-
du miedzy dwiema zmiennemi @, y, postaci:

(14) X (z, y, y')=const; Y(x,y, y) = const.,

Prace matem -fiizycene. — T, IX, 12
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w ktorych funkeye X, ¥ s3 w inwolucyi. Rézniczkujgc oba te rdwnania
wzgledem , otrzymamy dwa réwnania rézniczkowe zwyczajne 2-go rzedu,
np: z plerwszego:

X + X'+ Xy =0;
ale zwiazek inwolucyjny | X ¥] = 0, ktéry mozna napisaé w formie:

X+ Xy' Xy

v, LTy 1,

jest warunkiem, aby oba owe réwnania 2-go rzedu byly jednem i tem samem
réwnaniem. A zatem okazaliSmy, ze dwa rownania (14) przedsta-
wiajg calki podrednie tego samego réwnania rézniczko-
wego 2-go rzedu, jezeli funkeye X, Y s3 w inwolucyl.

7 tego twierdzenia wynika, ze kazda para rownan (14) posiada jedng
krzywa catkows wspélna, ktorej réwnanie znajdziemy, rugujae ¥’z obu tych
réwnai., Na mocy tego mozemy wypowiedzieé nastgpujace twierdzenie:

Jezeli funkeye X, ¥ sg w inwolucyi, wowczas kazde ré-
wnanie rézniczkowe 1-go rzedu postaci:

Y—p(X)=0 i
mozna calkowadé przez eliminacye. Wystarcza w tym celu
wyrugowaé y' z ré6wnania danego i ré6wnania X== const.

Jezeli dane 83 dwa réwnania rézniczkowe 2-go rzedu:

(15) V'—o@yy)=0y"—Q@,pn ') =0

ktéryeh dwie od siebie niezalezne catki posrednie s3 odpowiednio: u (z,y, y'),
vz, y,y") 1 Uz, y,¥')s Vi, Yy, yy), to przy zastosowaniu twierdzei po-
przednich dochodzimy do wniosku, ze réwnania:

i AV wudu - p,dv
(16) U= L2 (’Ll,, v)i V=’/’ (ur 1}), (l—U= (Pudu +—%d—v ’
zawierajgce funkeye dowolne ¢, v, okreslaja najogolniejsze przeksztalcenie
stycznosciowe (jezeli z nich wyrazimy 2y, y,, y, przez z, y, ¥'), ktére pierw-
sze z rownan (15) przemienia na drugie, a zatem:

Kazde zwyczajne rownanie rézniczkowe 2-go rzedu mo-
zna przeksztalcié na jakiekolwiek inne réwnanie tego rodza-
ju zapomocy nieskofczenie wielu przeksztalcen stycznoscio-
wyeh.

Taka funkcya zmiennych @, y, 3/, ktéra nie zmienia sie przy pewnem
nieskonczenie matem przeksztalceniu stycznosciowem, zowie sie niezmien-
nikiem rézniczkowym 1-go rzedn tego przeksztalcenia. Rozwazania
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o jeduoczeseiowych grupach przeksztatcen, wytworzonyeh przez takie nie-
skohczenie mate przeksztatcenia, doprowadzaja do nastepujgeych rezultatéw:

Kazde nieskoticzenie male przeksztatcenie styeznosciowe posiada, jako
najogoélniejszy niezmiennik rézniczkowy 1-go rzedu, funkeje dowolng Q(u,v)
dwn od siebie niezaleznych catek w, v uktadu rdwnan rézniczkowych:

dux dy dy

W,  pW,—W T, —pW,

(in

ktore to niezmienniki «, ¢ nigdy nie sa oba razem wolne od p. Réwnanie
£ (u, v)=0 przedstawia najogdlniejszy zbidr co? elementéw liniowyeh, kté-
rego to przeksztalcenie nie zmienia; Q (u, ©)==0 jest przeto najogdlniej-
szem réwnaniem rézniczkowem 1-go rzedn, ktére zezwala na nieskoncze-
nie male przeksztalcenie styeznosciowe (8).

Aby znalezé rownanie rézniczkowe, wzgledem ktorego dane nieskon-
czenie male przeksztalcenie stycznofciowe jest trywialne (trivialy, t. j.
ktére kazdej krzywej calkowej rownania z osobna nie zmienia, zauwazyé
nalezy, zekazdy elementliniowy tego réwnania przej$é musi na element z nim
zjednoczony, jest tedy: 8y —pdxr = 0: a wiec wedlug (8) szukanem r6-
wnaniem rézniczkowem jest: W (zy, p) = 0.

‘Wreszcie bez blizszego uzasadnienia przytaczamy dwa twierdzenia
nastepujace:

Jezeli rownanje rézniczkowe zwyczajne rzedu 1-go ze-
zwala na nietrywialne nieskonezenie male przeksztalcenie
stycznosciowe dx==£dt, dy =n5dt, dy'==dt, to mozna je calkowad
zapomocy Kwadratury; calka ta mianowicie tak sie wyraza:

dy — wdz
2, Y, o) — @ & (2, Y, »)

(18) b4 .’71( const.
gdy réwnanie rozniczkowe dane jest w formie: ' — o (x, y)=0.
Wyrazenie pod znakiem calki jest rozniczks zupelng.

Znajac jeden niezmiennik rézniczkowy 1-go rzedn nieskoficzenie ma-
Yego przeksztalcenia stycznosciowego otrzymuje sie najogélniejszy niezmien-
nik przez kwadrature. I tak:

Jezeli w (x,y.p) jest niezmiennikiem znanym, i jezeli po
rozwigzanin wzgledem p réwnania u (z,y, p)=a otrzymamy jako
jego caltke: ¥(w,y,a)=const. z tozsamosci (18) i nastepunie tak
utworzymy funkeye v(xz, y,p), Ze w ¥(x,y,a4) za a polozymy
w(z, Y, p) t. j. v=¥(x,y,u); natenczas wu, v beda w inwouncyi,

& bedzie nowym, od % niezaleznym niezmiennikiem rdz-

niczkowym 1-go rzedu.
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Pojecie przeksztalenia stycznosciowego na plaszezyznie mozna prze-
niesé na jakiekolwiek powierzehnie. Jezeli &,y przyjmiemy za spélrzgdne
krzywoliniowe (G aussa) punktn na powierzehni, to spolrzednemi element6w

liniowych na powierzchni sg: , y, ¥ = —:%' ‘Wszystkie twierdzenia o prze-
ksztaleeniach stycznosciowych na plaszezyznie stosujg sig takze do prze-
ksztaleen styeznosciowych na dowolnej powierzehni.

W ostatnim rozdziale czedei I rozwigzuje Lie zagadnienie, dotyczgce
pieskoniczenie matych przeksztalcen stycznosciowyeh, na kidre zezwalajy
gromady wszystkich co® k6l geodezyjnych ua powierzchniach, i dochodzi do
nastepujgeych rezultatow:

Jezeli powierzehnie posiadajg stalg krzywizne (Gaussa), to kola geo-
dezyjne zezwalajg na dziesigé niezaleznych takich przeksztalce, ktorych fun-
keye charakterystyczne mozna przy odpowiednim doborze spélrzgdnyeh x, y
przedstawié, jak nastepuje:

Ly, o5y, s 2%, VY, vV VY sy vy -

Jezeli uklad kol geodezyjnych zezwala tylko na nieskoriczenie male
przeksztalcenia punktowe, to powierzchnie sg rozwijalne, albo na takie po-
wierzchnie obrotowe, ktorych element luku wyrazié mozna réwnaniem:

daxedy

ds? =
) i i 1.a]?
|40 " £ Batn T )

albo na powierzchnie spiralne, dla ktérych jest:
I8 = w (z + y) edzdy;

w pierwszym przypadku zachodzg dwa niezalezne nieskofczenie male prze-
) o . 9 ? E} 9

ksztatcenia: m—eg— -+ y'a% i a—;} - % _a_i __3.;_ .

Wreszcie traktowane jest zagaduienie stereograficznego odwzorowania
dwu powierzehni na siebie, t. j. takiego odwzorowania, przy ktérem kotom
geodezyjnym jednej powierzchni odpowiadajg kola geodezyjne drugiej. .Je-
zeli dwie powierzehnie mozna w ten sposdb na siebie odwzorowaé, to albo
jedno jest rozwijalne na drugg, lub na powierzehnig do drugiej podobng, alho
obie powierzchuie sg rozwijalne na pewne powierzchnie obrotowe.

, w drugim tylko jedno:
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II. Geometrya elementéw liniowych w przestrzeni.

1. Bownania Monge'a i Pliickerowskie komplsksy linij prostych.

Za spolrzedne elementow liniowych w przestrzeni przyjmiemy pieé
wielkosel zimiennych: z, y, 2; dz : dy : dz, z ktorych trzy pierwsze sg spol-
rzednemi prostokgtnemi punktu elementu liniowego, pozostale zas dwa sto-
sunki przyrostéw tych trzech spéhrzednych okreslajg kiermmek prostej ele-
mentn liniowego. Wazystkich zatem elementéw liniowych w przestrzeni
jest oco®.  Jezeli miedzy ich spéhrzednemi ustanowimy pewien zwiazek, to
on okre§li pewng gromade oo* elementéw liniowych. Zwiazek taki musi
by¢é jednorodoy w rézniczkach do, dy, dz; wyraza go ogélnie réwnanie r6z-
niczkowe miedzy trzema zmiennemi 2, y, z, ksztaltu:

(19) Q (x,y, z; dx, dy, d2) = 0,

zwane réwnaniem Monge’'a.

Przez kazdy punkt w przestrzeni przechodzi oo! elementéw liniowych
z gromady co! elementéw linjowych réwnania Monge’a. Te ool elementy
liniowe tworza w tym punkeie stozek kierunkdéw (dz:dy:dz), t. zw. stozek
elementarny (Elementarkegel) w punkcie (z, y, 2).

Krzywe catkowe réwnania Monge’a w swoich réwnaniach skohczo-
nych zawieraja funkcye dowolne. Geomefrycznie wynika to z takiego roz-
wazania: Obierajac dowolng powierzchnie w przestrzeni i prowadzac w kaz-
dym punkeie p tej powierzchni plaszczyzng styczng, tudziez przynalezny do
niego w skutek (19) stozek elementarny, otrzymujemy jako ich przeciecie
jedne lub wigcej prostych, styeznych do powierzchni w punkcie p. Wybie-
rajae jeden z tych kierunkéw iidge ciagle po nim, otrzymamy krzywa na
powierzehni, ktéra jest widocznie krzywa catkowg réwnania Monge'a.
Na kazdej powierzchni znajduje sis wige, wrazie gdy rdwnanie (19) jest je-
dnorodne n-tego stopnia w da, dy, dz, — ogélnie n gromad po co' krzywyeh
calkowych. Poniewaz powierzchnia obrana byé moze dowolnie, wige isto-
tnie w réwnaniach krzywych calkowych zachodzi¢ musza funkcye dowolne.

Miedzy krzywemi calkowemi réwnania Monge’a zawieraé sig moga
takze gromady oo® prostych. Ale wtedy réwnanie Monge'a musi mieé
ksztalt szczegblny. Teorya takich rownah Monge’a stol w Scistym zwigzku
z Pliickerowsks geometrya komplekséw linij prostych.

Do tych badah uzywa Placker szedeiu spéirzednych jednorodnych
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; ) iej i ; 3 3 ich szesciu 3 entow

linii prostej 1). Spolrzedue pu moina przez spélrzedne niejednorodne dwn to réwnanie musi byé jednorodne wzgledem wszystkich szesein argum
punktéw przed tawié w nastepujacy sposob: funkeyi &. ’ . . ) -
Kompleks, przedstawiony przez réwnanie $=0 algebraiczne l';z tegodsto
g ' y ' g ia w s sie k ;sem prostych n-tego stopnia. Przez dany
Do =EY — g, puy ==y — By = 2 — @, pnia W pg, nazywa sie komp.leksem prostych n g Ltr;) ivorzy stozek

' unkt (4, Ya, ¥s» Yoo Przechodzi oco! prostych kompleksu, ktore
Pa=a"—x,  pa=y—y  py=2 — 2. P (Y12 Yoo Yso Ys

z wierzchoikiem w punkeie (y). Podstawiajac kazde pi=x:yr — Lilfs OWZY-
mujemy réwnanie tego stozka w spélrzednyeh jednorodnych punktu:

Za spolrzedue jednorodne prostej elementn liniowego (2, y, 2; da: dy: dz,)

mozna zatem przyjaé wielkosci: D @yr — @y = 0,

. i eTTE 21 onnia 13 rodne W biezgeyeh spolrzednych
20) Pro==aY — Y, poy=yi'— 2y, o= 2t'— 22, Py =1, D=1, Poy=2" ktore jest algebraiczne n-tego stopnia 1 jednoro ] naety X

GO =t pa=y Yot bu PP B ' punktn: ay, wa, oy, @,. W dowolnej plaszezyznie lezy takze }ocil dpros]:y.dl

e ednia ktorel 10 i spolrzednyeh je-

Jezeli o', ', 7 oznaczajy pochodne zmiennyel o, y, 2 wigledem pewnego pa- kompleksu: posiadaja one obwiednia, ktorej “’W“"‘_“_’(e) _‘;tblg,) wnfnieil ol

rametm’t dnorodnych plaszczyzny uy, s, Uz, Uy, jezeli ‘I/(qu: "_t g l;ze ednorodne al-

Jezeli miedzy spotrzednemi pyu utworzymy rownanie jednorodne, to plékSh. w SP")“ZanyGh.J?dl;-I:gnzfl:eg:f;z%StQi:l‘i:Ezen? v si. spilrzeduemi

ono z pomiedzy co* wszystkich prostych w przestrzeni okresli pewien uktad gebraiczne 71:136%0 S@I'”}"f‘ ‘ " Taj.f ‘ubwiédni& vjest tedy krzywg n-tej
oo’ prostych. Takie uklady co? prostych w przestrzeni maja wprowadzong Jednorodne@ dan‘}? I‘J}}dbzfzif\?iirdzeuie-
przez Plickera nazwe kompleksow linij prostych (Liniencom- Klasy. A zatem okazalo sig :

Stopieh n kompleksu linij prostyeh jest réwny thblii
prostych kompleksu, ktdre przechodzg przez danykfulize
21 P (pa) 0 i zarazem lezg w danej plaszczysnie, przez ten punktp .
= ) P ) — :

4 codzace]j. ) o owe
R . . g ia n kompleksu prostych nie zmienla rzu

wyrazenia rizniczkowe z rownan (20) dostajemy najogélniejsze rownanie _ Efoé);;:e,;lie pu:,lktowe ;;przesm-zeni:

Monge'a, posiadajgee co? prostych jako krzywe calkowe, w postaci- przeksz .

plexe). Wprowadzajac w réwnanie kompleksu prostych:

apby +eztd,  wEtbydertdy g -+byy + 324y

21 P (yde — 2dy, 2de — adz, xdy — yde, do, dy, de) = 0; (@2 »n=_""7 RS RS rymss i R Y N T d,
’ 4+ Oy Il

. . - - iaja rownania:
o . . e w snolrze h jednorodnych punktu przedstawiaja rown
) Wprowadzil je plerwszy Grassmann, nastepuie niezalesnie od niego Cayley ktére w spolrzednych j yeup

i Pliicker. Ten ostatni wyprowadza te spblirzgdne, uwazajae proste raz, podebnie jak , | N i=1, 2 3, 4)

¢ N b == (1, oy == Uyl gy (t=1, 2, 0y %)
tamei, jako linie 1gczgee dwa punkty, drugi raz jako przecigeie dwu plaszezyzn, W pierw- (22) By == 'y~ gy gy~ Gty T
szym przypadku warunek, Zeby punkt biezgey o spotrzeduyeh jednorodnyeh x, z,. zy, z,, . . i ZNACZ-

: 2 Ty . . . skutek eksztatcenia na wy
lezal na prostej dwn dangeh Puaktow (v, yo, g5. ) 1 (5 24, 2, 5, Wymags, Zeby zaikaly Wysacaniki i przejdy wskutek tego pra wicie otrzymujemy:
) L g2 3 , niki p's, liniowo i jednorodnie zlozone z py; mianowic /
wszelkie wyznaczniki 3-go stopnia waelerzy:| y1 72 y3 y4 |; W ten sposéb otrzymane row- 1.4
21 z3 A R N —_ DY
. ; e R (23) Vo= tptipp bk =1.2,34),
nania prostej w spilrzednych punktu «, =z, @, z, zawierajg przy tych spétrzednych = ny
o Yi Y| . . T . 3 . s
spélezynniki ksataltu: pe ‘:‘! Z % (i k,=1,2,3, 4) i te przyjmuje sig za spolrzedne a stad Wynika powyzsze twierdzenie.
linii prostej. Jest ish szesd, gdyz pi =0, pri= — pi; migdzy niemi zachodzi zwiszek, ;s
3 s 3 fa2 hze: we prostych.
podany przez Cayleya: pypy, + Pupi +2iups = 0. Analogicznym sposobem otrzymuje 2. Kompleksy liniowe p. 4
sig spéirzedne jednorodne 2-go rodzuju: gir = :}: 1’: (i k,=1.%,3,4), gdzie vi, wy s Rownanie jednorodne linfowe w pg, a wiec ksztaltu:
PR s ! 1.4

spéirzednemi jednorodnemi dwu danyeh plaszezyzn,  Spélrzedne pi 1 qir sg (o siebie

3 aapa = 0,
proporcyonalne. . (24) kP

ok
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ze statemi spétezynnikami ayu, przedstawia kompleksy prostych 1-go sto-i

Pnia, czyli kompleksy liniowe prostych. Réwnania liniowe Mon-
ge'a dla tych kompleksow, ktére jest szezegdlnym przypadkiem réwna-
nia Pfaffa:

X @y, ) da+ Y (2, y, 2) dy + Z (3, y, 2) de = 0,

ma postad:
(24" A(ydz—zdy) -+ B(zde—adz) -+ C(zdy —yda)~+ Ddz-+- Edy -+ Gdz=0.

Stozki prostych w punkeie dowolnym w kompleksie liniowym stajg sig
plaszezyznami, krzywe zas obwiednie oo! prostych kompleksu na plaszezy-
Znie punktami.

Kompleksy liniowe prostych zowis sig takze nkladami zerowemi
(Nullsysteme), ich proste prostemi zerowawi, a punkt, przez ktory
przechodzi co! prostych w pewnej plaszezyinie punktem zerowym tej
plaszezyzny, ta plaszezyzna zas plaszczyzng zerows owego punktu.

\‘Varunkiem, zeby wszystkie proste kompleksu liniowego przechodzity
przez jedne prosts, jest, zeby spolezynniki ax w rownaniu (24) byly spok-
gzg(énemi Jjednorodnemi pewnej proste;, czyli zeby spelnialy zwiazek kwa-

ratowy :

28
(25) PV S 034055 = 0 7).

Taki kompleks liniowy prostych, ktérego wszystkie proste przechodzg
przez jedne prosts, zowie sigspecyalnym liniowym kompleksem pro-
stych, albo specyaluym uktadem zerowywm (speciell).

Do rzutowych przeksztalcen uktadow zerowych odnosi sig twierdzenie
nastepujace:

Réwnanie Pfaffa ukiadu zerowego (24) mozna zapomo-
68 rzx_xtowego przeksztalcenia przeksztaleic albo W réwna-
nier edy—yde-tdz=0 dla ukladdwnie-specyalnych, albo wré-
wnanie: @dy —yde =0 dla uktadow specyalnych; ostatnie row-
nanie jest rownaniem takiego kompleksu liniowego, ktore-
go wszystkie proste przecinaja os Oz

Prostemi kompleksu liniowego nie-specyalnego:

1 Réwnanie bowiem:

P st Puap'ss + Pagpss + Paspliy + piapys + Pyp'ts — 0,

ktére jest ksztattn tego Samego, ¢o (24), wyraza warunek przecinania sie prostych.

icm

GEOMETRYA PRZEKSZTALCEX STYCZNOSCIOWYCH LIEGO 185
(26) ady — ydo 4+ dz = G

s3 wszystkie co® proste, przecinajace prostopadie co? linij §rubowych:
a==@ cUSt, ¥ =a sin {, z=1--b. Niezmienna o< skrecen srubowyen, of Oz,
nazywa sie 0sig centralng nkiadu zerowego.

Zastepujac nieskoriczenie mate skrecenie srubowe: do—=— yot, dy==2:0t,
6z =0t przez nieskonczenie maly obrit okolo osi Oz: dr=yét, sy=—26t,
dz=0, otrzymujemy zamiast linij Srabowych—kola, a zamiast ogélnego ukla-
dn zerowego specyalny, ktorego réwnanie Ptaffa jest:

(27) ady — yde = 0.

Krzywemi kompleksu prostych (Complexcnrven) nazywajg sie
krzywe, ktore w kazdym punkeie majs jedne z prostych kompleksn za styez-
ng; 53 to wiec krzywe catkowe szezegélnego rownania Monge'a (21'), okre-
$lajacego kompleks prostych.

Lie wyprowadza nastepujace wlasnosei, wspolne wszystkim krzywym
kompleksu:

Kazda krzywa kompleksu ma w kazdym punkcie p za
plaszcezyzne §cisle styczna te plaszezyzue styczng do stozka
kompleksu w punkcie p, dla ktorej prosta tworzgca stozka
jest styezng do krzywej w punkecie p. A zatem dwie krzywe kom-
pleksu, ktore maja punkt, a w nim styezna, t. j. liniowy element wspdlny,
majg W tem miejscn takze te same plaszezyzne Scisle styczng.

W odniesieniu do kompleksu liniowego twierdzenie to opiewa:

Wszystkie krzyweukltaduzerowego, przechodzace przez
pewien punkt okreslony, maja tam wspo6lng plaszezyzne Sci-
§le styczng, mianowicie plaszczyzne zerows punktu

Wszystkie krzywe catkowe rownania Pfaffa nie-specyalnego ukladu
zerowego (26) znalesé mozna, wykonywajac na tem réwnaniu przeksztatcenie:

(28) E=u, =1z} wy, x=2y.
Wiedy mamy w nowych zmiennych:
(29) dy — ndé = 0.

Jezeli & 4, = uwazaé bedziemy za spolrzedne elementéw liniowych na
plaszezyznie, to w ten sposob jest okreslone odtworzenie tych elementéw na
punkty w przestrzeni, W tem odtworzeniu odpowiada widoeznie kazdemu
zjednoczeniu element6w liniowych pewna krzywa calkowaréwnania(26). Gdy
tem zjednoczeniem elementéw jest punkt &, 7, to odtworzong krzywa catkows
jest krzywa: :
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(30) & ==yonst., 2 - 2y = const.,

a wige pewna prosta; ogélna zaf krzywa calkowa otrzymuje sie przez rugo-
wanie &, #, 7w z rownan (28) i okveslajacych dowolng krzywa jako zjednocze-
nie elementéw, réwnan:

we

(31 ~w(§,n)=0,n=~z)—nt.

Do kazdej prostej, ktira nie nalezy do specyalnego liniowegn komple-
ksu, znaleié zawsze mozna takg drugs prosta, réwniez nie nalezaca do tego
kompleksu i nie przecinajgca.pierwszej, #e wszystki- proste, ktéve przecho~
dzg przez obie te proste, nalezg do kompleksu. a wszystkie punkty Jjednej
z nich sy punktami zerowemi plaszczyzn, przechodzgeych przez drugs.
Te dwie proste zowig sie biegnnowemi wzajemnemi wzgledem
kompleksu liniowego (reciproke Polaren hinsichtlich des linearen Com-
plexes).

Kompleks liniowy prostych ustanawia pewng przynaleznosé migdzy
elementami powierzchniowemi. Definieya tych ostatnich jest nastepujaca:

Element powierzehniowy oznacza punkt w przestrzeni
wraz z przechodzgceg przezen plaszczyszna.

Jezeli do punktu i plaszezyzny pewnego elementu zbudujemy plasz-

_ czyzng zerowy i punkt zerowy dla danego kompleksu liniowego, to te osta-
tnie wyznaczajg drugi element powierzchniowy tak, ze linia przeciecia sig
obu plaszezyzn jest identyczna z prosta, faczaca punkty obu element6w i jest
prosty kompleksu. Takie dwa elementy powierzchniowe okresla sie jako
wzajemne wzglgdem kompleksu liniowego.

Stosujac powyzej okreslone wlasnosei wzajemnych biegnnowych i ele-
mentéw powierzehniowych do punktéw, prostych i plaszezyzn stycznych do
powierzehni, otrzymujemy twierdzenie:

) Punkty zerowe plaszezyzn stycznych do pewnej nierozwijalnej po-
wierzehni o, tworzg drugg powierzchnie w,, ktorej plaszezyzny styeune sg
plaszezyznami zerowemi punktéw powierzelni w,. Wzajemne biegunowe
prostych stycznyeh do powierzehni e, sa stycznemi do powierzchni wy. Te
proste kompleksu linjowego, ktore tacza punkty p, jedne powierzehni z ty-
mi punktami p, drogiej, ktdre sg punktami zerowemi plaszezyzn stycznyeh
W punktach p; pierwszej, sa wspilnemi styeznemi do obu powierzchni, jest
ich ogdlem oco?  (Obie pewierzchnie W, Wy, 8§ Wzajemne wzgle-
dem kompleksu linowego,

To twierdzenie mozna uzupetnié, biorge pod uwage pewng wilasnosé
gromady co® prostych, czyli t. z. ukladn promieni (Strahlensystem),
a 3nianowioie: Na kazdef prostej ukiadn promieni znaj dnjy sie dwa punkty
(niekiedy tylko jeden), ‘przez ktore przechodzg sysiednie promienie ukiada.

icm

rd

GEOMETRYA PRZEKSZTALCEX STYCZNOSCIOWYCH LIEGO. 187

Stad wynika, ze w ukladach promieni mozna proste w dwojaki sposob zlozyé
w cc! rozwijalnych powierzchni, tak, iz obwiednie tworzacych tych powierz-
chni tworzg dwie powierzehnie, t.zw. powierzchnie ogniskowe ukla-
du promieni (Bremnflichen), a proste ukladu s wspélnemi styczne-
mi do obu powierzehni oguiskowyeh. Na podstawie tych okredlein twier-
dzenie peprzednie mozemy tak sformulowad:

Obie powierzchnie ogniskowe pewnego uktadu promie-
ni, ktorego promienie nalezg do kempleksu liniowego pro-
stych. s3 wzajemne wzgledem tego kompleksu.

Powierzehnie ogniskowe redukujg sie w szczegdlnych przypadkach do
krzywych ogniskowych. Do kazdej krzywej powierzchniz wzajemna jest
pewna powierzehnia rozwijalna, ktérej tworzgce, wrazie gdy to nie jest
krzywa kompleksu. nie nalezg do kompleksu, do krzywej kompleksu za$ sg
stycznemi.

3. Kompleksy czworoscienne.

Pomiedzy kompleksami linij prostych szezegdlnie wazne sa, opricz kom-
pleksow linjowyeh, rakze kompleksy czworoscienne (tetraedrale Complexe).
Kompleksem cworosciennymnazywasiekompleksprostych,
utworzony przez wszystkie proste. ktérych punkty prze-
cigeia sie ze §eianami pewnego czworodcianu tworzg dany
stosunek podwdjnego podzialu, ezyli (na mocy twierdzeniav.Staund-
ta) ktére z wierzcholkami czworodcianu tworzg cztery plasz-
czyzny o stalym stosunku podwéjnego podzialu. Do danego
czworoscianu nalezy co! komplekséw czworcsciennyeh.

Proste czworosciennego kompleksu, potozone w dowolnie obranej plasz-
czyZnie e, przecinaja cziery proste przceiecia plaszezyzny przez Sciany
czworodcianu w punktach, ktére tworzg charakterystyczny dla kompleksu
stosunek podwaijnego podzialu k; obwiednig wiec tyoh prostych jest prze-
clecie stozkowe, majace wspomniane proste za styczne. Na zasadzie dwoi-
stosci opiera sie analogiczny do poprzedniego wniosek, Ze proste czworoseien-
nego kompleksu, przechodzace przez dowolnie obrany punkt p tworza stozek
9-go stopnia, ktory zawiera proste, z p do wierzcholkéw czworoscianu po-
prowadzone.

Kompleks czworodcienny jest zatem kompleksem prostych
2-go stopnia Wszystkie proste, lezgce na Seianach czworoscianuy, i wszyst-
kie proste, przechodzace przez wierzeholki tegoz, nalezs do tege kompleksu.

Twazaé bedziemy kompleksy ezworofeienne, nalezgee do ezworoseiang,
wtworzonego przez trzy plaszezyzny spélrzednych prostokgtnych i nieskon-
czenie daleky plaszezyzne, przez co jednak ogolnosé wyprowadzonych twier-
dzen nie dozna uszezuplenia.
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Prosta: =7z -+ g, ¥y =sz—o przecina trzy plaszezyzny spéirzednych
[

o
Ey=—— —r, Zb=—?, ZCZO,

w punktach @, b, ¢, ktérych spélrzedne z s3:

czwarta w punkeie d, dla ktérego: zz==co. Jeden ze stosunkéw podwdj-
nego podziatu tych czterech punktéw wyraza sie tak:

ac ad 2, — Z. 80
be bd ™ z,—z 1o

Nadajge mu stala warto$é %, znajdujemy réwnanie kompleksu czwo-
ro$ciennego w spélrzednych niejednorodnych prostej w postaci:

(32) ok

ro

Aby otrzymad rownanie Mouge'a, okreslajace taki kompleks czworo-
fcienny, nalezy 7, s, g, 6 Wyrazi¢ przez spolrzedne prostej elementu linio-
wego. Wyrazajac owe wielkosci przez spolrzedne p, przy pomocy réwnai,
poprzedzajacych (20), nastepnie podstawiajac w otrzymane wyrazenia za pu
warto$ei z réwnai (20), otrzymujemy:

dy _ ds

ydz —eny  zde —axds  zdy — ydw
s 1 G T —po  sp—r10

dae
>

Rdéwnanie Monge'a dla kompleksu czworoseiennego ma zatem ksatalt:
(33) (b — o) zdydz + (¢ — ) ydzdr + (@ — b) 2dudy = 0,

@ —c
b —

Krzywe kompleksn czworosciennego, czyli krzywe calkowe rownania
Monge’a (33), wyznaczyé mozna w sposéb nastepujaey:

Jezeli obierzemy parametr ¢, za ktérego funkcye uwazamy =z, y, 2
wzdluz pewnej krzywej catkowej tak, izby zachodzil wzdluz tej krzywej

. oz dy 1 L
zwigzek: ?:7.—_51—1‘:7;?, to wskutek (38) nzupeinia sie on do dwu

przyczem zachodzi tylko jedna istotna stala: & =

réwnan

. dr dy de L 1 1
(34) =y E Akl tEiioFe

a z tych przez kwadrature wyznaczajg sie réwnamnia krzywych kompleksu
w formie:
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35 o [ )t __ [ F(t)dt LRt
(35) logx——la_i_t,logy._} b—}-t’lOg"‘,’ o

gdzie F(?) jest funkeya dowolng.
Oprécz powyzszych istnieja jeszeze krzywe kompleksu, wzdtuz ktérych
stosunki rézniczek w (34) sg stale; dla tych krzywyeh mamy réwnania:

(36) xriyfizt:=A:B:C,

w ktorych a. g, y 1 4, B, C sa stale dowolne, a miedzy a, f, y zachodzi
zwigzek :
(36" b—¢cyat(c—a)pF+(@—0y=0

Pomiedzy przeksztatceniami punktu, ktére nie zmieniaja danego kom-
pleksu czworosciennego, na glowng uwage zasingujg przeksztalcenia rzuto-
we, hie zmieniajace czworogcianu w ten spos6b. ze wszystkie jego wierz-
chotki pozostaja w spoczynku. Takich rzutowych przeksztalcen jest co®
Przy uwazanym wyborze czworoScianu przeksztalcenia te przedstawiajg sig
W postaci:

37 Ty — Ar, Y= uy, Iy = v3.

Kazde przeksztatcenie grupy co® przeksztalcen rzutowyeh, przy Kté-
rych wierzcholki pewnego czworoseianu pojedynczo nie ulegaja zmianie, nie
zmienia kazdego z co! przynaleznych do tego czworodcianu komplekséw
czworosciennych, a wiec iich réwnai Mon ge’a—i to tak, ze W tej grupie
znajduje sie zawsze jedno przeksztateenie, ktére dowolnie dang prosta kom-
pleksu zamienia na jakakolwiek inng prosts tegoz kompleksu. Kazdy ele-
ment. liniowy przechodzi przy tej grupie na co® elementéw liniowyeh, a tak
powstala gromada co® elementéw jest niezmienng przy wszystkich prze-
ksztalceniach grupy. FElementy takiej gromady okreslamy jako elementy
tegosamego gatunku (gleicher Gattung). Wedlng (37) elementy tego-
samego gatunku charakteryznja sie réwnaniami:

(38 de  dy | ds _ dm | Ay, de
38) z oy oz a h o on

Jak wida¢ z rownai (34), nalezg te z pomigdzy oot elementéw linio-
wyeh rownania Monge'a (33), ktore majy ten sam gatunek, do réwnych
warto§cei parametru #; parametr ¢ mozna tedy przyjaé za wielkos¢, wyzna-
czajacg gatunek elementn w réwnaniu (33).

Gromada oo® krzywych, na jakie przechodzi pewna krzywa wskutek
przeksztateen (37), jest takze przy tej grupie niezmienng. Kraywe tej gro-
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mady okreslamy jako krzywe tegosamego gatunku
szg gromade takich krzywych przedstawiajg rownania:

Najogélniej-

log 2 = @(t) - const., log y == y(¢) + const., log z = y(#) + const.

Roéwnania (35) pray okreslonem F(t) moga przedstawiaé oo® krzywych
tego samego gatunku, gdy stale catkowania pozostajg w nich nieokreslone.
Przeto funkeya F(t) wyznacza gatunek krzywej kompleksu czworodciennego.
Krzywe (36) skladaja si¢ z samych elementéw tegosamego gatunku.

Rownanie Mon ge'a, nie zawierajgce zmiennych i, y, £ w postaci
skoiiczonej, a wiee ksztaltu:

dy dx
39) E—zp(—(rz‘) =0,

posiada w kazdym punkeie (z, , 2) w przestrzeni stozki elementarne przy-
stajgce i taksamo polozone; okresla wige kompleks prostych, ktérego
wszystkie oo’ proste przecinajg pewng krzywg w nieskoficzonosci, te miano-
wicie, w ktorej wszystkie co?® stozki elementarne przecinajg nieskonczenie
dalekg plaszczyzng. Réwnanie tej krzywej mozna przedstawié w formie
rownania kompleksn (39), jezeli dx, dy, dz obierzemy za spolrzedue jedno-
rodne punktu na nieskoniczenie dalekiej plaszezyZnie, jako okreslajace kie-
runki wszystkich réwnolegiyeh do siebie prostych, ktére sie przecinajg
w jednym punkcie na tej plaszczyznie,
Przeksztatcenie logarytmowe

(40) E=logx, y=logy t=1logz

przeprowadza rownanie M on g e'a czworodeiennego kompleksu (33) na ré-
wnie Monge'a:

(41) (b —- ¢) dndt + (¢ — a) dLdE + (@ — b) dédy = 0,

okreslajace kompleks prostych, ktdrego wszystkie proste przecinaja pewne
nieskonczenie dalekie przeciecie stozkowe, przechodzgee w nieskonczonosei
przez trzy osi spilrzednych i prostg & =9 ={¢.

Zapomocg réwnaf (40) okreslone jest odtworzenie punktéw w prze-
strzeni (w, y, z) na punkty w przestrzeni (£, 4, ¢), t. zw. odtworzenie
logarytmowe, ktire ustanawia miglzy obiema przestrzeniami naste-
pujaca przynaleznosé:

Elementy liniowe tegosamego gatunku w przestrzeni (x, ¥, 2) przecho-
dzg na elementy o tymsamym kievunku w przestrzeni (¢, 1, {); zatem krzywe
(86) na linie proste. Krzywym tego samego gatunku odpowiadaja krzywe
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kongruentne i taksamo polozone; zatem powierzchnie transla-
cyjune, t. j. powierzchnie, utworzone (najmniej), przez dwie rodziny takich
oco! krzywych, odpowiadajg powierzchniom, na ktorych leza (najmniej) dwie
rodziny oot krzywych tego samego gatunku. Przeksztalceniom rzutowym
(87) odpowiadajg wazystkie translacye w przestrzeni (&, 3, ¢).

4. Problematy catkowania, zwigzans z réwnaniami Mongea.

Z kazdem rownaniem Monge'a wigze sig szereg problematéw, ktérych
analitycznem wyrazeniem sg pewne réwnania rézniczkowe czgstkowe. Zaj-
miemy sie trzema takiemi problematami.

Problemat pierwszy. Wyznaczy¢ wszystkie takie powierzchnie, ktére
w kazdym punkcie dotykaja stozka elementarnego. przynaleznego do punktu
wskatek réwnania Mongea.

Na takich powierzchniach schodzg sig z sobg dwa kierunki, w jakich
plaszezyzna styczna do stozka elementarnego, w kazdym punkeie powierzchni
przecina te powierzchnig tak, iz wrazie gdy réwnanie Mong€'a jest n-tego
stopnia, na tej powierzchni lezy nie @, tylko n—1 rodzin krzywych catko-
wych réwnania Monge'a. Poniewaz rownanie Monge'a z pomiedzy
wszystkich co® elementéw powierzehniowych okresla ich oo#, kazdy bowiem
stozek elementarny ma co?! plaszezyzn stycznych, a tych stozkéw jest co?,
obecne zatem zadanie polega na wyszukaniu wszystkich powierzchni, kto-
rych oo? elementy powierzchniowe nalezg do oot elementéw, réwnaniem
Monge'a okreslonych.

Za. spélrzedne elementéw powierzehniowych przyjmujemy pigé wiel-
kosci z, y, 2, p, ¢. z ktéryeh trzy pierwsze sa spélrzednemi punktu elementu
powierzchniowego, za$ p, ¢ wyznaczajg kierunek plassczyzny elementu:

E—2)—pl—al—qn—y) =0,
takiz p, 9, — 1 sg proporcyonalune do jej dostaw kierunkowych.
Oznaczajac przez ', ¥, 2 wielkoSei proporeyonalne do dostaw kierun-

kowych prostych tworzgcych stozka elementarnego, tak, iz réwnanie tego
stozka w punkeie (x, y, 2) przedstawié¢ mozna w postaci rownania Monge'a:

Q (zy, e a,yl,z) =0,
otrzymujemy dla elementéw powierzchniowych stozkéw elementarnych:

QO Q
p=—p 1= T g

2 Lot
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Przez rugowanie «', y', 2’ z jedn01‘0dnyq}1 wzgledem nich trzech osta-
tnich rownai znajdujemy réwnanie:

F(w’ y’ g’_p’ ’Z) = 07
ktére okresla wszystkie oot elementy powierzchniowe, nalezace do rownania

Monge, a ze na szukanyeh powierzchmach z=w (2, y)) clementy powierz-
chniowe mieszczq sie wiréd tamtyeh, czyli jest:

w

z oz

P = ——aw L= q—ay N

przeto uwazany problemat jest réwnowazny z problematem calkowania
czastkowego rownania rézniczkowego 1-go rzedu:

9 oz
(42) F{x, y, 2, —ai_—, = 0-

Stozki elementarne réwnania Monge'a dotykaja powierzchni catko-
wych tego rownania wzdtuz co! krzywych. ktore sig nazywaja charakte-
rystykami. Sa one widoeznie krzywemi catkowemi rownania Monge'a
Oba odpowiadajgce sobie réwnania, tak Monge'a: Q =0, jak rizniczkowe
czgstkowe: F'=1{, nie mogg byé liniowe (drugie w p, q). Jezeli dane row-
nanie Monge'a okresla kompleks linij prostych (nieliniowy), to, jak wy-
nika z twierdzenia o krzywych kompleksu, charakterystyki odpowiadajacego
mu réwnania F=0 majg jako pluszezyzny $cisle styczne wszedzie ptasz-
czyzny styczne do powierzehni catkowyeh, sa przeto krzywemi gléwnych
stycznych na powierzchniach calkowych.

Problewat drugi. Wyznaczy¢ powierzehnie, na ktérych krzywe gtow-
nyeh stycznych jednej rodziny nalezg do danego kompleksu prostych. Ana-
litycznie sprowadza sie to do calkowania pewnego czgstkowego réwnania roz-
niczkowego 2-go rzedu, ktére ma posrednie rownanie calkowe; jest niem
mianowicie réwnaanie (42) poprzedniego problematu.

Szukanemi powierzehniami sg: 1) kazda powierzchuia prostoliniowa,
ktérej proste nalezg do danego kompleksu; 2) kazda powierzehnia, ktéra
w kazdym punkcie dotyka stozka kompleksu.

Problemat trzeci. Wyznaczyé powierzchnie, na ktéryeh leza dwie
sprzgzone rodziny krzywych kompleksu, czyli powierzchnie, sprze-
zone zdanymkompleksem prostych.

Ten problemat rozwigzuje Lie dla komplekséw, ktérych proste prze-
chodzg przez pewng nieskoficzenie daleks krzywa, i dla komplekséw czworo-
Sciennych. Dla pierwszych analitycznem wyrazeniem problematu jest row-
nanie rézniczkowe czastkowe 2-go rzedu, ksztattu:
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(43) Bp,g)r+28w s+ Tipqt=0;

w drugim ksztattu:
(44) (b—clag . r— [(bwc)u:p —+te—a)yq + (a—b) :] s (e—ayyp . t==0.

W szezegilnym wypadku, gdy obie rodziny krzywych sprzezonych na
powierzchniach ze sobg sig schodza i tworzg jedne rodzing krzywych glow-
nych stycznych, problemat redukuje sig do poprzedniego. W ogdlnym przy
padkn mamy twisrdzenie:

Powierzchniami sprzezonemi do kompleksu (89), sa powierzchnie trans-
lacyjue, ktorych krzywe tworzgee sa obwiedniemi prostych tworzacyeh po-
wierzehni rozwijalnych, ktore zawierajg nieskoriczenie daleks krzywa, okve-
§lajgca ten kompleks.

Dla kompleksu czworosciennego moznaby otrzymaé analogiczne twier-
dzenie na mocy whasnosei odtworzenia logarytowego, a mianowicie:

Powierzehnie, sprzezone do czworosciennego kompleksu, otrzymuje sie
tak: Obieramy dwie dowolne, przecinajace sie w punkeie » krzywe kom-
pleksu, ¢iy, ina jednej z nich, np. na y, wykonywamy wszystkie rzutowe.
przeksztateenia, ktire nie zmieniaja wierzchotkéw czworoscianu, a punkt p
przeprowadzaja w dowolne punkty krzywej c. Powierzehnia, ktorg w ten
sposob tworzy swym ruchem krzywa y, jest powierzchnis szukanej kategoryi.

Powierzehnie translacyjnue, ktére sg powierzehniami catkowemi réw-
nania (43), przedstawiajg sie zapomocg réownai:

2= 2 (&) + P5(&), y=P1 (&) + Po(&), 2=% (&) F X, (&)

rodziny krzywych & == const., &, = const., s3 na tych powierzchniach sprze-
zone. Powierzchnie catkowe rownania (44), sprzezone do czworosciennego
kompleksu (33), otrzymujemy w postaci:

Ul ("V(v)de o D(u)du " V(v)dv
logw_lj a+u +’ atv’ ! _I b—tu +} b+v
N T V(v)do
S =k =

na ktérych krzywe kompleksn w == const., v= const. sg sprzezone.

5. Odtworzenie linif prostych na kule.

Ostatni rozdziat czesei drugiej zawiera badania nad pewnem odtworze-
niem przestrzeci, przy ktérem elementy powierzehniowe prostej przechodza

Prace Mat. fiz, t. IX. 13
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na elementy powierzchniowe kuli w drugiej przestrzeni. Do tego odtworze-
nia dochodzi sie w sposéb nastepujgey:

Przecinajac kule zerowg (Nullkugel), ktorej rownanie w biezgcych
spolrzednyceh z, y, 2 jest:

(@ — XP 4+ — ¥+ (2 — 2P =0,
plaszezyzng =0, otrzymujemy na tej plaszczyznie kolo:
(z— Xp 4 (y — ¥ 2 =0,

ktérego érodek ma spilrzedne: x=2X, y= ¥, a ktirego promien r=1iZ.
Mozna tedy uwazaé rownania

=X, y=Y, r=12

jako okreslajace odtworzenie punktéw (X, ¥, Z) w przestrzeni na kola na
plaszezyznie Z==0, t. zw. plaszczyznie odtworzenia.
Kula zerowa jest stozkiem kompleksuprostych minimalnych:

-(45) axX*+dr4dz2=0.

Przy powyzszem odtworzenin odpowiadaja widocznie wszystkim pun-
ktom prostej minimalnej wszystkie co! kola, styezne do siebie w punkeie
przeciecia sig tej prostej z plaszezyzng Z= 0, a wiec majgce tam jeden
element liniowy wspélny. Prostg tego elementu jest prosta, ktéra z prosta
minimalng wyznacza plaszezyzne styezna do nieskoficzenie dalekiego kota
kulizerowej (Kugelkreis). Obrazem krzywej minimalnej. (krzywej
kompleksu (45)) M na plaszezyZnie odtworzenia jest krzywa .c, w ktorej

powierzchnia rozwijalna styeznych do M przecina t¢ plaszezyzne; elementy .

liniowe bowiem krzywej ¢ sg obrazami prostych minimalnych, stycznych do .
Aby plaszezyzna

UX+ VY+ WZ+ T=o.

byla minimalng, t. j. w kazdym punkcie dotykala przynaleznego stozka ele-
mentarnego (45), musi zachodzi¢ zwigzek: U2 -+ V2 W2 =0; ten warunek
Jest spelniony przy dowolnej wartosci parametru s, jezeli prayjmiemy:

U=1—¢ V=14(1l-}s?, W=2s
Zatem obierajge 7' jako pewng funkeye s, czyli z posréd co? plaszezyzn
minimalnych wybierajac col; i tak otrzymane réwnanie rézniczkujac wzgle-

dem s, przedstawiamy minimalng powievzehnig rozwijalng, powltéezaca tych
co! plaszezyzn, dwoma réwnaniami:

icm

GEOMETRYA PRZEKSZTALCEX STYCZNOSCTOWYCH LIEGO. 185

16 (1—s)X-+i(l4s) Y425 24 Tis)=0.

(46 28X -2 —22—~T(s) =0

z paramefrem s; jezeli zad s obierzemy w sposéb okreslony, to réwnania (46}
przedstawig pewna prosta minimalna. Twazajge s, 7,7° za state, dowolne,
niezaleZne od siebie parametry. moina je przyja¢ za spélrzedne prostej
minimalnej. Erzywe minimalne, jako obwiednie prostyeh tworzacych mi-
nimalnej powierzehni rozwijalnej. dane sa przez rownania (46) oraz réwnanie,
powstale przez rézniczkowanie ich wzgledem s:

(467) 2X —2iFY—T"(s) = 0.

Krzywe minimalne przy szczegoluym wyborze funkeyi Z(s)— a--bs
-} ¢s? redukujg sie do punktéw; wtedy minimalne powierzehnie rozwijalue
s3 kulami zerowemi.

Jezeli bedziemy uwazali parametry ¢, T za spéhrzedne prostokgtne pun-
ktu na pewnej plaszezyznie, i poprzednio okreslong przynalezno$é miedzy
przestrzeniy (X, Y, Z) i plaszezyzng Z =0, przeniesiemy na pomieniong
plaszezyzne, to jg mozna tak zcharakteryzowaé: Kazdej prostej minimal-
nej o spéhzedoych s, 7', 7' odpowiada na plaszezyznie (sT) element linio-
wy (s, 7, T"); wszystkim co! prostym minimalnym W pewnyw punkeie od-
powiadaja wszystkie co! elementy liniowe jednej z krzywych: T —a + bs
-+ ¢s%  krzywym minimalnym zjednoczenia elementéw na plaszezyznie (s7'
i na odwroét. Jezeli plaszczyzne (s7; identyfikowaé bedziemy z plaszezyzng
(&, ), na ktérg zapomoca réwnan (28):

E=ua ng=ztoy a=2y

odtwarzalisSmy punkty (, y, z) W przestrzeni na elementy liniowe, przyczem
kazda krzywa kompleksu liniowego (26) odtwarza sig jako zjednoczenie ele-
mentéw na plaszezyZnie (£, 4), a W szezegblnosei oo’ proste kompleksu jako
oo parabole: 5 = a - b& | c£% to z pelaezenia obu odtworzen wyniknie
przynalezno$é migdzy przestrzeniami (z, y, 2) i (X, ¥, Z), ktérej wyrazenie
analityczne otrzymuje sie przez rugowanje wielkosei &, 4, m, s, T, T’ z odmiu
réwnan (46), (28) i £ = 5. y = 7, = = 7", w formie dwu réwnah:

X+i¥YH4azZ4z=0,
2X—1Y)~Z—y=0~0.

€

‘W ten sposdéb okreslone jest owo odtworzenie, ktérego wlasnosci mamy
tutaj podaé. Przynaleznosé, jaks ono ustanawia miedzy elementami linio-
wemi w obu przestrzeniach, jako wynik obu poprzednich, fatwo jest okreslié.

L
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Ale oprdcz tego ta przynaleznosé rozciaga sig i na ﬁowierzchnie i elementy
powierzchniowe w obu przestrzeniach, te ostatnig mozna okresli¢ przez za-
stosowanie twierdzed, podanych na kovicu ustgpu o kompleksach liniowych,
z uwzglednieniem okolicznosei, ze na kazdej powierzchni lezy jedna tylko
rodzina krzywych liniowego kompleksu, a dwie rodziny krzywych kompleksy
prostych minimalnych. I tak dochodzimy do nastgpujacego twierdzenia-
Rownania (47) ustanawiajg obustronnie jednowartosciows przynalez-
no$é migdzy elementami liniowemi, czynigcemi zado$é rownanin Pfaf fa.

zdy —ydaotdz=0.

liniowego kompleksn w przestrzeni (z, v, z), a elementami liniocwemi kom-
pleksu wszystkich prostych minimalnych w przestrzeni (X, ¥, Z), tak iz co!
elementom liniowym pewnej prostej kompleksu w jednej przestrzeni odpo-
wiada co! liniowych elementdw jednego punktu w drugiej przestrzeni; jak
rowniez jedno-dwuwartosciowa przynaleznosé miedzy elementami powierz-
chniowymi i powierzehniami w obu przestrzeniach taks, ze wszystkie ele-
menty powierzchniowe pewnej powierzehni o, i do niej wzajemnej powierz-
chni w, w powierzehni (z, y, 2) odtwarzajg sig jako elementy powierzchnio-
we tej przestrzeni 2 w przestrzeni (X, Y, Z), na ktoérej obie rodziny krzy-
wych kompleksu (45) odpowiadajg rodzinom krzywych kompleksu liniowego
odpowiednio na powierzchniach w,, w,. W szczegdlnoSel wszystkim
co® parom wzajemnych elementéw powierzehniowyech
dwu wzajemnych biegunowyeh wzgledem kompleksu
wprzestrzeni (z y, z7) odpowiadajg wszystkie oo® po-
wierzchniowe elementy pewnej kuli w przestrzeni
(X, Y, 2Z), ktéorej punkty sg obrazamiprostych, przecho-
dzgcyhprzez obie biegunowe?).

Z okreslenia krzywych glownych styeznych, jako krzywych na powierz-
chni, wzdluz ktérych kazde dwa sasiednie elementy powierzchni nalezg do
tej samej prostej, linij za§ krzywiznowych jako krzywe, wzdluz ktérych
kazde dwa sgsiednie elementy powierzchni nalezg do tejsamej kuli (kula
krzywiznowa), wynika na moey poprzedniego nastepujgce twierdzenie:

Kazdej krzywej gtéwnych styeznyechna powierz-
chniw wrazz wzajemng krzywg gléwnych stycznych
na powierzehni w, w przestrzeni(xr y, 2),0dpowiada wsku-
tek przynaleznosciustanowionejprzezréownania (47),
pewna linja krzywiznowa na przynaleinej powierz-
chni @ wprzestrzeni (X, ¥, 2).

Zjednoczenia elementéw liniowych w przestrzeni, ktére sig definiujg

) Opisang przynatezndsé miedzy elementami liniowemi i powierzehniowemi *w obu
przestrzeniach .mozna analityeznie otrzymaé wprost z réwnai (46).

u
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taksamo jak na plaszezyznie, skladaja sig albo z oot albo z oc? elementow.
Do pierwszego rodzaju nalezs: zjsdnoczenia, skladajace sie ze wszystkich ele~
mentdw linjowych pewnej krzywej, tudziez zjednoezenia, utworzone przez
wszystkie elementy liniowe pewnego stozka elementarnego: do drugiego:
zjednoczenia z co? elementéw w pewnym punkeie.

Aby jakie$ przeksztalcenie elementéw liniowych w przestrzeni prze-
prowadzato kazde zjednoczenie elementow znowun w zjednoczenie, to musi
w szezegdlnosei kazde zjednoczenie oo? elementéw liniowyeh przeprowadzié
w zjednoczenie tegoz rodzaju, a wige kazdy punkt w inny jakis punkt. Stad
sie okaznje, ze takiem przeksztalceniem moze byé tylko przeksztalcenie
(uzupelnione) punktowe. A zatem pojecie przeksztalcenia stycznosciowe-
go na ptaszezyZnie nie ma analogicznego mu pojecia w geometryi elemen-
t6w linjowyeh w przestrzeni.

III. Wstep do geometryi elementéw powierzehniowych.

1. Teorya rownaii rozniczkowych czastkowych 1 go rzedu, jako czgsé geometryi
elementow powierzchniowych.

Jedno réwnanie miedzy pigcioma spélrzednemi elementdw powierz-
chniowych:
(48)
okresly pewna gromade oot elementéw powierzchniowyech w przestrzeni.
Teorya takich gromad, ktéra jest rdwnoznaczna z teorys réwnan rézniczko-
wyeh czastkowyeh 1-go rzedn migdzy trzema zmiennemi:

3z oz
F(:Z, i &, W’Ty“) =0,

F(x,y, 5,9, ¢) =0

(49)

zajmuje calp trzecia czesé streszczanej ksiazki, a jest tylko czedeig rozwi-
nigtej przez Liiego w dawnieiszych pracach geometryi elementdéw po-
wierzchniowych.

Takie pojmowanie teoryi tych rownai nie jest wprawdzie podstawg
nowego jej rozwoju, ale przez wprowadzenie nowych pojeé elementarnych
pozwala dawne teorye LagrangeaiMong e'a przedstawié zwiezlej
i z ogoélniejszego punktu widzenia.

Najwazniejszem z tych pojec jest: zjednocze nie elementéw
powierzchniowych. Podobnie jak dla elementow liniowych, mamy
okreslenia nastepujace :
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Dwa elementy sasiednie sg zjednoeczone, jezeli
punktjednegolezy na plaszezyzniedrugiego elemean-
tu, czylianalitycznie jezelidlaelementow (z, 29,9
(e de, y,+dy, 2+de, p+dp, g-dg) zachodzi zwiazek
(50) dz — pd — gdy = (.

Zjedvoczeniemelementowpowierzchniowych zowie
sigtaka gromadaelementow, w ktdrej kazdy pojedyn-
czy element ze wszystkimisasiedniemielementami
gromady jest zjednoczony.

Zjednoczenia elementéw powierzehniowych skladaja sie albo z co? elemen-
téw, albo tylkozco ! elementéw. Zjednoczenia co? elementow tworza: 1)wszyst-
kie elementy powierzelniowe powierzchni; 2) wszystkie elementy, lezgce
wzdiuz pewnej krzy wej idotykajace tej krzywej; 3) wszystkie elementy w pe-
wonym punkeie; zjednoezenia co! elementéw tworzg: 1) gromady co! elemen-
t6W 2 posrdd co? elementdéw krzywej, czyli t. zw. wstegi elementar-
ne (Elementstreifen); 2) stozek elementarny, ztozony zco! ele-
mentéw wpewnym punkeie: z=ua, y=0, z=¢ (p,9) =0. Inne zje-
dnoezenia nie istuieja, jak tego analitycznie dowie$é mozna.

Zadanie catkowania véwnania rézniczkowego ezgstkowego 1-go rzedu
(49) nogolnia sig w nastepujgey sposih: Sz ukamy wsz ystkich zjedno-
czel elementow powierzchniowych, ktére nalezg do
gromady cotelementdw powierzchuiowyel, okres§lonej
réwnaniem (48). Takie zjednoczenie nazywamy utworem calk o-
wym réwnania (48) (Intergralgebilde).

Wyznaczenie wszystkich zjednoczefi co! elementéw uskutecznia sig
bez zadnych truduosci; kazde bowiem zjednoezenie co® elementéw wraz z row-
naniem F = 0 przedstawia ubwir catkowy tego réwnania, zlozony z ool
elementéw.

Natomiast wyznaczenie zjednoczen o co? elementach nastrecza znaczne.
tradnoscei i moze by¢ istotnie dokonane tylko- w szczegélnych przypadkach.
Tutaj okazemy twierdzenie Liagran g &'a o rozwiazaniach zupelnyeh, kt6-
remu mozna nadaé taka forme:

Jezeli znamy oco® réznych zjednoczen o co?elemen-
tach, ktére zadoséczyniy pewnemn czgstkowemu ro6-
wnaniunrdézniczkowemun 1-go rzedn, czylijego t zw. zu-
pelne rozw_i@zanie, to zadanie znalezienia ogdlnego
rozwlgzania wymagajeszcze tylko operacyirézniecz-
kowaniaieliminacyi.

Jakoz w takiem rozwiazaniu zupelnem zawarte sy wszystkie elementy
powierzchniowe, okreslone przez dane réwnanie F= 0. Gdy to rownanie
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nie jest wzgledem p, ¢ liniowe, to jego rozwigzanie zupel'ne skla.fia sie z oc?
powierzehni. Wizystkie inne utwory catkowe muszg mie¢ z lj(azdzg_ powierz-
chnia pewnego ukladu oc' powilerzchni z zupeh]ego‘ rozwxazanlm pe_w?a
wstege elementarng wspding, a wiee s3 powldczgeemi owyc’:h oot powierz-
chni; w szezegélnyeh przypadkach moze to byé krzywa, \.\:spolnaj wszystkim
tym powierzehniom. Powléczaea wszystkich cs” powierzehni zupelnego
rozwiazania stanowi szczegdélny ntwir calkowy.
Rownanie w p, q liniowe:

(81) X@,y9p+ Ty 20— 2y =0
okresla w kazdym punkeie (z, y, 2} pgk co! elemeniow powierzchniowych
ktorego of przedstawiaja r¢wnania:

di dy ds

52) —_ Y =

(92) = T Y Tz

Elementy zatem réwnania (51) lezg wzdluz oo krzywych caltkowych
wkladu zwyczajnych réwnan rozniczkowych (52): w (%, ¥, 2) = (.:onst.', v'(:z:,
y, 3) = const., tak, iz te krzywe mozna uwazaé za. zupelne 1'ozw1@z:m§e row-
nania czgstkowego (51). Kazda powierzchnia, ugworzona przez co' z po-
miedzy tych oot krzywych, jest oczywiscie powierzcln?x@. catkows tego row-
nania. Wiee catka ogélnaréwnania rézniczkowego liniowego czgstkowego
(51) jest:

(53) f, v)y =0

Jezeli rownanie:

(54) z= @ (2, y, a b)
przedstawia rozwigzanie zupelne pewnego rownania F = 0, tq powierzqhnie
ogolnego rozwigzania, jako powlbczgee ool powierzchni z pom}gdzx powierz-
chmi (54), otrzymaje sie przez rugowanie parametra ¢ z dwn réwnan :

2P 26
(55) = !Z(w’.% 2, @, pla)), _B-E__l_ W ‘77([(')'—‘01

w ktorych b=g(a) jest funkcya dowolng paramet}'u a. Gdy w xlnch para-
metrowi « nadamy dowolna oznaczong wartosé, a funkeye @) ohlergmy d(?—
wolnie tak, iz a, ¢(a), ¢'(4) oznaczaja state dowolne, ngteqczas 1.‘0\.vn;cm%a
(55) przedstawiaja pewne kraywe, wzdtuz ktorych @otykag@, sig p.ow1e1’zc inie
calkowe. Przez kaida z tyeh krzywych przechodzi widocznie nieskoficzenie
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“wiele powierzchni catkowych.

Te krzywe nazwal M on g e charakterysty-
kami. A zatem réwnania:

oo 69
(56) PP Enaa ) Gt o= 0

przedstawiajg ogol wszystkich charakterystyk, jezeli w nich @, b, ¢ oznacza-
Ja stale dowolne parametry. Kazde réwnanie rézniczkowe czgstkowe 1-go
rzedun ma tedy najwyzej co? charakterystyk, Na kazde j powierg-
chnicatkowejlezy co' charakterystyk .

Kazde réwnanie nieliniowe 5= podporzadkowywa kazdemu punkto-
Wi w przestrzeni pewien stozek elementarny, ktdrego dotykaé musi kazda
powierzehnia catkowa tego réwnania. Jezeli tedy uwazamy dwie sgsiednie
powierzchnie z zupelego rozwiazania, to ich plaszezyzny styezne w punkeie
b dotykaja przynaleznego stozka wzdluz dwn brostych tworzaeych tego stoz-
ka, ktére sig z sobg schodza w jedne prosts tworzgey g; ale ze te dwie sa-
siednie powierzchnie Przecinajg sie wzdluz pewnej charakterystyki, przeto
kierunek prostej q jest kierunkiem tej charakterystyki w punkcie p. Tak
Wwigc ool powierzchuie z zupelnego rozwiazania, ktére przechodzg przez do-
wolny punkt p, dotykaja stozka elementarnego po jego oot prostych tworza-
cych, a te wyznaczaja kierunki wszystkich charakterystyk, przechodzgeych
Przez p, w tymze punkcie; zatem charakterystyk z jednego punktu wychodzi
zawsze dokladnie col, % tego wynika, ze kazde nieliniowe ré w-
nanierézniczkowe czastkowe l-go rzedu ma zawsze
oot charakterystyk.

Kiermek (dz:dy:dz) tworzacej stozka elementarnego, a wiec i cha-
rakterystyki réwnania F=0 w pewnym punkcie p, jako kierunek prostej
Dprzecigeia sig plaszezyzn dwn sgsiednich elementiw powierzchniowyceh (z, y,
& pg) i (2, y, 2,9+ dp, 9 -+ dq), speliajacych réwnanie F— 0, tak, iz
oprécz F=20 jest:

Fydp + Fudg = 0,
Wyznacza sie z dwoch warunkow :
dz — pde — ¢dy = 0, dpde + dody =0,

Z ktérych przy uwzglednienin poprzedniego réwnania otrzymuje sie réwna-
nie, spetniane przez kierunki charakterystyk:

da dy dz
(57 - =Y )
) : F, F, Fup -+ Fyq

icm
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Stad tatwo znalezé przynalezue do réwnania 1‘621lic?kowego cz’ajst%{o‘—
wego 1-go rzedn réwnanie M on g e'a, t. j. takie rownanie Mon ge'a kto-
rego stozki elementarne sg identyczne ze stozkami el.?n\emfal"nfln} tal?atego
réwnania. Powstaje ono przez rugowanie p, ¢ z obu réwnan (57) i z réwna-
nia F'=0, w postaci:

Q(z,y, 2, de:dy:dz) = 0.

To réwnanie Monge'a ma widoeznie miedzy krzywemi catkowemi
charakterystyki réwnania F=0. Wszystkie inne krzywe calkowe‘ 53 ob-
wiedniemi oo! charakterystyk na powierzehniach calkowych réwnania F=0,

Podstawiajgc do rdwnania. powstalego przez riozniczkowanie wzgle-
dem z réwnania F=0.

; op °Q
Fa-TF:F‘l“l’—p ,,——{-E, _6.1———40

i

ktéremu czynia zadosé elementy na powierzehniach calkowych, wartosei:

dx = oF,, dy = oF, ,dz = p (Fyp + F,Q)

N -
z réwnan (57), okazunje sie przy uwzglednieniu, ze T =3y
Fo- Fg) 4 (2 gy 2P (Zy) =0,
o (Fei-Fup 3 T 3y

ezyli:

dp == — g (Fr+ Fip)
i analogicznie:

dg = — o (Fy + F:9).

Z tego widzimy, ze elementy powlerzchniowg wzdinz charakterystyk
spetniajg uklad czterech zwyczajnych rownan rézniczkowyeh:

g
de  dy dz _ p f —.
(58) F,~ F, ~ FptFRq —F—Fp  —F—Fy

Uklad (58) jest, jak wiadomo, réwnowainy 1‘éw11a11iu rézmc-zkowemu linio-
wemu jednorodnemn czgstkowemu 1-go rzedu dla f, ksztaltu:
ef

af
2 f w1 rmil —ramail =,
(59) ll'_g]; -+ Fy _EZ (Fyp + Fod oz (Fart- :2))313 (Fy+ -‘Z)aq
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ktérego najogdlniejszem rozwigzaniem jest funkeya dowolna czterech nieza-
leznych rozwigzan. Jednem z rozwigzah jest widocznie sama funkeya,
Flx,y, 2,0, q. Jezeli ¥, ¥, ¥, sg trzema od F i miedzy soby niezales-
nemi calkami réwnania (59), to skofczone réwnania charakterystyk wyzna-
czaja sie wedlug tego przez rugowanie P 1z czterech rownan;

. Flayya,p0) =0, ¥ (2,9, 2 p,q9) =0,
(60)
Yj‘.‘ ('Ta y! 37 2 (1) = 32: Epa (‘rcf ll/n 2, Py ‘2) = Cﬂ

i wyrazajg sie w formie:
(6“ T; (1'15, !/; 2, L’], U:H (,'3) = O- Y/Q (‘7—:1 !/7 < € ("21 ("3) = 0)

gdzie ¢, ¢a, ¢, 53 stale dowolne.

‘Wstege elementarng, ziozong z co! elementow wzdluz pewnej clarak-
terystyki, nalezacs do danego réwnania F— 0, nazywamy wstega charak-
terystyczng tego réwnania (charakteristischer Streifen). Elementy
wstegi charakterystycznej czynig zado§¢ réwnaniom réze
niczkowym (58), a réwnania (80) =3 jej skonczonemi réwnaniami. K az-
de réwnanie rézniczkowe oz astkowe 1-go rzedu ma co'wsteg
charakterystycanych.

Ze sposobu wyprowadzania réwnan rézniezkowybh (58) dla wsteg

charakterystycznych jest widocznem, ze kazdy utwér calkow ¥y row-
nania F=0 sklada sig z oo! wsteg charakterystyeznych,
a przez kazds wstege charak terystyezng przechodzi nie-
skoficzenie wiele utworéw catkowych. Przez kazdg krzyws,
ktdra nie jest ch arakterystyks, przechodzi tylko jedna po-
wierzchnia calkowa.

Charakterystykami réwnania czgstkowego liniowego 1-go rzedu s3 owe
oo? krzywe, stanowigce utwory catkowe rozwigzania zupelnego, gdyz tylko
przez nie przechodzi nieskoficzenie wiele bowierzehni calkowych. Wyzna-
czajy one jednakowoz oo wsteg charakterystyeznych, gdyz do kazdej z tych
krzywych nalezy co? wsteg charakterystyeznyeh.

Oznaczajge lews strong réwnania (59) symbolem klamrowym [Ff], de-
finiujemy zwigzek inwoln eyjny wnastgpujgey sposéb:

Dwie funkeye 7, ¥ zmiennych #, 9, 2,p,9 s w inwolueyi,
Jezeli ich wyrazenie klamrowe jest tozsamosciowo row-
ne zeru:

[F¥} = 0.
Dwa rownania rézniczkowe czastkowe l-go rzedu:

F(z, V20, 9= 10, Sll(jz, Y, 2, p, Q) == ()
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sa W inwelueyi, jezeli klamrowe wyrazenie Poissona [F¥]
znika wskutek F=01i ¥=0. .

Jezeli dwa réwnania F=01i ¥=0sa w inwolucyi. wtedy one miesz-
czg slg w rozwigzaniach ukladu zwyczajuych réwnan I‘GZnigzkowvycll (88),
riwnowaziego czastkowemu rownanin [ F7]=0, a zatem te rownania przed-
stawiajg takg gromade oo® elementdw powierzehniowych rdwngma. F =0
ktéra utworzona jest przez co? charakterystycznych wsteg tego rownania; te
wstegi zas tacza sig w col utworéw catkowych tegoz réwnania. To §amo d_o-
tyezy oczywiscie takze réwnania ¥=0. Z tego wynika, 2f5 dwa 1‘07Vnan1‘34:
F=a, F=1, bgdgce dla wszelkich wartosei statyeh a, & w mwoluc.yl, majy
zawsze co! wspélnyeh ntworéw catkowych o co? elementach. Jezeli rozwia-
zemy owe dwa réwnania wzgledem p, g:

p=Pzy 2 a), g=Qixy,z ab),
to otrzymamy wspdlne utwory calkowe przez calkowania réwnania Pfaffa
dz — Pdz — Qdy = 0,
ktore musi byé calkowalne w formie :
iz, Y, 5 b)) = ¢

Mozemy tedy wypowiedzied twierdzenie: )

Jezeli funkceye F, ¥ zmiennych a, . %0088 W }n}\:olucyl,
to wtedy i tylko wtedy czastkowe rownania rozniczkowe
l-go rzedw: F=a, =0 maja te wiasnosé, ze dlakazdego ukla-
du wartosei stalych a,0 majg oo’ wspélnyech .utworow calkq-
wych o co? elementach. Wspolne powierzchie caikox}ve znaj-
duje sieg przez catkowanie pewnego catkowalnego réwnania
Pfaffa wax, vy, 2.

Z trzech réwnan:

F=yqy, =10, o@y&ubd=ct
mozna wyrngowaé « i b, przez co etrzymujemy:
oz Y 2 F,P)=c¢ ciyli 2@y, 209 = ¢

tak, iz trzy rownania:

(62) F=aq, ¥=0 Q=c¢

maja dla kazdego ukladu wartosei stalych o, b, ¢ te wlasno$é, ze kaide dwa

2
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z nich majg oo! utworéw calkowych wspoluyel.  Przeto wedlug poprzednie-
go twierdzenia jest:

(63) [FO]=0, | FQ|=0, [ ¥2]=0.

Okaza¢ mozna, ze kazda od Fi ¥ niezalezna funkcya &, ktéra jest
z niemi w inwolucyi, jest funkeya samych tylko 7, W, Q; z tego wynika, ze
trzy réwnania: F=a, ¥Y==>b, =y, jako réwnowazne réwnaniom (62),
dajg przez eliminacye p, ¢, dla kazdego rownania F— g zupelne rozwigzanie:

(64> '3 (.’B, Y, 3 a, b) =V

0 dwu dowolnych statych b, y. "W ten sposib dowiedlismy twierdzenia.
Problemat caltkowania co! réwnan rézniczkowych czgst-
kowyeh 1-go rzedu: F(x, y, 2, p, 9)=ua jest rozwigzany, skoro
znane sa dwie, od F i migdzy soba niezalesne funkcye [ 4
zmiennych z,y, 2, p, ¢, ktére z F i migdzy sobg sg winwolueyi,
gdyz wtedy trzy réwnania: Feg, O==0, W=g¢ przedstawiaja
rozwigzanie zupelne rownania Feq z parametrami b, c.

2. Definicya przeksztatcer stycznosciowych w przestrzeni. Uzupetnione
przeksztatoania punktowe.

Przeksztatceniem stycznosciowem w przestrzeninazywa
sig takie przeksztalcenie spbéirzednych «, ¥, 2, p,9 elementow
powierzehniowyeh w nowe spbéirzedne =, vy, 2, », ¢, ktore
kazde zjednoczenie clementow (=, y, 2, p, ¢) przeprowadza
W zjednoczenie elementéw (z, , #1, P, @1). Przeksztalcenie:

Ty = X (.ws Y. 2D (Z), Y =7 (w5 Y. 2,0 ‘I), g = Z(S(', Yy 50 Dy /1)1
n=>Pr (z, Y. & D,y 4)7 q = Q (v, 2, », Q)

jest przeksztalceniem styeznosciowem, jezeli wskutek te-
go przeksztalcenia zachodzi zwiazek ksztaltu:

dzy — pyday — gdy; = o (d2 — pdu — qQdy),

w ktérym o oznacza pewna funkeye zmiennych Ly Yy By Py Q.
Przeksztaleenie stycznosciowe w przestrzeni przemienia kazde réw-
nanie rézZniczkowe cagstkowe 1-go rzedu: F(%,y,2,p,9) =0 na nowe takie
réwnanie: Fy (z,,y,, z,, P q) = 0; kazdy utwor catkowy danego réwnania
F=0 na utwor calkowy rownania Fy=0. W szczegolnosci przechodzs
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przy tem przeksztaleeniu charakterystyczne wstegi na takiez wsteei drugiego
réwnania. Takze zwiazek inwolucyjny tak dwun réwnan rizniczkowych
czgstkowych 1-go rzedn, jak i dwu funkeyi, jest przy przeksztalceniach
stycznosciowych niezmienny.

Przyklad przeksztalcenia stycznosciowego w przestrzeni mieliSmy przy
odtworzeniu prostych na kule; tam kazdemu elementowi powierzehniowemu
odpowiada inny element powierzehniowy, a kazda powierzehnia, pojmowana
jako zjednoczenie elementow, przechodzi znowu w powierzehnie.

Prazeksztatcenie punktowe, rozciagnigte na spélrzedne elementéw po-
wierzehniowyeh, jest szezegflnym przypadkiem przeksztaleenia stycznoscio-
wego. Nazywamy je nzupeinionem przeksztalceniem punkto-
wem W przestrzeni. Zajmowaé nas beda tylko nieskoiiczenie male nzu-
pelnione przeksztatcenia punktu.

Dane jest nieskonczenie mate przeksztaleenie punktowe:

(65) éﬂlzm—l-‘&(ﬂ}, Ys L’) (%1 Y=y —I—U (z, Y, ) ét, =23 ‘l_c‘f:’;: Y, 3) L%a
ktorego symbolem jest wyrazenie:

2 2 of
Uf=¢ C‘JZ; -+ ,\f + ng .

c‘]/

(65")

Z niego mamy otrzymaé uzupelnione nieskoficzenie mate przeksztal-
cenie punktowe

3

of 3
(66) V%ﬁ%+¢%+ﬂ£+n

78

of
——i'“?q"

BN
Funkeye n, » wyznaczamy z warunku
A (z -+ 18t) — pydl (- E3t) — qud (y ~+ o) = o (d2 — pdc — oy,
przyeczem jest:
p=pta@y,zp Q0 o—9+x2@y 50008
za$ o musi mieé¢ ksztalt:
e=1+toa(x92Dp 90
Zapomocg dziatan widocznych otrzymujemy :

a =y + pl—p (& + PE) — 9 (92 + p7:),
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3. Catkowanie rdwnari rézniczkowych czqstkowych 1-go rzgdu, kidre zezwalajg
na nieskoriczenie mate przeksziatcenia punktowe.

Rownanie rézniczkowe czestkowe 1-go rzedu:

F @y, 2p0) =0

zezwala na nieskoniezenie male przeksztalcenie punktu Uf, jezeli wsazystkie
elementy powierzehniowe, otrzymane z co* elementéw gromady F=0 przez
uzupelnione nieskonczenie male przeksztatcenie punktu U7, naleig do tej
samej gromady elementow, czyli spelniajg réwnanie F=0, zatem musi
réwnanie:

, F | 9F | _of  aF . aF
IF e g | —_ + Pt s _I_ _ _i_ Py JuRnnp—
(68) UF=¢ & gl y ¢ dz = ap # 3 o

stnieé jako skutek réwnania F0.
W dalszym ciggu stosowad bedziemy twierdzenie: Kazde niestoncze-
ie make przeksztalcenie punktu mozna, przez wprowadzenie odpowiednich

nowych zmiennych sprowadsi¢ do nieskoficzenie malej translacyi: o

R o I . . R . f .
Owname F= 0, zezwalajace na nieskoriczenie maly translacye 3 Wi

docznie nie zawiera z. Miedzy powierzehniami catkowemi tego réwnania:
Fy,zp9 =0

znajduja sie takie, ktére wskutek translacyi wzdluz osi Oz przechodza na sie-
bie same. S to powierzehnie walcowe: 2 — ¥(y), dla ktéryeh Y(y) czyni
zadodé zwyczajnemu rownanin rézniczkowemu:

Fy, ¥, 0, ¥) =0

migdzy Yiy. Zatem oo! powierzchnie: z==Y (y, a) s3 wspélnemi powierz-
chniami catkowemi uwazanego czastkowego réwnania i réwnania czgstko-
Wwego p =0, ktéremu zados¢ ezyniy wszelkie powierzchnie walcowe o two-
rzgeych réwnoleglych do osi Oz.

Réwnanie = 0, zezwalajace na dwie nieskoriczenie male translacye:

¥ . of

prl W a wigce ksztattn:

7 (2, b, Q) = 0:

icm
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poslada oo® powierzehni walcowych: 2 — & (y -+ aw,b) jako powierzchinie
calkowe, przyczem & musi spetniaé zwyczajne réwnanie rozniczkowe:

F (D, ad, &) = (;

te powierzchnie stanowig zupelne rozwigzanie, tak iz problemat calkowania

owego rownania sprowadza sie do kwadratury.
Poniewsz powierzetmie 2= @ (y4-ax) sa powierzehniamicatkowemi

réwnai %: &, zatem réwnanie F(z, p, q) = 0 jest z kazdem z tych row-

nait w inwoluecyi.

Otrzymane wlasnie wyniki mozna uwogdélnié. Jezeli pewne réwnanie
F(z, y, 2,9, q) = 0 zezwala na jedno znane przeksztalcenie nieskoriczenie
male Uf, to sprowadzenie tego przeksztalcenia za pomocs nowych zmien-
nych Z, 7, 7 do nieskonezenie malej translacyi: Uf = ;—;..,
mocy poprzednich rezultatéw do wniosku, Ze dane rownanie F= (0 ma oo!
powierzehni catkowych wspélnych z réwnaniem: &p 459 —7=0, z kto-
rem jest przeto w inwolueyi; to mozna analitycznie okaza¢ przy pomocy ré-
wnah (59), (68). i Owe powierzehnie catkowe okreslajg sie pewnem réwna-
niem miedzy Z (x,y,2) i 7 (£, 9, 2) z jedng staly dowolng, sg bowiem utwo-
1701 przez pewne z posréd co® tordw grupy, nalezacej do Uf, czyli krzy-
wyeh catkowych dwu réwnan rézniczkowych:

doprowadza na

=

d:

z
H

N

= .

dy d
7

v

Calkowanie rownania F(x,y, z,p,q) = 0 znacznie sie upraszcza, jezell
znamy dwa niezalezne od siebie nieskoniczenie mate przeksztateenia punktowe,
ktore nie zmieniajg tego réwnania. Tu zachodzié moga nastepujace przy-
padki: )

I. Wrazie, gdy rownanie F—0 zezwala na dwa niezaleine i prze-
mienne (vertauschbar) nieskonczenie mate przeksztalcenia punktowe, t. j. ta-
kie, dla ktorych jest:

(69) U (Uf) — Uy (U) = 0,

mozna zawsze wprowadzié takie nowe zmienne %, y, z, W ktérych U,f

=—E—)_£ Tt = a—f a réwnanie F'= 0 przechodzi na réwnanie (7 p 7)=0.
o R iy’
Poniewaz przeksztalcenie: §£ zmienia kazda z co! powierzchni catkowych
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ostatniego réwnania: w (z,y — @) - const, na jedng z tychze, zatem jest
widocznie Ty funkeyg samego w. Stgd wyciggamy wniosek, ze wspélne

. . = LD . . .
powierzchnie catkowe réwnan F== i) i —é =g mozna przedstawié przez takie
réownanie :

W(zy,%,a) = const, iz J,W=1. Mamy bowiem:

U, W= W)U o = Wwpw)

Po przejéein do pierwotnych zmiennyeh okazuje sie na podstawie tego
co nastepuje: Roéwnanie F=0 ma z kazdem réwnaniem:

70 Sptme—& const.
(70) &p 199 — &, v (@ )

takich co! powierzehni calkowych: © (%, ¥, 2, @) = const.
ktoryeh jest: U,Q = 1.

Do wyznaczenia tych powierzehni stnzg tedy trzy réwnania:

wspélnyeh, dla

2 9

&9, + 8y + £,0.
58, -+ 1282y + £2Q:

59 + my + 50 =1,

F“‘;Z/ez»" =10,

z ktdrych obliczyé mozna e, 4, Q.; poczem przez kwadratury wyzhacza
sig stad @2 jako funkeya zmiennych @, y, z I parametru a.

Poniewaz réwnanie
Q (z, y, 2z, a) = const.

przedstawia zupelne rozwiszanie réwnania F— 0, zatem udowodnione Zo-
stato twierdzenie:

Calkowanie réwnania rézniczkowego nieliniowego
czg8tkowego 1-go rzgdu, ktére zezwala na dwa znane nieza-
lezne od siebie przemienne nieskonczenie male przeksztal-
cenia punktowe sprowadzié¢ zawsze mozna do kwadratury.

II. Gdy znane dwa nieskoticzenie male przeksztaleenia punktu, ktére
nie zmieniajg rownania F=— 0, nie 83 przemienne, wtedy stosuje sig z ko-
rzyseig nastgpujace twierdzenie:

Jezeli I(z,y,z,p, 9) jest catka ukladu réwnan réiniczko-
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wych dla wsteg charakterystyczuyeh, to taksze U'I jest cal-
kg tego ukladuy, jezeli Uf nie zmienia réwnania F=0.

Poniewaz réwnanie 7=, zezwalajgee na U,yf i T,f, jest w inwolucyi
z kazdem réwnaniem (70), ktére moina takze przedstawié w postaei:

_bp+ g —
70 I 2 1T 2t 77 52 ,
(70) &p+mg — ¢

-

czyli wige [FI]=0 wskutek F= 0, przeto I jest calka owego ukladu
Przez wprowadzenie nowych zmiennych Z, y, 7, w ktorych jest:

U\f ==L

— __ _2 - _.? D
z, vzfsa(m,y,z)gngﬁ(w,y,z)@iJry(w,y,z>5§,
calka I przybiera ksztalt:
I_E a F_}— .3 ? — 7
jest tedy

2a

0,7 =3

I
!

P+

?_

S
Sl

T

Rozréznié tu nalezy jeszcze nastepujace przypadki:

1) U’ 1 jest od I calka niezalezna; wtedy pozostaje do znalezienia
jeszeze tylko jedna catka, ktéra podiug teoryi mnoznika J acobi’ego znaj-
duje sie przez kwadraturg.

2) U’y 1 jest albo tozsamosciowo, albo wskutek F=0 zerem, wtedy
sa Uif i U,f przemienne,

3) U’ I jest tozsamoseiowo, albo wskutek F—=0 réwne roznej od
zera statej. Bez ograniczenia ogélnosei mozna zalozyé: Uy I=1. Wtedy
W powyzszem wyrazeniu dla ﬁgf, na moey wyrazenia na U1, muszg byé
a, B niezalezne od z; poczem otrzymujemy latwo zwigzek, ktory w pierwot-
nych zmiennych musi byé zachowany, mianowicie:

71 Ul Uy — U, (U,f) = U, f.

7', I nie daje wtedy takze zadnej nowej calki. J(?dnakze moZn?,
znown takie nowe zmienne wprowadzié, ze w nich réwnanie F—=10 przyj-
muje ksztalt:

Z =0.
Fl(m, P ‘21)

Prace mat.fizyez,, t. IX. 14
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Catkowanie takiego réwnania nastrecza dokladnie takie same trnduo-
Sei, jak catkowanie réwnania:

Q@%%=a

To jednorodne réwnanie czgstkowe, ktdre mozemy zawsze uczynié li-
niowem, okresla peki éflementéw powierzchniowych na plaszezyznach
z = const., ktérych elementy liniowe czynig zado§é rownaniu:

Q= y —y)=0

tak, iz do calkowania tego rownauia rézniczkowego zwyczajnngo redukuje
sig calkowanie tamtych réwnah rézniczkowych czastkowych. '

Nie wprowadzajac nowych zmiennych, mozemy p, ¢ Wyzna.czyé Z TOW-
naf F==0 i (70" jako pewne funkeye P, @ zmiennych z, y, # i parametru
a, nastepnie catkowaé réwnanie Pfaffa:

dz — Pdx — Qdy = 0,

ktérego czynnik calkujgey, na mocy poprzedniego, musi sig otrzymad przez
calkowanie pewnego Zwyczajnego rownania réiniczkoweg9 1-go rzedu.

4) VUV, I jest funkeya samego I. Mozna okazad, iz ten' p1'.zypat_iek
ddje sig do poprzedniego przypadku sprowadzié, Przytem okazuje sie twier-
dzenie, obejmujgce oba te przypadki: .

Jezeli rownanie rézniczkowe czastkowe 1-go rzedu nie-
liniowe zezwala na dwa znane niezalezne od siebie nie-
skonczenie male przeksztatcenia punktowe: U, f, U,/, dla kté-
rych zachodzi zwiazek:

(72) U, (Uyf) — U, (U, f) — const. T, - const. T, ,

to caltkowanie takiego rownania mozna zawsze sprowadzié
do catkowania zwyczajnego réwnania rézniczkowego 1-go
rzedu.

8. Niektire kategorye rdwnar rdzniczkowych czastkowych 1-go rzedu,
zachodzgee w geometryi.

W ostatnim rozdziale swej ksigzki zajmuje sie Liie wyznaczeniem
trzech kategoryi rownan rézniczkowych czastkowych 1-go rzedu, kt(’)ryo}ll
charakterystyki sg na wszystkich powierzchniach catkowych: a) k.rznyeml
gtéwnych stycznych, b) liniami krzywiznowemi, ¢) linjami geodezyjnemi.
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Co do pierwszej kategoryi, to ta wyznacza sig geometryeznie wprost
przez zestawienie badan, zawartych w ustepie 4 rozdz. 11, a uzupelnionych
w ustepie 1 rozdz. ITI, w formie nastepujacego twierdzenia;

Rownanie rézniczkowe czastkowe I-go rzgdu ma wtedy
wiasnoseé, ze na kazdej jego powierzehni catkowej oco! cha-
rakterystyki sy krzywemi glownyeh styeznyel, jezeli to
jest albo 16wnanie rézniczkowe czgstkowe pewnego nielinio-
wego kompleksu Prostycl, albo réwnanie liniowe czZgst-
kowem, ktérego charakterystyki tworz 4 uktad promieni.

Warnnek analityczn Y. jaki spelniaé musi fankeya F w takiem réwna-
nin F(z,9, 2, p, ) =0, otrzymujemy z tego, ze elementy na powierzchniach
calkowych musza spebniaé jednoczesnie réwnania rézniczkowe wsteg charak-
terystycznych (58) i warunek dla styeznych glownych:

dpdr + dgdy = 0;
tak, 1z szukany warunek jest:
(F, -+ F.p) F, + WFy S-Fqy F, =0

wskotek F= 0.
' Wszystkie takie réwnania 7= 0 mozna, na moey poprzedniego twier-

“dzenia, otrzymaé przez rdzniezkowanie i eliminacye.

Rdiwnania F=0, ktérych charakterystyki wszystkie s3 liniami pro-
stemi, majg ksztale:

E(p, g,z —px — qy) = 0.

04 tej pierwszej kategoryi réwnan ¢zgstkowych przejsé mozna do dru-
giej z powyzej wyszezegélnionyeh kategoryj przez wykonanie owego prze-
ksztalcenia stycznosciowego w przestrzeni, ktére poznaliémy w ustepie 5
rozdz, IT. Na zasadzie whasnosci tego preeksztatcenia, wyprowadzamy z po-
pizedniego twierdzenia wprost twierdzenie nastepujace:

Jezeli charakterystyki réwnania rézniczkowego czgst-
kowego 1-go rzgdu s3 na wsystkich powierzehniach calko-
wyeh liniami krzywiznowemi, to albo zupelne rozwigzanie
skiada si¢ z co? kul dowolnie wybranyech, albo réwnanie
czgstkowe jest analitycznem wyrazeniem problematu: ,zna-
lesé wszystkie powierzchnie, ktdorych co? kule krzywiznowe
jednej gromady nalezg do dowolnie danego kompleksu kul.«
Wszystkie réwnania tego rodzaju mozna otrzymaé przez
rozuiczkowanie i elimin acye.

Analityczny warnnek dla tej kategoryi réwnar otrzymnjemy z réwnan
(58) 1 z warunku dla wsteg elementarnych wzdtuz linij krzywiznowyeh:
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(dx —+ pdz) dq — (dy - qde) dp = 0,

W postaci:
(Fy+ Fq) by — (Fot-Fop) Fy 4 (Fyp — Fog +Fipq) (Fpp+Fig) — 0
wskutek F=0.

Do tej kategoryi rownai nalezg te rownania liniowe, ktérych charak-
terystyki sg albo co? prostemi minimalnemi, albo krzywemi ortogonalnemi
pewnej dowolnej gromady oo! kul.

7 tej kategoryl mozna wyprowadzié pewns kategorye réwnan czgst-
kowych 1-go rzedu, ktérych charakterystyki sg liniami geodezyjnemi na po-
wierzehniach catkowych, na podstawie twierdzenia, Ze normalne do powierz-
chni, wystawione wzdluz pewnej linii krzywiznowej, majs obwiednia, ktéra
jest linig geodezyjng na jednej powierzehni Srodkéw. Mianowicie otrzymuje
sig twierdzenie nastepujgce :

Powierzchnie srodkéw jednej gromady, nalezace do po-
wierzchni calkowych takiego réwnania czgstkowego 1-go
rzedu, ktérego charakterystyki sg liniami krzywiznowenmi,
sg powierzchniami catkowemi takiego réwnania rézniczko-
wego czgstkowego 1-go rzegdu, ktdrego charakterystyki sg
na wszystkich powierzcehniach calkowych liniamigeodesyj-
nemi. Takie rownanie czgstkowe ma zawsze forme:

(0 Bart g, — B — (A H o B2 — 1) (i 1) =0,

gdzie H jest funkcyy dowolng zmiennych =, y, 2.

Warunek analityezny, jaki spelnia¢ musi funkeya F w réwnaniach
F (2,9, z,p, ¢) = 0, posiadajgcych pomieniong wiasnosé, zawiera takie
drugie pochodne funkeyi F; z tego wynika, ze réwnania, w ostatniem twier-
dzenin wyszczegdlnione, nie wyeczerpuja calego zasobu owej kategoryi
réwnai.

PRZYCZYNEK DO TEORYI
FUNKCYJ 0 OBSZARACH OSOBLIWYCH.

NAPISAE

Z. KRYGOWSKI.

Punkty istotnie osobliwe funkeyj analitycznyeh i jednowartosciowych
jedli sa w liczbie nieskoficzonej, tworzg albo tak zwane mmnogosei doskonale
(perfecte Mengen), albo linie osobliwe, albo wreszcie moga zajmowaé cale
obszary. W tym ostatnim razie mnogosci punktéw nieistotnie osobliwych
funkeyi mogg byé albo odliczalne, albo nieodliczalne; wystepuja one we-
wngtrz obszaru osobliwego wszedzie gesto, gdyz pochodng mnogoSei pun-
ktdw nieistotnie osobliwyeh funkeyi jest mnogosé punktéow istotnie osobli-
wych. Poincaré pierwszy pedal imetodg tworzenia takich funkeyj w przy-
padku, gdy obszar punktow osobliwych funkeyi jest wielobokiem wypukiym,
i pierwszy raz wyprowadzil wyrazenie og6lne dla mnogosei punktow odli-
czalnej dla takiego wieloboku. Metoda ta jednak uwazania ,$rodkéw mas“
nie da sie prawdopodobnie przeniesé do ogélnego przypadku jakiegokolwiek
obszary, to tez istnienie takich funkeyj dla jakichkolwiek obszaréw nie moze
byé a priori w ten sposob rozstrzygniete. Mozna jednak winuy sposéh ¥)
przez wprowadzenie zasady odwzorowania mmogodei punktéw uskutecznié
to i dowies¢ identycznosei tego zadania z rozwigzaniem problematu Dirich-
leta. Ponizej podaje inng zasade szukania wyrazenia mnogosei odliczal-
nych i wszedzie gestych dla pewnyeh obszaréw dosé ogélnych; wpro-

#) Por. w Bulletin de Ia Société Mathématique t. XXV pracg: Z. Krygowaki ,Sur
les fonctions i esp=ces lacunaires.*’
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