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(3) o™ . Ui Ctl! igg ) + g”‘-l . Ump—1 (.tl! 2‘2, ey tu) + s + Ty = 0.

Przyjmijmy, ze kiadge w (3):

t =1y, iQ = Ta, Ty =173 + v, ty = Tuy

gdzie 7, 7o, 7; - - . , T+ 58 doWolnie dane liczby, otrzymamy:

Q=01 02 @y - -+ Quns

to w takim razie:

By == Qg Tyy #y == QaTay -+ -y Fu T Qa Tuy a=1,2, ..., m,

sa niezawodnie m miejscami zerowemi danego réwnania f=10. Stad twier-
dzenie: ,,Gdy dany jest dowolny system # liczb 7, 7oy Tay - - o5 Tay to w nieo-
graniczonym obszarze n zmiennych (s, ..., Ls) zhajdziemy zawsze m
miejse zerowych rownania /=0 o spélrzednych proporcyonalnych do liczh

‘.
Tys Toy Tgr oo vy Tn o
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POKREWIENSTWO FORM.
A. Pytania, odnoszace sig do skcriczonosei.

a). Wiadomosci agdlne o obszarach catkowitosei. Najwazniejsze
dowody skoriczonosci.

Po zalatwieniu sig z pytaniami, odnoszgcemi sig do zagadnienia o row-
nowaznosci, zwracamy sig do rozpatrzenia réznorodnych zwigzkéw alge-
braicznych pomiedzy ntworami niezmienniczemi, powstajgcemi z danej for-
my pierwotnej lub ze szeregu takich form.

Jezeli zwrocimy najprzod uwage na utwory caltkowito-wy-
mierne, to okres nowszy (od 1868) daje sig scharakteryzowaé przez to,
Ze w nim wysunieto na plan pierwszy okredlone ,zadanie o skonczonosei¥,
{Endlichkeitsproblem). ~ Z istoty algebry nowszej wynika, Ze najcelniej-
szem pytaniem w niej jest, czy obszar form, dajacych sie wyprowadzié z pe-
wnych form pierwotnych za pomocg proceséw niszmienniezych, jest
0bszarem catkowitogci“!) (Integrititsbereich), t. j. czy mozna
z niego wydzielié liczbe sk on czong indywiduéw w ten sposéh, by kazde

*} Wstep i Czedé I wtomie VII-ym ,Pracmatematyszno-fizycznych.”
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inne indywidoum tego obszaru dalo si’Q przed.stfawié. liniowo ]przvez lpo.—
tgei i iloezyny tamtych, przy pomocy spolczyumkgw .l%cz’b‘owy’cl 1\:ylexe1:
nych; jezeli ten przypadek zachodzi, to za pomocg Ja}clcu s'xodkow 0 1z3y'ma.c
mozna konkretnie w przypadkach pojedyiczych te nul.ymdua,. ‘sta,nomazce
podstaweglubukladzupetny fur.m zasadlcz’y.’cn? S

Pytania te majg poczatek juz w badaniach Cayle ¥y a-). w 1ozp1a“}e
[(IT Memoir, 1856)]. Juz Cay ley i Sylve s‘t er df)medh przedtem, ze
forma dwdojkowa, az do rzedu czwartego w}aczn}e, posiada uktad ‘zupelny
form zasadniczych; w tej zas rozprawie rozpatruje .O ayley qgél.nle iormg*
dwoéjkowe. Za pomocg rozwazal, opierajacych sie na Ws‘rrazemu ,,wag}'
niezmiennika i spotzmiennika, czyni Cayley rozwigzanie tego 1.Jytama
zaleznem od pewnego ukladu diofantowyeh réwnai liniowych. ?l‘zyjz}v&"szy,
7e te rownania sa niezalezne, dochodzi on do wniosku, Ze WwyZej .ok.res%o?la
skoficzonosé, w odniesieniu do form rzedn wyzszego nad czwarty, nie istnieje.
Pézniej okazalo sie, ze twierdzenie to nie jest prawdziwem (Pordw. ITA, d.).

P. Gordan® wykazal (1868) skofezomos¢ obszarn form, na.lezq:-
cyeh do ogélnej formy dwdjkowej f. Dowodd Go.rdana' (nawet W})()-
iniejszycl nproszezonyeh postaciach) jest zawily; daje I.Jatml}.las.t bgz.posre-
dnio praktyczue metody w celn otrzymania lub ograniczenia _Istme‘}a.,cych
ukladow zupelnyeh. Wogdlnosel, w uktadach tych wystepuja jeszcze mdy—
widua zbyteczne; atoli dla form piatego i szdstego rzedu m.oma dol?row'adzw
redukeye az do mozliwie matego ukladu, zlozonego z 23 1 odpowiednio 26
form zasadniczyeh ¢). (Pordwn. nizej IT A, b). )

Sita metody dowodzenia Gordana thwi co do istoty swej w przed-
stawieniu symbolicznem Avonholda i Clebscha dla niezmien-
nikéw i spélzmiennikéw formy 7, oraz w roli zasadniczej, ktérg pomiQ(.izy
spolzmiennikami odgrywajy wprowadzone przez (J ayleyanasunie-
cia. Pokazuje sie to odrazu na prawie zwrotnem %), bgdzy.:em poglstaiu va ca-
tego wywodu. Wedlug tego prawa, kazdy iloczy1{ sym1‘3011<5‘zny :]akh’jgokol-
wiek stopnia m wzgledem spolezynnikow formy f, a wige 1 kazda 1sFotna
forma niezmiennicza tegoz stopnia jest funkeys liniowg o spoélezynnikach
liczbowych takich form, ktore s3 utworzone przy pomocy nasuniecia form
(m—1) go stopnia z formg f. Mozna te nasunigeia nporzgdkowaé tak, aby
na czele staly nasunigcia drugie formy /' na siebie sama, aby powstale tym spo:
sobem wyrazenia byly nasuniete na forme £, 0,1, 2, ... razy i t. d, .JfaZeh
w tym nieograniczonym szeregu form opuscimy wszystkie Wyrazalne'hnw'wo
prazez formy juz napisane a pozostate nazwiemy 7, tomozna wykaza?, zekazda
forma w jeden jedyny sposob jest funkcya calkowita liniows takich utwo-
row T6). Zadanie sprowadza sie tedy do ozuvaczenia ukiadu zupelnego dla
form 7°7). )

Przyjmijmy, ze znalezliSmy taki uklad zupelny dla formy pocza_\;tkowe;]
' rzedu (n—1)-go, wtedy latwo widzieé, ze kazdej formie, nalezgcej do f.,
odpowiada zupeinie okreslona forma, nalezgea do f; mozna przeto ograni-
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czy¢ sig na nowo na pozostalych jeszcze formach, nalezgcych do . O tyeh
formach dowodzi sie, ze pozostajg one bez zmiany, jezeli nasuniecia drugie
formy f samej na siebie nasuwamy dostateczng liesbe razy na formy, pocho-
dzgee od /7 %). Stosownie do wysokogei tych drugich nasunieé, dzicla sie
one na rézne klasy; dla kazdej z klas, za pomoca subtelnych rozwasan cla-
rakteru kombinatoryjnego, uzasadnia (3 ord an istnienie nkladu zupelnego.

Gordan rozciggnal wkrotce twierdzenie na uktad form dwojko-
wych pierwotnyeh ®) na ,kombinanty® takiego ukiadu form réwnego rzedu,
jakotez na mnajnizsze formy trdjkowe 10 i pracowal odtad nieustannie nad
uproszezeniem sposobu dowodzenia.

Wprowyizenie Jjednoezesne wieln form pierwotnych pozwala na wazne
utatwienia. Srodkami stosunkowo prostemi mozna uzasadnié daleko siega-
jace twierdzenie, Ze jezeli kazdy z dwoch ukladéw torm pusiada podstawe .
skofiezong, to tez wlasno§é posiada tez uktad SKkombinowany“ ).
Taki uklad powstaje wtedy, gdy na jakiekolwiek iloczyny indywiduow
pierwszego ukladu nasuniemy jakiekolwiek iloczyny z drugiego. Twierdze-
nie to mozna zastosowad bezposrednio do obu wyzej wspomnianych ukladiw
(form pochodzacyeh od 7' i nasunieé drugicl formy f samej na siebie).

Program Gordana zr. 1875 %) przedstawia postep w wielu kierun-
kach. Wylgezne uzywanie procesu nasunigeia miato te niedogodnodé, ze
pociggato za soba wprowadzenie znacznej liczby nowych symboléw. Nie-
dogodnosé tg zmniejszylo znaczuie przyjecie za podstawe procesu ,fatdowa-
nie (Faltung), stanowigcego symboliczne uogélnienie nasuniecia 1 umozli-
wiajgeego bardziej organiezng konstrukeye ukladu form %),

Obok wyrobionej symboliki postawic nalezy proces niesymboliczny
»L0ZWijania na szeregi“ ). Forma o dwéch niejednorodnych spélrzednych
z, y daje sig rozwingé wedtug poteg skonczonych réznicy x—y W ten spo-
s6b, ze spotezynniki rozwiniecia stajg sig biegunowemi form, zawierajacych
tylko zmienng %, Przy dwukrotnem stosowaniu tego postepowania do for-
my z trzema zmiennnemi z, y, # mozliwa jest zmiana kolei; przyréwnanie
zas ofrzymanych wynikow daje bardzo plodne zwigzki pomiedzy iloczynami
symbolicznemi. Zwiazki te z trudnoscis otrzymacby mozna za pomocg ra-
chunkéw czysto symbolicznych. Szukany ,uklad zupeiny“ rozklada sie na
szereg ukladéw znacznie prostszych, ktére w dalszym cizgu wzajemnie kom-
binowaé nalezy. Z form, powstatych przez kombinowanie, mozna pozosta-
wié na boku wszystkie; nie spelniajgce pewnego ukladu réwnan diofanto-
wyeh. Wszystkie zas rozwigzania tego uktadu rownan (w liczbach calko-
witych dodatnich) mozna otrzymacé ze skonezonej liczby takich rozwiazaii za
pomoca dowolnych ezynnikéw dodatnich i calkowityeh (Poréwn. dowéd gra-
ficzny Petersena wIl, C, a). Dla form rzedu wyzszego nad szosty
dziatania te doprowadzono juz do tego stopnia, ze péZniej von G all?s),
celem oznaczenia form zasadniczyeh, nalezgcych do form siédmego i 6smego
rzgdu, mog! sig oprzed bezposrednio na ukltadzie Gordana.
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Wigkszo$é uzytyeh srodkow, a zwlaszeza rozwinigeie na szereg, przy
odpowiedniej modyfikacyi, stosowaé mozna i do form tréjkowych i wyz-
szyeh %), Jezeli mimo to dowdd skoriczonosci dla dowolnych form wyzszyeh
polaczony jest z mieprzezwycigionemi trudnosciami, pochodzi to stad, ze
wyrazel symbolicznych w calej ich zupetnosei przejrzeé nie podobna; nadto
poczawszy od form czwirkowyeh, wystepujg pewne czynniki symboliczne
wyznacznikowe, ktore taczg w sobie wiele ,bni symbolieznych, ktérych za-
leznosé wzajemna z trudnodeig uwidoeznié sie daje. .

Dowad, podany w ksiazce G or danal?) dla formy dwdjkowej 7, jest
bardziej przejrzystym, dlatego, ze ponad pojgciem ukladu zupeinego umiesz-
czono pojecie ukladu ,wzglednie zupelnego*. Z ukladu takiego, przy do-
wolnem ,faldowaniu® (nasunigein) 1), wynikaja tylko takie formy, ktére po
za Wyrazami, pomnozonemi przez pewng potege ,czynnika klamrowego®,
zaleza w sposob calkowity 1 wymierny od form ukladu. Dzigki temu. wszyst-
kie poprzednie zawile rozwinigeia na szereg stajg sig zbytecznemi. Obok
tego w praktyce nzywane s tak zwane .rveducenty® 1s), t.j. takie czynuiki
iloczynéw symbolicznych, ktére wskazujg bezposrednio mozno§é sprowadze-
nia tych iloezyniw do utworow nizszego charakteru. Srodek ciezkosei do-
wodn lezy w nastepujacem rozwazaniu:

Spotzmiennik lub niezmiennik formy f== a,” = 0,"=... daje sie
zawszé napisac jako iloczyn symboliczuy tak, Ze najwyzsza potega czynnika
klamrowego; np. czynnika (¢ b) jest parzysta. Nastepnie mozna
wszystkie formy, wyprowadzone x formy f, podzielic na gy + 1 klas

"n—

A 4y, .0, 4y, gdzie g = % fob —5 1, stosownie do tego, czyv n jest

parzyste lub nieparzyste, przytem kazda klasa obejmuje wszyst-
kie poprzedzajace. Pierwsza klasa d, zawiera tylko samg forme.f,
nastepna A, wszystkie 1%) formy, w ktérych zaden z czynnikéw klamrowyeh
nie zachodzi w potgdze wyzszej nad druga; dla trzeciej klasy A, ta najwyz-
sza potega jest czwarty i t. d., az do ostatniej klasy 4,, ktéra oczywiscie
obgjmuje wszystkie formy, nalezace do formy f. Idzie tedy o to, aby kolej-
no okazaé, ze kazda z klas jest w sobie sk o czona, t.j. ze posiada nklad
zupelny. Uskutecznia sigto przez utworzenie g ukladéw skofczonych
pomocniczyeh By, B;. ..., B,, odpowiadajacych uktadom Ay, 4;,..., 44—
imajgeyeh te wlasnodé, ze otrzymujemy zawsze uklad Apq?), nasuwa-
jac uklad pomzedzajagcy A, na odpowiadajacy mu uklad B, Przy
uwzglednienin skoiiczonodei ukiadu 4, = wyplywa stad skonczonosé
ukladéw 4. 4, ... i ostatecznie skoticzonosé ukladn 4,.

Te uklady pomocnicze otrzymujemy za pomocg
g niezmiennikéw ¢, stopnia drugiego formy f, gdzie
@ = (f, /. Dopodéki rzad takiej formy ¢, nie jest
jeszeze nizszym od liczby n, tworzymy indywidua
ukiadu B z form ¢, symbolicznie, tak samo jak in-
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?g’z’iledl;?;zdi va01'111)’ f. Gdy wszakzerzad formy ¢ sta-
niew;konsz}) m od n (. . gdy tamten proces jest juz
yios a }1)), utktad B, sktada sigwprost z (przyje-
ceg%zgdako}lczony) ukiadu zupeln ego form ¢ e
osiadamy juz obecnie eleo: < ruke; intego 1
ciego o) ganckg konstrukeye dla form bigtego i sz6-
y 1)03;3;1:;1?50‘1‘;(:23;]21‘1 \;fszlytstkjch dowodach formy pierwotne sg wypisaue
E J, 10 1tamte prayjmuje sie za o g 6 “
( L sy oznej, 1 ; . z g61lne* swego ro-
%zyu, t.j. .za ’@kle}z L'tmych Spddezynniki sy uwazane ;a, zmienne nieza%eiue
0Z samo stosuje sie i do wykonywanych podstawien .
‘ h-Pozyfikal}e W);nlkl mozna zastosowad bzzposrednio do form dwojko
wych, zawierajgcych wigcej szeregow zmi el (] oe-
yeh J3 ] g miennyeh (jednorodnych), w zaloze-
niy, ze te ostatnie poddano tym sam ieni ’ wasad
L, %6 te osta ym podstawieniom gdyz wedlug zasady
;3;‘2 1;2;?31; 111& sbzel feg nalezy tylko vznaczyé uktad ;upel‘ny, naleé;acy df)
“WIGKSZone] liczby torm pierwotnych, ktére zawierai ylko j jedyr
ezy (1 ten sam) szereg zmiennych, ' ' e ke Jeden pojeti-
Gmocl;ie a}{lo W I 1881 ’2) pokazal, ze nie uciekajae sie do nowyeh srodkow
p o '(‘23(1‘1, mozn}a dowdd skonczonosei przeprowadzié i dla przypadku
;)ygeoI n;eJ sl,zegu., w ktorym Podstawienia, majace by¢ wykonanemi na 1'(:2113'011
.8zer oh v g . P P V
e le:;19111(;11122(31111%?&1316]3&'1: M{, yl,fys_,; -+ -, 84 calkowicie lub czesciowo nie-
. 1a] dane formy pierwotne f, ozwinie
alezn L : e 1o g - rozwinigte we-
3l}lgf¢x, J.E(mztl,m %8, spdlezynniki formy: £, g, ... i’r’yyjmujemy Ze&te o:’;z
nie formy (w ktérych liczba szerecéw ilodet iennych § , )
; ; reregow ilodei zmiennych jest o 1 muiei
majg podstawe i mamy to samo okazag dl ferwotnych e
3 I Ve A : a form pierwotnych 7, Ni
chaj I bedzie formg niezmiennic ) o perzadcn.
e ‘mienniczg form f, g, ..., ktora bedac zgdk
wana wedlug », #,, ma spélezynniki wh ni omat, 2t
; ‘ o zynniki F;; wtedy nie trudno poznad, z i
na w . : inagé, ze spol-
czynniki #; nalezg do uktadn form fa gy ... Zastosujmy teraz do kaz'p(;)ej

z form pierwotnych 7, ¢, ... proces bi A= é
g proces biegunowy A — - Wt W U do-

staitec.z;ta liczbe razy; wtedy powstanie nkiad utwordw: 7y AF, A, o
9, ty, q, oo Iogacy catkowicie zastgpié uklad form f, ;,, .
w del; spuso’b, ze k'azda, forma zasadnicza P tego ostatniego ukladu 1s,luz’.} za’
x‘no el 9k1‘f3s](?116j formy zasadniczej P’ pierwszego ukfadu. Przy zwyklem
xb (;zmmgcim t‘m.'my £ wedlug poteg roznicy @y, —a,y,, spétezynniki bedg
a ,'gung;’s:nn form @, y, y,...  Poréwnanie form P z formami P’ wskaze
fm-l o,;g?”(‘um fp, Ve posiada podstawg. Poniewaz wreszcie w sensie;
m dwijkowyeh, t. j. waglgdnie do @y, 2, forma F daje sig przedstawic
; Wy Xy -eo, Przeto zuje sie, ze i uk
form 7 jest skonczony. e vhesmle se, e 1 idad
Twierdzenie to majduj 7 i
! 76 2 je Wazne zastosowanie
Dowieaniedetm do tak nazwanych 0 d-
N ItVV ostatuich czasach Gordan doszedt bezposrednio do tego samego
zultatu przez wprowadzenie waznego pojecia ukladu form .rogz
4 EE -
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szerzonegot®). Aby otrzymad ten uktad dla najprostszego przypad-
ku jednej formy (dwéjkowej) f, wyobraimy sobie juz utworzony uklad zu-
pelny dowolnej liczby form Ffis fas - - -, Wezystkich rzedu réwnego rzedowi
formy £, a mianowicie W postaci nasunie¢ formy /' na siebie (dostateczng
liczbe razy powtérzenych). Stad, przez proste opuszczeld ie
skaznikow 4 /% ... powstaje uklad rozszerzony foriny /. Na podsta-
wie swego powstania, uklad tenmoze shuzy¢ bezposrednio do wyprowadzenia
ukladow jednoczesnych szeregu pierwotnych form dwojkowyeh, tak z je-
dnym szeregiem, jak iz wiekszg liczbg szeregow ilosci zmiennych, podle-
glych podstawieniom niezaleznym. Tak np. dla form kwadratowych z dwo-
ma niespSipodstawieniowemi szeregami zmieunych &y, iy, Y1, Yo MOZDA ODII-
czyé i wypisaé uktad zupelny z 38 utwordw zlozony.

W innym kierunkn Peano (1882)%%) rozwinat tg teorye. Wedlug
Clebscha?) niezmienniki i spolzmienniki szeregu form liniowyeh i kwa-
dratowych posiadajg te wiasno$¢, ze mogy byé podzielone na ,typy' tak, ze
indywidua jednego i tego samego typu mozua otrzymywaé jedne z drugich
wylgeznie za pomoca procesi A ron holdowego, t. j. przez bieguno-
wanie wzgledem spolezymnikow. Liczba typow pozostaje przytem skonczo-
ng przy jakiejkolwiek liczhie form danych. Otoz Peano uogdlnia te
whasnogé dla szeregdw form dowolnego (jednego) stopnia. Dow6d jego opie-
ra sig gléwnie na tem, ze wediug pewnego twierdzenia Capelli’ego®)
jakakolwiek funkeya jednorodna calkowita Fn+1 szeregdw o n -+ 1 spoi-
ezynnikach zmiennych, nalezgeyeh do n--1 form n-go stopnia, daje sigroz-
winaé wedlug poteg ich wyznaczuika, prayczem wystgpuja czynniki, ktére sg
biegnnowemi form, wyprowadzony ch z tormy F zawierajg o jeden mniej
ukladéw spolezynnikowych. Rachunek ten, przeprowadzony w przypadku
form szesciennyeh, wykazuje dziesieé typiw; przytem podano sposéb, w jaki
wedlug tych typéw rozkadaja sig formy ukladu zupelnego.

" Dosgli$my juz do punktu zwrotnego w rozwoju teoryl. Gdy w dotych-
czasowych dowodach skoficzonosei miano zarazem na widoku istotne two-
rzenie odpowiedniego ukladu zupeinego, to obecnie ten bardziej praktyczny
punkt widzenia zostawia sig na uboczu, a gléwng uwagg zwraca sig na czy-
st teorye skoficzonosei 28).  Z tg zmiana wigze sig okolicznosé, ze nowe
metody maja wybitny charakter niesymboliczny, przez co wyraZniej odzna-
cza sig ich moment pojeciowy. Plerwszg pobudke w tym kierunku dal po-
 dany przez Mertens a?") dowdd skonczonosei uktadu form dwdjkowych

z jednym szeregiem zmiennych. Poniewaz szereg form liniowych posiada
zawsze uklad zupelny form pochodnych, to wymagany dowdd mozna prze-
prowadzi¢ dla dowolnego szeregu form. poczgtkowyeh (g, f, f's - ), DIZY
przyjeciu, ze twierdzenie, w mowie bedace, jest prawdziwem dla szeregu
¢, £ r" ..., wktorym rzgd formy f jest o jednosé nizszy od rzedu for-
my g. Najprzéd z powyzszego zalozenia wyplywa wniosek, Ze 1 szereg
1, " ...), T078zerzony za pomocy formy liniowej p, posiada ukiad zu-
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petny. W tym ostatnim ukladzie zawiera sig jako ,poduklad® (Unt

stem) 1og6k wszystkich utworéw, osiagajaeyeh ten sam ’;topie{l WS 01'101' erS)f—
kach form p i /. Albowiem utwory te oznacza sig za pomocy owéfu r:ynrl'n-
zafi dodatnich pewnego rdwnania diofantowego %0); rozwigzaniz te nfm%
zreszty utworzy¢ liniowo ze skoilezonej liczby # pomigdzy nich przy po nots
spotezynnikéw dodatnich (i catkowitych). Jezeli wyobrazimy, soi;iep ;}J ?Cy
ba ruzsy:czepion@ na jej ezynniki liniowe ¢, 7, 5, ... i zastapimy forme linicl)g‘q
p kolejno formami ¢, , s,..., wtedy przez kombinowanie symetryczne o%
wstalych w ten sposéb ukladéw zupelnyeh, otrzymamy nowy uklad 711» f ;
nalezgey do form pierwotnych: IR

(1’, Qy Ty ¥y eney f’; f”l b )

i zarazem symet-ryczny wzgledem spotezynnikéw form p,g, 7, s, ... Dogé
tylko wprowadzi¢ znanym sposobem spitezynniki iloczynu g form 13 0,7, 8.
aby otrzymaé zgdany uklad zupelny szeregu (y, £/, ", ...) R
Hilbert?), zachowujac mysl zasadnio, JoWyhsze

. © , 3 %8 POWYZSZ zy-
nil go bardziej przejrzystym. # pomysmege dowod, woay
) Nlecha.j 'bg.dz.ie forma pierwotna f = f (, y) rz¢du n-go, rozpadajaca
i’lqv na cgyllnlkl liniowe aw - fy. Niezmiennik J (w znaczeniu fcidlejszem)
ory f jest agregatem symetrycznym roéznic pierwiastkéw réwnania f= 0
a wige po sprowadzeniu go do postaci jednorodnej, jest iloczynem utworéwi

o==(1,2)%. (1, 3)= . (2, 8)= . ... (n—1, Yot == IT (k, I)ek1,
i

gdzie (b, I) oznacza réznice « B — a; By er, 1= ey, jest wykladnikiem cal-

kowitym dodatnim i gdzie kazda z liezb 1,%,...,n zachodzi jednakows

lfc?be; razy. l()statmo wspomniany warunek zamienia sig na uktad réwnai
liniowych diofantowych, mianowicie:

oyt eat . = e =
= €1 + 8,,;_»*}—... + €n-1,u-

‘Wszystkie rozwigzania dodatnie tego uktadu otrzymaé znéw mozna liniowo

e skotczon e liczby m z pomigdzy nich, przy pomocy spétezynnikéw dodat-
nich catkowitych p, a mianowicie;

et = Pt = paers® - . L A puer.
Jezell wige w, oznacza niezmiennik (niewymierny) w, = II (k, 1) €My, to
. . y . . kil
;or.GZ(jlml z‘adoSG rownanin wymiernemn stopnia n! i na zasadzie znanego
wierazenia z teoryi réwnai algebraicznych, jakakolwiek potega niezmienni-

ka w, np. p,~ta moze byé przedstawiona jako forma liniowa, jednorodna

Prace mat.fizycz., t. VIIL 10
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poteg 0-¢j, 1-ej,..., (n—1)-¢j ilodei w,, o spétezynnikach, ktére sa fun-
keyami catkowitemi wymiernemi odpowiednich sum potegowych o, - ...,
w2+ ..., o2+ ... Uwsgledniajge powyzsze wyrazenia ilosci ¢, przez
wybrane ilosci e, mozna niezmiennikowi J/ nadaé postaé sumy syme-
trycznej:

=2 i, oy, ., wpfin.

Podstawiajac to podane wartosel poteg w,r, poznamy bezposrednio, ze J
jest funkeya calkowita skoficzonej liczby analogicznie zbudowanych nie-
zmiennikéw, w ktérych zaden z wykladnikow iio$ci - nie mo-
ze przekroczyd liczby 2t Uogdlnienie tej metody dla niezmiennikéw sze-
regu form pierwotnyeh £, ¢, ... uskutecznia sig za pomocy latwyeh do zro-
zumienia modyfikacyj; w szczegélnosei wynika stad, ze szereg form niezmien-
nikow i spélzmiennikow posiada uklad zupelny.

W pracy zasadniczej z r. 1890 wykazat Hilb er t32) ogolnie—i pray
wylgcznem uzyciu proceséw wymiernyech?®)—skonezonosé
ukladu niezmiennikéw, pochodzacego od szeregu zupelnie dowolnych (a na-
wet i znieksztaltnionych w jakikolwiek sposéb) form o n zmiennych. Rezul-
tat ten osiggnal, oddzieliwszy jadro pytania od dciglejszej dziedziny teoryi
niezmiennikiow #) i ugruntowawszy je jako wlasnoéé podstawows nieskoli-
czonej liezby uktadiw form algebraicznych.

Dajmy soble z géry prawo %), wedlug ktérego postepuje nieprzerwany
szeveg form F, Fy, ..., o »zmiennych xy, #,, ..., z,. Rzedy form Fi ich
spolzmienniki nie maja podlega¢ Zadnym ogramiczeniom, spotezynniki zas
niechaj naleza do pewnego obszaru wymiernoscei £. ,,Mozna wtedy z szeregu
form F wybra¢ zawsze skoiiczong liczbe m takich form 7y, F, ... s Ty
ze kazda forma F. szeregu jest ich kombinacys liniows, t. j-, ze jest:

Fo= Ay Fz‘, "I“ Asz —Fz‘; + e + Axm Fz'm,
gdzie spélezynniki 4 sg takze formami ilogei z o spotezynnikach, nalezg-
cych do tego samego obszaru wymiernosci R.¢

Oczywiscie, nalezy spélezynuiki 4 wybra¢ w ten sposob, aby suma
iloczynéw byta znowu forms jednorodng co do zmiennyeh .

Wyblerzmy mianowicie z danego szeregu dowolne indywiduum F wy-
miara 7 wzgledem ilosei #. Mozliwem jest zalozenie (w razie potrzeby
osiagngc sig to daje przez odpowiednie podstawienie), 7e spotczynnik ilosei
z," w formie 7 nie znika. Wtedy mozna najprzéd sposobem zZnanym znizyé
stopiedt ilofei #, w kazdej z form F, tak aby byl muiejszy od »; dod¢ w tym
celu od formy #; odjaé forme F, pommnozong przez forme pomocnicza B;.
Przez to otrzymuje #. postac:

Fo=Bs F4go ' + g 02 4 ... 4 g,

©
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gdzie formy g po stronie prawej zaleza tylko od zmiennych oy, @, .. ., L1,
zreszty zas mogy by¢ dowolnie wysokiego wymiarn. Jezeli wiec przyjmie-
my, ze twierdzenie w mowie bedace jest juz dowiedzione dla form o n—1
zmiennyeh 1 zastosujemy je do kolumny spotezynnikiw 9., %%), to - bedzie
mozliwem z powyzszego przedstawienia form F wydzielié skoficzong ich
liczbe o (up. dla s =1, 2, ..., u) tak, aby po pemnozeniu obustronnem
przez dobrame formy pomocnicze ilosei ay, .. ..., -1, przez dodanie
i przez odjecie wreszeie od wyrazenia kazdej dalszej formy F. ta ostatnia
okazala sie zloZong liniowo z form F, 7, 7, .. ., F, iinnej jeszeze formy,
ktéra co do zmiennej #, dochodzi najwyiej do stopnia »—2.

Do kolumny spétezynnikow najwyzszej potegi ilosci a, tych nowych
przedstawiel form Fy4q, Fuie, ... zastosujmy ponownie to samo postepo-
wanie i t. d.; jest rzeczy jasng®7), Ze majwyzej po » krokach dojdziemy do
skonczonej liczby sn form 7, ktire stanowis sznkang podstawe szeregu pier-
wotuego. Pozostaje jeszeze bezposrednie zalatwienie przypadku najprost-
vzego = 1. Tu wyrazami szeregu sa, po za czynnikami stalemi, potegi cal-
kowite dodatnie zmiennej ay, a jest rzecza widoczna, ze wiedy wszystkie wy-
razy szeregu muszg by¢ podzielne przez =; z wykladnikiem najmniejszym,

Przedstawiony tu dowdd naszego twierdzenia pomocniczego®®) pozwala
nam poznadé zarazem, ze spilezynniki form mnozgeych 4, naleza do tego sa-
mego obszarn wymiernosei, co i spolezynniki formy F.

Aby przejéé do zastosowania do teoryi niezmiennikéw, przyjmijmy, ze
mamy do czynienia z pojedyniczg pierwotna forma tréjkows f. Uklad nie-
zmiennikéw calkowitych wymiernych 4, 7, ... tej formy f daje sie latwo
uporzadkowaé na szereg *), do ktérego stosuje sie twierdzenie powyzsze.
Jezeli 4, 4,, ..., 4, oznaczajs pewne funkcye pomoenicze calkowite i wy-
mierne formy £, to jakikolwiek niezmiennik ¢ formy f mozna wyrazié liniowo
przez m takich niezmiennikéw w ten sposob:

t=dAy i+ Ay iy b Ay,

Drugi krok stanowi zastapienie form A4 przez niezmienniki Jy, Jy, .. ., Ji,
ktére znown sp funkeyami calkowitemi niezmiennikéw 4,4, ..., 4. Jezeli
%, 4y, Gy, v« ., 4y 83 odpowiednio stopnia o, 7y, 7y, .. ., 7, Wzgledem spétezynni-
kéw, to forma 4, moze by¢ uwaza za forme jednorodna stopnia #—r, wzgle-
dem tych spolezynnikéw. Do formy f zastosnjmy dowolne podstawienie
T zmiennych o spétezynnikach @ i wyznacaniku @, Jezeli przez f, ozna-
czymy spbtezynniki przeksztalconej formy pierwotnej £, przez p, py, Dayes- P
wagi niezmiennikOw 4, 4y, 4, ..., 4, to na podstawie whasnofci zasadniczej
niezmiennikdw réwnanie powyzsze zamienia sig na nastepujgce:

af i == g A, (fa) ’/:1 + ' A,y (fu) 1y ‘I_ S + afm An (fa) o


GUEST


148 FR. MEYER.

Stosnjemy tu w dalszym ciggu inne twierdzenie pomocnicze (w ogolniejsze]
postaci), dowiedzione przez Gordana i Mertensa®) Niechaj 4(f.)
oznacza wogéle dowolna forme jednorodns, izobaryczna, nalezaca do form f,
o wadze g; ¢ liczbe calkowitg dodatnig (z wiaczeniem zera), 2, —Ca y-
ley’owski proces rdZzniczkowania:

L8 ali a8

Q —_ —_—
g gy Ollgy 0ty gy Oligy — Alyy Ottoy ity

&,

LJezeli floczyn a¢ 4 (f,) poddamy procesowi 2, tyle razy, np. p razy, poki
nie usung sig zupeinie spétezynniki podstawienia, to otrzymamy nowy nie-
zmiennik J formy £, o wadze ¢ = p — ¢.“

Wykonanie p-krotne procesu £, po obn stronach tozsamodei dla a#i
sprawia, Ze po stronie lewej odtwarza sie ¢ z czynnikiem dodatnim catkowi-
tym i nieznikajacym, po stronie za§ prawej wszystkie czynniki form
41y @5y « « . , i przechodzg na niezmienniki formy f. Po podzielenin przez
tamten czynnik otrzymujemy przedstawienie postaci:

t=di byt I,
w ktorem stopnie i wagi niezmiennikéw J sg nizsze niz dla niezmiennika
pierwotnego 7. Wystarcza przenie$é toz samo na niezmienniki Jit. d., aby
po skoticzonej liczbie dzialan doj$¢ do zadanego celu.

Podane turozwazania zastosowaé mozna prawie wprost do przypadku =
zmiennych, jakotez do ukladu form pierwotnyeh, do spélzmiennikéw, przeciw-
zmiennikow, kombinantéw i t. d. Dalej podlega prawu gléwnemu i ogél-
niejszy przypadek wiekszej liczby szeregéw o réwnej lub réznej liczbie
zmiennych, poddanych dowolnym jednakowym lub réznym podstawieniom.
Nawet i wtedy, gdy stosowane podstawienia stanowia tylko cze$é (podgrupe)
grupy wszystkich podstawien, metoda dowodzenia pozostaje w swojej mocy
dopoty, dopdki z dwdch podstawiei tego samego typu daje sie zlozyé typ
trzeci w ten sposob, iz parametry nowe sg funkeyami dwuliniowemi dawnych
ijezeli précz tego istnieje proces rézniczkowy, analogiczny do procesu Q.

‘Whplyw twierdzenia pomocniczego o obszarze catkowitosei nieskofczo-
nego szeregu form na nauke o polgezeniach niezmienniczych sigga jeszeze
dalej. By zniesé ograniczenie, jakie sprawia jednorodno§é, przyjmijmy naj-
przéd, ze jedna z n zmiennych jest jednoéciz. Pomigdzy niezmiennikami je-
dnej lub wigeej form pierwotnyeh zachodzi tedy nieograniczona liczba zwiaz-
kéw, spelniajacych sig tozsamosciowo pomiedzy spélezynnikami pierwotnemi.
Strony lewe (syzyganty) tych ,syzygij“ +!) mozna uwazaé za formy niejedno-
rodne, ktérych zmienne sg wiasnie ukladem zupelnym m niezmiennikéw
iy 4y ..o, im A wiee i nieskoficzony uklad syzygantéw posiada podstawe
skoiczong. Syzyganty znéw lgcza sie znéw ze sobg za pomocs nieskofezo-
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nej mnogosel zwiazkow, speiniajacych si¢ tozsamoseiowo wzgledem 4y, 7y, e, im-
A wiec i nieskonezony ukiad syzygant6w posiada podstaweskonezona. Stro-
ny lewe tych ,syzygantéw drugiego rodzaju® maja wige takie podstawe
skonezona i t. d.

Za pomocy dosé zmudnego zreszty postepowania, w ktérem twierdzenie
pomoenicze za kazdym razem na nowo sie stosuje, stwierdzit Hilbert
fakt wazny, Ze proces kolejnego tworzenia syzygij przerywa sie po skoiezo-
nej liczbie krokéw, najwyzej za§ po m krokach #2). Dopiero tworzenie
wszystkich podstaw nietylko dla niezmiennikéw pierwotnyeh, ale i dla syzy-
gantéw kolejnych rzedow, pozwala blizej wniknaé w zupelnodei %) w struk-
ture niezinjennikéw calkowitych wymiernych, pochodzgeyeh od danego
utworu algebraicznego (1. c. str. 534). W najnowszym czasie**) Hilbert
wysnut jeszeze ze swyeh ogélnych twierdzen o skofcezonosei dalsze konse-
kwencye, zblizajace nas bardziej do pytania, za pomoca jakich zadan pomo-
cnicznych mozna w istocie otrzymaé odpowiednie nklady zupelne.

Istotna pomoc w tym wzgledzie daje twierdzenie, ze z rozmaitosei nie-
zmiennikow utworun algebraicznego mozna wydzielié zawsze skoticzona licz-
be o niezmiennikéw, algebraicznie niezaleznych J;,J,, ..., Js, Wten sposob,
ze wszystkie pozostale bedg funkeyami ,.caltkowitemi algebraicznemi* tam-
tych, i tem samem znikaja, jezell iloei J znikaja. Odwrotnie, ta whasnodé
(i algebraiczna niezaleznodé) charakteryzuje w zupelnosei niezmienniki J/.

Pzyjmijmy, ze znalezlismy taki uklad o niezmiennikow; stad wniosku-
jac wstecz, mozna, wedlug twierdzen Kroneckera®) uzasadnié na
nowo nietylko skonczonosé catego obszaru niezmiennikow, lecz zarazem po-
da¢ okreslong droge arytmetyczng do znalezienia ich podstawy. Podstawa
ta sklada si¢ z niezmiennikéw J, oraz z tych niezmiennikéw ¢, ktére stano-
wia podstawe ,,ciala‘ algebraicznego, okreslonego przez niezmienniki 7.

Przedewszystkiem idzie tu o oznaczenie ,,stopnia* ¢ tego ciala.

Dla formy pierwotnej dwdijkowej /' rzedu n-go dat odpowiedz na to py-
tanie Hilbert*)., Tu liczba o véwna sie n—2; szukana liczba g jest
prostg funkeys teoretyczno-liczbowa, ktora, gdy odwrécimy uwage od n, za~
lezy wylacznie od stopni niezmiennikéw Jy, J,, ..., Ju—s (Wzgledem spot-
czynnik6w). Zastosowania, poczynione w celu otrzymania form z pewnemi
z gory danemi niezmiennikami, pomijamy ¢7).

W przypadku formy pierwotnej dwdjkowej f, mozna za pomocg two-
rzenia rugownikoéw otrzymaé uktad niezmiennikéw, przez ktére wszystkie
inne niezmienniki dajg sig wyrazié catkowicie i algebraicznie. Niechaj np.
rzad n formy f bedzie nieparzysty; utworzmy spélzmienniki drugiego sto-
puia Fy, Fy, ..., Fy - i z odpowiednio dobranych poteg form f i F zbu-

dujmy przy pomocy dowolnych parametréw u, v dwie kombinacye liniowe
jednorodne T, V. Znikanie tozsamosciowe rugownika form Ui V jest réw-
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nowazne p réwnaniom J; =0, /o =10, ..., J,=0. Iosel J stanowis
zgdany uklad niezmiennikéw. Toz samo stosuje sig i do rzedu parzystego n.
Od tych ilosei J, przy pomocy procest Aronholda, dochodzimy do
analogicznego ukladu niezmiennikéw jednoczesnych. I dla form o wigkszej
liczbie zmiennych mozna za pomocy skonczonsj liczby proceséw wymiernych,
z géry danych, otrzymaé taki ukiad niezmiennikéw, ktorych znikanie pociy-
ga za sobg znikanie wszystkich pozostalych. Do tego potrzebne jest kryte-
ryum, pozwalajace rozstrzygnaé, ezy forma dana ze spétezynnikami liczbo-
wemi posiada niezmiennik vézny od zera. Ostatnia okoliczno$é
zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyznaeznik pod-
stawienia jest funkeya calkowita algebraiczng
spoéltezynnikéw formy liniowo-przeksztalconej To
daje srodek otrzymania zupelnych ukiadéw niezmiennikéw i graniec
wyzszych®) dla ich liezby i wagi (zaleznych tylko od n).

b) Szezegity o uktadach zupetnych.

Powiemy kritko o ukladach zupelnych, jakie dotad obliczone in extenso
dla danych form pierwotnyeh. Z istoty stosowanych metod tworzenia, nza-
sadnionych gléwnie przez Clebscha i Gordan a, wynika, ze liczby od-
nosnych form majg ceche granic wyzszych; w rzeczy samej pozniejsza rewi-
zya *') wykazala niejednokrotnie, e niektére z dawniej otrzymanyeh ukta-
déw byly zbytecznemi, t. j. daty sie sprowadzi¢ do innych,

Dopiero poréwnanie z angielskim kierunkiem badah *°) wskaze, ktorej
z tych liczb nalezy przypisad dokladnosé bezwzgledns.

Zaczynamy od pojedynezej formy dwéjkowej f,. Dawniej juz Cay-
leyiSylvester rozwigzali zagadnienie dla n=2,3,4; Gorda-
nowi zas wr. 1868 udalo sig dopiero rozwiazaé je dla form /£, if, #). Do-
wid zupetnodei otrzymanego ukladu zupelego o 23 i odpowiednio 26 ,,for-
mach zasadniczych®, mégt G ordan podaé w ten sposéb, ze rozszerzenie
tego dowodn na uklad dowolnej formy £, nie wymagalo juz istotnie nowych
frodkéw pomocniczych. Przy pomocy uproszczonego przedstawienia ,,pro-
gramu“ Gordana zbudowal v. G-all in concreto uktad zupetny dla for-
wy £, %), pézniej (przedstawiajacy wiecej trudnodei) uklad dla formy /£, %),
korzystajge zrgeznie przy tym rachnnku z pewnych syzygij celem wydzielenia
form zbytecznych.
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Co sig tyezy jednoczesnych ukladéw dwoeh form dwojkowych £, to
to traktowanie praypadkéw (2, 2), (2, 3), (3, 3) zawdzieczamy Salmon o-
wiiClebschowi; uklad (3,4) znajduje sie u Gundelfingeras,
(2,5)u Wintera®) (2, 6)uv. Gallass),

Studyum systematyczne tym uk}adom poswigeit Gordan?’?) wpracy,
na ktdrej kofien znajduje sig tablica wszystkich praypadkéw, w ktoryel za-
dna z obu form pierwotnych nie jest rzedu Wyzszego vad czwarty.

Inny wywod uktadn (4, 4), zgodny pod wzgledem wynikéw z wywodem
Gordana, zawdzigezamy Bertiniemn 58).

Dla ukladéw jednoczesnych wigeej niz dwéch form dwdjkowych nie po-
sunigto tej rzeczy o wiele wigcej, niz to uwezynil Clebseh ), ktoéry roz-
strzygnat przypadek dowolnego szeregu form liniowych i kwadratowyeh.
Perrin®) zbadal blizej uktad czterech form, z ktérych dwie sg liniowe,
dwie za$ kwadratowe.

Co sig tyczy form trojkowych C,, to pierwszy praypadek takiej poje-
dyficzej formy, przedstawiajacy istotne trudnosei, mianowicie przypadek
n=3, zalatwil Gordan®). Do utwordw, otrzymanych dawniej przez
Aronholda, Cayleya, Hermitea, Brioschiego, trzeba byto
dodad stosunkowo niewiele; dla zapewnienia sie wszakze o zupelnosci otrzy-
manego ukladu (razem 34 form) Gordan w sposéb oryginalny przepro-
wadzil rozszerzenie metod symbolicznych z dziedziny dwéjkowej na dziedzi-
ne trojkowa.

Dopiero pézniej M e rtens ) otizymal ten sam rezultat na drodze
niesymbolicznej, nzy wajgc jedynie procesn Q.

W przypadku n = 4 bogactwo wystgpujacych form jest tak wielkie,
%6 Gordan wolal ograniczy¢ sie na typie szezegdlnym®®) (z okolicznosci
rownal 7-go rzedu z 168 podstawieniami na same siebie), ktéry mozna scha-
rakteryzowad za pomoca zachodzacej tozsamosciowo pewnej prostej rowno-
Sci spotzmienniczej.

Z utworéw, nalezgeych do ogélnej formy C,, obliczyl Maisano?®)
wszystkie, dochodzace az do stopnia 5-go wlacznie.

Uktad dwdch C, zostal podany takze najprzéd przez G or dana 89,
nastgpnie w zwigzkn ze wspomnianemi specyalnemi C,. Niedawno zas
Perrin®) zbadal blizej wzajemny zwigzek algebraiczny i geometryczny
pomigdzy formami tego nkladu.

Znnajomos$é ukladn zupeilnego trzech C, zawdzieezamy Ciamber-
lini’e m u®).

W dziedzinie czwérkowej, oprocz zmiennych « formy F), (%) i ich prze-
ciwpodstawieniowych w, nalezy uwzglednié jeszeze wyznaczniki dwuszerego-
we, tworzgce sig z dwoch szeregOw - zmiennych spélpodstawieniowych z, y.
Za pomocs odpowiedniej modyfikacyl procesu £ udalo sie w ostatnim czasie
Mertensowi®) znale$¢ dla F, uklad zupelny 20 form i zarazem podaé
droge, na jakiej, za pomocy latwo przewidzie¢ sie dajacych proceséw roz-
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niezkowych, mozna z ukladéw pojedyfezych dla form F, zbudowaé uklad
iednoczesny dla tychze form. Za pomoca podobuych srodkéw badat Mer-
tens i ,uklady zerowe® (Nullsysteme) ), t. j. formy znakozmienne dwuli~
niowe o dwdch spélpodstawieniowych czwérkowyeh szeregach zmiennych
,y, do ktérych mozna dolgezy¢ dowolnie wiele form liniowych wzgledem
z lub 2. Dla pieciu (i mniej) ukladéw zerowych wynik daje sie ugrupowaé
w sposdb przejrzysty.

Co sig wreszeie tyczy form o wigkszej liczbie niekongruentnych szere-
g6w zmiennych, to juz wyzej wspomnieli$my o ukladzie zupelnym dla formy
pierwotnej dwojkowej kwadratowo-kwadratowej, otrzymanym przez St u-
dyego i Gordana™).

W dziedzinie tréjkowej tylko przypadek formy liniowej wzgledem
dwéceh spolpodstawieniowych szeregdw w, w rozpatrzyli Clebsch i Gor-
dan ™), Analogiczne zadanie w dziedzinie czworkowej zostalto niedawno
posuniete przez Mertensa™) otyle, ze potrzeba jeszcze pewnych kom-
binacyj jego rozmaitych form grupowyeh, aby pozyskaé uklad zupelny.

Nakoniec nalezy wspomnieé jeszcze o pewnyeh poduktadach zupelnych
(t. j. stanowiacych czed¢ sktadowa ogdlnych nkladéw zupetnych) Odwraca-
jac uwage od takich ukladdw, ktorych istnienie jest odrazu widocznem ),
mozemy ograniczyé sie na przytoczenin dwoéch zjawisk. Pierwsze nalezy
do gatunku kombinantéw dwdjkowyeh, ktére juz w r. 1872 Gordan™)
rozwazal jako uklad zupelny formy pojedynczej w wigkszej liczhie (spétpod-
stawieniowych) szeregéw zmiennych. Najprostszym przypadkiem, wymaga-
jacym oddzielnego badania, jest przypadek dwich form f,. Wedlug metody
Gordana, otrzymanie zupelnego ukladu kombinantéw sprowadza sie do
znalezienia zwyklego uktadu jednoczesnego dwéch ,,8pélzmiennikéw elemen-
tarnych* stopnia 6-go Ilub odpowiednio 2-go, zwiazanych ze sobg pewnym
zwigzkiem tozsamoseiowym. Odnos$ny rachunek wykonat Stephanos™).

Wiltheiss, wychodzac z teoryi funkeyj hypereliptyeznych, doszedt
do godnege uwagi podukiadu formy dwdjkowsj f; ™). Niechaj 4, bedsg
spolezynnikami, z,, 2, — zmiennemi formy f;; niechaj dalej @, oznacza pe-
wien spotzmiennik 6-go rzedu i 2-go stopnia, w ktorego spotczymnikach B;
zachodzg jeszcze W rzedzie drugim dwie zmienne y,, ¥, spélpodstawieniowe
ze Zmiennemi o, wy. Jezeli przez 8 rozumieé bedziemy proces Ar on-

y=x

23
c . . P >
holdowy X B; A wraz z nastepnem przyréwnaniem ilosci x i y, to
i

mozna wykazaé istnienie ukladu 9 spélzmiennikéw, ktire przez zastosowas=
nie dzialania § dajg znowu spélzmiennniki nkladu.
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Nizej uwzglednimy badanie, odnoszgce sie do zupelnych ukladéw form
zasadniczyeh, zwigzane z tak nazwanemi ,funkcyami tworzgcemi® i takze
badania, dotyczgce zupelnych uktadow syzyeij. Uklady zupelne, zwiazane
z grupami podstawien liniowych, juz omowilismy w rozdziale I, A, b.

¢). Ukiady stowarzyszone i przedstawienie typows.

Nalezy obecnie oméwi¢ dazenia, majace na celu objecie rozmaitose
utworéw niezmienniczych, powstajacych z danych form pierwotnych, w je-
dnym obszarze wymiernosei z podstaws skonezong, zamiast w jednym obsza-
rze catkowitodel 7,

Poczgtek tym dazeniom dal Hermite®), kiory juz w r. 1852 poka-
zal, w jaki sposéb z niezmiennikéw i spolzmiennikéw formy dwijkowej
fau {2y, ) = [ wydzieli¢ mozna rozmaitemi sposobami skoficzong ich liczbe
tak, aby wszystkie pozostale zalezaly od poprzednich wymiernie. Jezeli
cheemy miec najprostsze takie przedstawienie, przy ktérem wszystkie indy-
widua podstawy sa od siebie algebraicznie niezalezne, wprowadzamy nowe
zmienne & 5 o wyznacznikn f, (@, ;) za pomocy ,spolzmiennika“:

. ap
&= -,1;(1/1 %—1—%—5@ s M= Y — B i
gdzie zmienne pomocnicze ¥ s3 spélpodstawieniowemi ze zmiennemi . Wte-
dy forma f. (y5, ¥»), pomnozona przez (n—1)-g potege formy fu (2, #3)
przechodzi na nowa forme &, (£, 7), ktorej pierwszy spétezynnik jest row-
ny 1, drugi 0, pozostale zasg @y, @5, - . -, @n TAZEM Z [fu (T, 25) stanowia g~
dana podstawe, albo méwige z Hermitem, przedstawiajgcg yuklad sto-
warzyszony® z formg f.
Aby wyrazié jakikolwiek spitzmiennik formy f za pomocg form

5y Py« Py [, Q056 W jej wyrazie glownym zastgpié spotezynniki f.‘orfny_ f
przez spolezynniki formy @ i nastepnie przy pomocy formy f uczynic je je-
jednorodnemi, przez co potega formy f wystapi w mianowniku.

Mozna wszakze, jak to wypowiedziat Clebsch™) wr. 1870, spro-
wadzié formy stowarzyszone do jeszcze prostszych, a mianowici.e do spél-
zmiennikéw 1y stopnia 2-go formy £ i do Wyznacznikéw funkeyjuych form
7 if (4. spotzmiennikow 3-go stopnia formy f). Formy ¢ za pomocg Wzo-
réw zwrotnyeh daja sig wyrazi¢ wymiernie przez formy w, y, f, tak ze tyl-
ko potega formy f moze wystgpowaé jako mianownik, ktéry zresztg w przy
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padkach najnizszych, obliczonych przez Clebscha, n=2,3,...,7
sprowadza sig do jednodel.

W roku nastepnym G undelfinger ) nietylko udowodnit na dro-
dze symbolicznej twierdzenie Clebscha, ale procz tego uzasadnil ogol-
nie, ze formy ¢ sa funkeyami calkowitemi wymiernemi form v, 4, . Jedno-
czesnie rozszerzy! twierdzenie do ukladu jednoczesnego dwéch form £, i O
Niechaj n bedzie niewigksza z dwu liczb m i n, wtedy do powyi-
szych form v, y, f dolacza sig jeszeze m nasunieé formy f na forme g.
Sylvester®), wychodzac z wyrazéw glownych niezmiennikéw, rozsze-
17yt ten rezultat na dowolny szereg pierwotnych form dwdjkowych.

Ciekawe zastosowanie form stowarzyszonych podat K ol n %), Wpro
wadziwszy zamiast form @ ich rownowazniki niewymierne, mianowicie pier-

’

. I » 3 >
wiastki réwnania 2, (i , l) =0, podlegle przejrzystemu prawu tworzenia,

potrafit okreslié podzielnodé przez potege wyréznika formy pierwotnej rugo-
wnikow 1 wyrdznikéw, do spétzmiennikow sie ednoszaeych. Fatwo juz wte-
dy zastosowaé te metdde do form pierwotuyeh jednoczesnych.

Wyrazy gléwne form stowarzyszonych, wprowadzonyeh przez Cleb-
scha, postuzyly Perrinowi®) do unogélnienia twierdzenia glownego
dla form pierwotnych F z p zmiennemi o, @,. . . , 2,. Uwazajmy forme F,
uporzgdkowany wedlug poteg ilosel 2 :

n

F:(zm,"—}-(] )F;xlf'—1+(;L)FZ;I;,“*Q—I—-...—I—F;“

za formg dwdjkows ze zmiennemi niejednorodnemi z, i utworzmy wyrazy
glowne n—1 form v (@, o, ..., 2,), ¥ (%or T, .- ., L), b

n=aF — Rn% v =0qF, — 30 F, F, + 2F3,
w=aF,—4F, +8F2 ...

wtedy kazdy niezmiennik formy #lub odpowiednio spétezynnik najwyzszej
potqgi ilogel @ w kazdym spétezynniku formy F, po pomnozeniu przez od-
pov_vwdnio dobrang potege ilosei «, staje sig funkeys, calkowits ilodei « i spét-
zmiennikéw ukladn wyrazéw v (i cdwrotnie). Przy przejécin od wyrazéw
gléwnych do samych utworéw, zamiast @ wehodzi sama forma 7.

'J ezeli cheemy uwzglednié i te formy, ktére zalezg takze od zmiennych
u, spitpodstawieniowych ze zmiennemi @, to nalezy dolaczyé jeszcze prostg
formg pomocniczg, liniowa wzgledem u, oraz wzgledem z,, @, . . . , @ ‘

Toz samo zachodzi i dla szeregéw form pierwotnych 7. W sposob
ba.l"dZIeJ bezposredni i ogélny traktowat toz samo zagadnienie F or s yth#),
kt}ol'y przeprowadzit je calkowicie dla pewnej liczby pojedyfczych przypad-
kow w dziedzinie tréjkowej i czwirkowej.
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Niechaj F == F, (2, ,, %) bedzie forma trojkowa i, jak wyzej, upo-
m 7

rzgdkowang wedlug poteg ilosei 21; niechaj P (w,, @, 733 1, U, ;) 0zZhACZE
pewien utwor niezmienniczy (,ternaryant*) formy F, ktérego rozwiniecie,
wedlung malejgcych poteg ilosei o, i wi, rozpoczyna sig od wyrazn Dy, ™ u, 2.
Wtedy spélezyunik glowny &, formy € czyni zado§¢ dwdém charaktery-
stycznym (linfowym, czgstkowym) réwnaniom rézuiczkowym; ,s3 one zara-
zem réwnaniami charakterystycznemi dla wyrazéw glownych spétzmienni-
kow szeregu form (dwdjkowyeh) £, B, ..., Fu'

Po za spélzmiennikiem tozsamosciowym u, uklad ternaryantéw stowa-

rzyszonyeh z forma F skiada sig z %— (n + 4) (n—1) indywiduéw. Jezeli
za$ forma pierwotiia F zalezy, opricz od ilosel =, jeszeze od ilosei w, to liczba
tyeh indywiduéw dochodzi do%— (m1) (m42) (0 + 1) (' 4 2) — 3, gdzie

#' oznacza rzad formy F wzgledem zmiennyeh 1.
Przy czterech %5) zmiennych x rozwaza si¢ podobnie wyraz ghiwny Dog,
Ewaternaryantu®, uporzgdkowanege wedlug potgg zmiennych an, w,, pi,

Z: Y
a7 QOOO
L Lk

gdzie p, jest jedng z szeSsiu zmiennyeh posrednich pu =

czyni zado$é szedeiu rownaniom charakterystycznym.

Poczatkows metode Hermite'a, polegajacg na nzasadnieniu ukla-
dow stowarzyszonych na przeksztalceniach (liniowyeh) pierwotnych form
dwojkowych, wkrétce rozszerzyl Brioschi®) naformy o wigkszej liczbie
zmiennych. Istotne przeprowadzenie tej metody znamy dla dwdch poje-
dynczych przypadkéw form trojkowyeh, mianowicie dla ogdinej formy G
i dla specyalnej C,.

Pierwszy przypadek zbadali Clebsech i Gordan®) przeksztal-
cenie liniowe zmiennych @ przeprowadza sie za pomocg trzech , form posre-
dnich®, linjowych wzgledem w iliniowyeheo do &, odpowiedniorzgdéw 1,4,7, ..
Kazda forma, wyprowadzalna z formy C,, moze by¢ pomnoZona przez taka
potege pewnego spotzmiennika G, ze przechodzi na funkeye catkowita 7 form
stowarzyszonych, ktére skiadaja sig z powyzszyeh trzech form posrednich
ijeszcze z czterech spalzmiennikow. Obok tego mamy drugie rownorzedne przed-
stawienie. przy ktorem 7 form stowarzyszonyeh, odpowiadajaeych sobie dua-
listyeznie, sktada sie z trzech form posrednich liniowych co do % i czterech
,form przynaleznych,” (zugehdrige Formen) (przeciwzmiennikow). Blizko
spokrewnionem z tem badaniem form C, jest inne wielokrotnie juz wspomnia-
ne badanie G- or d ana®), odnoszgee sig do formy C, z 168 podstawieniami.

Oméwione do tej pory przedstawienie wymierne form niezmienniczych
moznaby nazwaé ,typika spolzmiennikéw*. W rzeczy samej jadro metod‘y
thwi w tém, ze forma pierwotna F () (albo szereg takich form) mnozy sig
przez potege odpowiednio dobranege spélzmiennika, napisanego w zmien-
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nych spétpodstawieniowyeh y, aby iloczyn dal sie rozwingé wedlng poteg
funkeyj calkowitych &, 5 zmiennych z, y, jako nowych zmiennych, i aby no-
we spétezynniki byly spolzmiennikami formy F(z). Ograniczamy sie wszakze
przytem na przypadku, w ktérym podstawienie wzgledem zmiennych y
jest liniowem.

Temu przedstawieniu przeciwstawia sie ,,typika niezmiennikéw*. For-
ma pierwotna F (x) (lub szereg takich form, po pomnozeniu przez pewna po-
tege niezmiennika / formy F' i rozwiniecin wedlug poteg funkeyj catkowi-
tych &, » zmiennych #, (ktére sg wtedy spétzmiennikami formy #), przyjmu-
je postaé, w ktorej nowe spélezynniki sg niezmiennikami formy 7. Posredni-
czgee W tem przejsciu przeksztalcenie jest zwyczajnem przeksztalceniem
yLIschirnhaunsenowskiem®; nalezy wszakze zaznaczyé, ze w hie-
ktorych przypadkach mozna ominaé bezposrednio jego stosowanie (polaczone
z trudiosciami) 1 ze wogtle przeksztalcenie wystepuje catkowicie na plan
dalszy.

Wielki szereg zagadnien algebraicznych, geometrycznych i teorety-
czno-funkeyjnyeh prowadzi, jak latwo widzie¢ a priori, do upostacio-
wania ,,niezmienniczego®, sprawiajgcego, e juz same formy pierwotne lub
ich funkeye dane okazujg sie w $wietle niezmienniczem.

I tu pierwszy Hermite *) wr. 1851 uzasadnil takg typike dla form
dwajkowyeh fontr rzedu nieparzystego (w szezegolnosel pigtego), wprowa-
dziwszy jako nowe zmienne dwa spélzmienniki liniowe. Clebseh i Gor-
dan®) wr. 1867 na drodze, wskazanej przez Her mite’a, rozwineli
w szezegolach typike formy f;, z uwzglednieniem rozmaitych przypadkéw
wyjatkowych, wystepujacych skutkiem znikania pewnych niezmiennikow.
Tu pokazuje sig wyrazuie, w jaki spos6b przy uzyciu tozsamogei symbolicz-
nych, ominaé mozna bezpogrednie wykonywanie podstawienia. Jezeli mia~
nowicie a,, i, oznaczaja dwie dowolne formy liniowe o nieznikajgcym rugo-
wiuiku R = (a, f), &, — ezynnik liniowy symboliczny formy pierwotnej
7= fant1, to iloczyn (a, B) &, mozna napisaé jako kombinacyg liniows form
ael o Jegeli obie strony podniesiemy do potegi l-ej, to iloczyn A!f; przed-
stawia sig juz przez to typowo, lubo w formie SWoWej; a, B 53 wtedy no-
wemi zmiennemi, a nowe spétezynniki—niezmiennikami jednoczesnemi form
s toy Pu Staja sie one niezmiennikami samej formy f, jezeli za a,, f, wy-
bierzemy dwa spotzmienniki liniowe formy f. Rachunek dalszy sprowadza
sig do tego, aby nowe spétezynniki, wystepujace przedtem w postaci symbo-
licznej, wyrazi¢ przez niezmienniki najprostsze ukladu zupelnego formy f.
W rozprawie tej wskazano, ze tozsamo postepowanie stosowaé mozna i do
przedstawienia typowego form [on Tzedun parzystego; potrzeba tylko opero-
wadé na odpowiednich formach kwadratowych, zamiast na linjowych; praze-
ksztatcenie Tschirnhausenowskie staje sig kwadratowem. Niechaj
oz, B2, y%, Deda trzy dowolne formy kwadratowe o niezuikajqcyin rugow-
uiki B={(a,B,y) i czynnik symboliczny kwadratowy form fon; Wtedy

©
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(a, B y) @?x jest kombinacys liniows trzech form powyzszyclh. Przez pod-
niesienie do potegi n-¢j przechodzi E» [+ na postaé typowa O, z trzema
zmiennemi o, f%, y2%, za ktire znown wzigcé mozna spétzmienniki formy f.
Clebsch i Gordan wykonali catkowicie rachunek w przypadku
formy f.

Lindemann®) wykazal, ze forma C,, uwazana jako trojkowa ja-
kichkolwiek trzech zmiennych, cechuje si¢ znikaniem tozsamosciowem pew-
nego spolzmiennika, a interpretacya geometryezna tych stosunkoéw do-
prowadzita go przytem do elementéw tak zwanej ,,teoryi apolaryzacyic ®).
Typowem przedstawieniem najprostszych jednoczesnych form dwojko-
wych zajmowali sig Bessel®) i Harbordt®). Na ciekawy przy-
padek tego rodzaju zwrdcHl juz byl przedtem uwage Hermite®), spo-
strzeglszy, Zze dwom formom dwéjkowym szesciennym mozna nadaé proste
wyrazenie typowe w postaci pierwszych pochodnych formy dwukwadrato-
wej; na tem opart Ca yley®) przeksatalcenie 8-go rzedu catki eliptycznej
1-go gatunku.

Clebsch") poswiecit obszerne studyum spostrzezenin Hermite'a
postgpowanie zas jego znaeznie uproscit Gundelfinger®™). Linde-
man*) pierwszy zauwazyl, ze trzy formy dwéjkowe kwadratowe uwazaé
mozna za pochodne drugie formy 6-go 1zedu. Hermiteowi ') tes za-
wdzigezamy pierwszy przyklad analogiczny z dziedziny tréjkowej. Pokazat
on, W jaki sposob z trzech form kwadratowych otrzymaé mozna forme sze-
Seienng ze spotezynnikami, bedacemi niezmiennikami jednoczesnemi trzech
form danych; pierwsze pochodne tej formy szesciennej sa wiasnie formami
danemi. Wtedy dopiero wystgpilo w prawdziwem gwietle Sylve-
sterowskie!®) wyrazenie rugownika trzech form kwadratowych, jako
»kombinantu® tych form.

Przejrzysty dowdd twierdzenia Hermite’a podal Gundelfin-
ger'?), Niezmienniki jednoczesne trzech form okazaly sie wymiernie za-
leznemi od jedenastu takich form; niezmienniki kombinantowe od dwéch tyl-
ko. Gundelfing er!o%) zastosowal swoje wyniki do przeksztaleenia
kwadratowegq catki eliptycznej 1-go gatunku, rozeiggnietej wzdtuz krzywej
trzeciego rzedu.

Dla teoryi rozwigzania wielokrotnie juz wspomnianych réwnan rzedu
7-go z 168 podstawieniami w siebie ma znaczenie przedstawienie typowe,
podane przez G ordana ™) dlaukladu jednoczesnego przyporzadkowa-
nej formy tréjkowej C, i dowolnej formy G, (,,stozkowej*). Ze spolzmien-
nikéw ukladu wydzielajs sie dwie dalsze formy C, i wyrézniona forma G,
(»prosta®): , bieguny* formy C, wzgledem trzech form C, tworza wierzchol-
ki ,typowego tréjkata spélrzednych.*

Rolg godna uwagi odgrywa, wedtug Stroha 19%), typika niezmienni-
kéw dla zupelnego uktadn kombinantéw dwdch form dwojkowych £, 1 ¢n:
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indywidua takiego ukladu, po pomuozeniu przez f)dpowiednio dobrang pot@'gg
rugownika form 7, i . zamieniajg sie na iudywxdm} ukla'du. zupelne_g:fn p(}J e:
dyiezej formy dwojkowej rzedn 2 (n—1). Znaczenie typiki dla teoryi syzy-
gij wyjasnimy blizej w rozdziale nastepnym.

d) Syzygie.

Obszary calkowito$el oraz wymiernodel ukladéw form nigzmienniczych
pozwalaja bl}Zej wnikna¢ w pokrewiefistwo algebraiczue tych florm. »

Jest to, oczywidcie, dopiero krok pierwszy. Zn()wu bowiem dazyé na,‘
lezy do tego, by ogo} istniejacych zwigzkiéw algebraicznyeh lub ,,S}’.Z‘)“QIJ
objaé ze stanowiska teoryi niezmiennikéw, t. j. by stro‘ny 1?\\_'6 syzyglj (sy-
zyganty) polaezyé w obszary calkowitosci lub wymiernosel 0 podsta\-we
skoficzonej (syzygantéw zasadniczych) i aby przytem spulczyn}'nkl byty foy-
mami zasadniczemi pierwotnego ukladu form. Od tych syzygij 1-go rodzaju
mozna sie wznie$é do syzygij rodzaju wyzszego. . )

e zadanie to jest okreglonem, t. j. ze w rzeczy samej syzygie kazvdego
rodzaju tworza ukiad znpelny i ze falcuch syzygij przerywa sig po sl'{onczo-
nej liczbie krokéw, tego dowiéd} niedawno, jak jniz wspomniano, pierwszy
Hilbert 8. o o

Bieg historyezny zagadnienia byt taki, ze szukano najprzéd mozliwie
najwiekszej liczby syzygij dla najprostszych form pierwoi.:nycl} {lub grup
podstawiefi). Doswiadczalny charakter tych badain sprawia, Ze c.zytehuk
nietatwo je rozumie, gdyz osiagniecie rezultatéw ostatecznych zalez'y prze-
dewszystkiem od indywidualnej zrecznosei autora. Dlatego t’o ogranmzym‘y
sie tu na przytoczeniu kilku bardzie] zasadniczych ,,motyx_vuw gl‘éwnych .
Najblizszy $rodek do zbudowania syzygij l-go rodzaju d_a;]e H er-
miteowska teorya ukladéw stowarzyszonych, gdyz znajomosé wy-
razu gléwnego jakiejkolwiek formy pochodnej pozwala juz na otrzymanie
bezposrednie wyrazenia wymiernego przez formy stowarzyszone. )

Cayley®) i Brioschi'™) zastosowali te drogg z pov.mdzemem
do formy dwoéjkowej f;: gdy wedlug tej metody traktujemy indywxdua. u!cla-
du zupelnego, to do dalszego postepowania wystarezajg juz procesy fzhmma—
cyjne. Cayley otrzymal w ten sposéb tablice syzygij 1-go rodzaju formy
{5, ktéra pozniej w kilku punktach uzupetnil '), .

Dalszy rozwdj tej metody, nie pozwalajace] wejrzeé naleZymg w kon-
strukeye uktadu syzygij, jest polaczony z wielkiemi trudnodeiami rachun-
kowemi.
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Inng metode zaproponowat St e phanos™). Wséréd form dwdjko-
wych istnieje dziedzina, w ktérej takie zwigzki moZna przejrzySeie grupo-
wad; jest to dziedzina wyznacznikow funkeyjnych (pierwszyeh nasunied).
Jezeli utworzymy je dla kazdych dwéeh form szeregu danego £, g,..., to
weding Clebscha™) pietylko pierwsze nasunigeia tych nowyeh form
»E na formy /, ¢,..., alei iloczyny kazdyeh dwdch form F dajg sie spro-
wadzi¢ do utworéw prostszych, t. j- do pierwszych i drugich nasunie¢ form
pierwotnych f, @, ...

Aby to zastosowaé do syzyeij formy Bp. f;, postepuje Stephanocs
w ten sposéb. Uktad zupelny formy /i sklada sig % 4 niezmiennikow i 8 spo6i-
zmiennikow charakteru parzystego, oraz z 1 niezmiennika (ten w dalszym
ciaggn pozostawia sie na uboezu) i 13 spolzmiennikéw charaktern nieparzy-
stego. Ostatnie 13 form mozna zastgpié trzynastoma z pomiedzy 28 wyzna-
eznikéw funkeyjnych, do ktérych dochodzi sig z 8 spotzmiennikéw parzy-
styeh; pozostale zag 15 mozna, wyrazi¢ latwo, jako funkcye calkowite 25 form
zasadniczych. Z tych 15 wzoréw dochodzi sig za pomocy twierdzein Cle b-
scha do zbiorn syzygij pomiedzy formami parzystemi, dalsze za$§ mo-
zna otrzymaé za pomocy eliminacyi. Podobniez dochodzimy do syzygij
pomiedzy prostemi i skosnemi formami zasadviezemi. v. Gall™) rozwi-
ngl ,,zasade wyznacznikéw funkeyjnych® i zwigzal j3 z procesem Aron-
Lold’a, przez co nietylko osiagngl znaczne skrécenia rachunku, leez i po-
zyskal zarazem §rodek wydzielenia syzygij nieprzywiedlnych lub zasadni-
czych z bogatej rozmaitoSel zwigzkow. Opierajge sie na pracach przed-
wstepuych kierunku ,liczacego“ badaczy angielskich poddal on szezegdlo-
wemu badanin formg £;, dwie formy f; i dwie formy /,.

Metoda bardziej bezposrednia postuguje sig Perrin'®). Juz Cay-
ley dla wyprowadzenia syzygij wychodzil z gléwnych wyrazéw spélzmien-
nikéw, pomiedzy ktiremi zachodzg $cidle te same zwiazki, co i miedzy sa-
memi spélzmiennikami. Perrin poszedt nieco dalej, gdyz zaklada, ze
W wyrazach gléwnych pierwszy spélezynnik formy pierwotnej 7, jest zerem
i pokazuje, ze wtedy residuum charakteryzuje jednoznacznie wyraz gléwny
(i sam spilzmiennik). Perrin Igczy te zasadg z zasada form stowarzy-
szonych i objasnia plodnosé swego postepowania na przykladach form f; i f;.

Poniewnaz jedna syzygia (1-go rodzajun) jest zwigzkiem pomiedzy for-
mami zasadniczemi 4, B, . .. ukladu, przeto jest ona z pewnofcig nieprzy-
wiedlng, jezeli pomiedzy jej wyrazami znajduje sie iloczyn postaci AB.

Hammond™) zawrécit uwage na to, ze istotnie wszystkie dotychezas
znane syzygie (1-go rodzaju) wykazujg przynajmniej jeden taki wyraz ,,dwoj-

kowy*, tak ze ten wiagnie wyraz sluzyé moze do scharakieryzowania syzy-
gii. To twierdzenie doswiadezalne pozwolito juz na znaczne uproszezenia
przy tworzeniu nowych syzygij. Tymczasem v. G a1l1#) napotkat przy-
klad: — zwigzek pomiedzy osmiu niezmiennikami dwéeh form [e,—ktorego,
mimo wszelkich usitowai, nie udato sig podciagnaé pod twierdzenie H a m-
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monda. Zapomocyg cdpowiednie] specyalizyi spolezynnikéw Stroh ')
stwierdzil bezposrednio rezultat v. Galla, przez co ostatecznie obalono
ogolng prawdziwosé wyzej wzmiankowanego twierdzenia.

TUogblniajac metode wyznacznikéw funkeyjnych Stephanosa
i v. Galla, znalazl Stroh") #rédto wszystkich syzygij (1-go ro-
dzaju) w zwigzkach pomigdzy wyzszemi nasunigeiami pewnej liczby form.
Wszystkie podobne zwigzki sg wyplywem jednej zasady (. ¢. § 3), pewnego
rodzaju prawa ,lacznosciowego®, ktdre jest ogilnie prawdziwem dla pota-
czenia (dziatania), okreslonego przez proces nasuniscia. W dziedzinie dwdj-
kowej mozna sig przytem ograniczy¢ na czterech (lub trzech) formach, stano-
wiacyeh punkt wyjscia fir fos fos 113 otrzymujemy wtedy dla kazdej (dodat-
niej) wartosei ,wagi* i (=1,2,3,...) toisamosé (wzgledem spotezynnikow
form f):

[fis o Fus il = lzj](‘i.) (£ (fon 1Y — é, G s 1 (fay )4 =0,

ktora przy wszystkich 24 przemianach form f przedstawia tylko istotnie
rozne ,typy* (L c., § 18). Przez odpowiednia specyalizacyg form 7, juz to
skutkiem rownosci niektérych z nich, juz to przez obnizenie ich rzedu, po-
wstajg typy dalszé. Majge wige uklad zupelny form zasaduiczych, dosé
przedstawic je kolejno, jako nasunigeia mozliwie najmniejszej liczby z po-
miedzy nich. Do kazdej formy zasadniczej mozna tym sposobem do-
braé oznaczong syzygie. Konstrukeya mozliwie zupelnego ukladu syzy-
gij przedstawia sig tedy w sposéb taki. Jezell wezmiemy dla przykladu
forme pierwotny f; z ukiadem zupelnym 26 indywidudw, to otrzymamy prze-
dewszystkiem zbidr 20 syzygij zasadniczych (lub stowarzyszonych), kidre za-
wierajs juz w sobie zupelny zwiazek algebraiczny pomigdzy 26 formami za-
sadniczemi. Widzimy w nich w rzeczy samej istotnie rozwinigeie Her-
mite'owskiego wyrazenia stowarzyszonego dlaform zasadniczych (przez szesé
z pomiedzy nich). Kazdy dalszy syzygant, po za potegy formy pierwotnej
w mianownikn, mozna wyrazié calkowicie, a nawet liniowo, za pomocy rze-
czonych 20 syzygantéw z formami zasadniczemi jako spélezynnikami ),
Tych dalszych syzygantéw nieprzywiedlnych otrzymano 184, dzigki usitowa-
niom Cayleya Sylvestera, Hammonda, Perrina, v. Galla.

Zbior ogoluy tyeh 204 syzygij, ktory zdaje sig sprawiaé zamiesza-
nie swa mnogoscia, podporzgdkowuje sig tedy pod 11 réznych typéw ™)
[fis Fos fas Fu)i = 0. Odwrotnie, wyprowadzenie 204 syzygij =z tyeh 11 ty-
p6w ndalto sie urzadzié w ten sposéb, ze kazda z nich mozna bylo obliezyd
niezaleznie od kazdej innej, co dato mozliwie najwigkszg gwarancyg pewnosel
rezultatow.

7 podziatem na typy zwigzal Stroh™) dogodna metode sprawdza-
nia syzygij.
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Reasumujae to wszystko I uwagledniajac jeszeze reznltaty otrzymane,
przy pomocy funkeyj tworzacych, musimy, mimo calego bogactwa rachunke-
wego, WWazad teorye syzygij za bedgeq jeszeze w zaczatku swego rozwoju™).

Rozlegle proby w przypadkach f;, fi, ovaz w przypadku ukladéw je-
noczesnych  (fo, @s), (fis @), (fo, @1)y (fi; @) daly pozornie bardzo dobre
granice nizsze na liczbe syzygantiw zasadniezych, lecz — pomijajac przy-
padki pospolite fa, /5 1 dwosh form 7,*) —zupelnosé ukladu syzygantéw nie
jest nawet dostatecznie stwierdzona dla rzedu 1-go. Do tej pory nie
uwzgledniono prawie dziedzin wyzszyeh i nie przystapiono tez dotad weale
w praktyce do zasaduniczego badania, kiedy w danym przypadku przerywa
sie taiiench syzygij.

e) Kierunek liczqcy.
Funkcya tworzqea. Qznaczenie przyblizone i doktadne liczb form zasadniczyeh,
: syzyygij, perpetuantow i utworow liniowo-niezaleznych.

Omdéwione wyzej badania, odnoszgee sie do obszaru catkowitosei utwo-
réw niezmienniczych, powstale przewaznie w szkole Clebscha-Gor-
dana, znajduja, teoretycznie biorac,swe uwiericzenie w,,dowodach skonezo-
nosei®, praktycznie za$ w oznaczenin granicy wyzszej dla form zasadniezych
ukladu zupelnego, zwigzanem z kazdorazowy konstrukeys tego uktadu.

Jezeli procz tego udaje sie ustalenie graniey niZszej, to w przypad-
kach, gdy obie granice zlewaja sig, otrzymujemy liczbg doktadng.

Znaczenie prac angielskich'®), zainaugurewanych przez Cayley'a
iSylvestera, polega wlasnie na wyznaczanin tych granicnizszych (i isto-
tnej konstrukeyi odnognych form), do czego postuzyty oryginalne metody,
oparte na rozwinieciu ,funkey} tworzgcyech.

Usilowania te rozpoczynajg sig od artykutéw Cayleya™) wroku
1856 ; podamy je tu w pézniejsze] postaci, nadanej im przez samego Cay-
ley’a™), a glownie przez Sylvestera’™), poczgwszy od rokn 1877.

Niechaj bedzie pojedyicza forma dwdjkowa ') f; o spélezynnikach a;.
Wyraz gtéwny p jakiegokolwiek spolzmiennika forma £, stopnia j rzgdu g

iwagiw= 5 (4j — g), czyni zadosé charakterystycznemu réwnanin roz-
niczkowemu :
B dp | o5 9 . dp
= e k4 _— ‘e L ——— = U.
op =t dn, | t aa, + +. = Bu, 0

Prace mat-fizyezne, t. VIIL. 11
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Zagadnienie zasadnicze brzmi: ,,Ile istflieje HH%WT{ me;zalizgny;chwsgg:‘zgfs;
nikéw (wraz z niezmiennikami;) i.'u(xiw;a 1;ve };,“ dla ktoryech stop
e Stgpl'e;il ;izjii)elllgilzlxc‘;?;gil?éw wyrazu glownego ¢ (.)Znaczy}ny brzez
(e d, y'?,zto dla otfzymania odpowie@zi nsj, pquiszehlf%:g;:o.(L?:;alzzf]}y\zé-
$cie zlniniejszyé tg liczbe o liczbf; %wm‘dzkow qu,ow]Zfz lszamagci iy s
ktorym ezynig zadosé spétezynniki \yyra‘tzu @ sku’c. fem i oo
Milezace zalozenie Cayleya, ze t,y'ch zwu;qu“ JeSs, \ tie m;
ile wvrazm:v w 8p, stwierdzil j ako. o’gc.:lme pr.awdzuvg Yty nxirae s or)
w I 1878. PoniewaZ oo jest formg il del @ wagl a--—~11. 1 s Oﬁ e :,7 ;4 seto
szokana liezba, ktorg cdjaé -11a1e2y., wyniolsgxy (‘w —1:4,9), zas §
kana jest dana za pomocg roznicy A (w:4,7)"™):

A Qe ) = (wid,0) — (=134, ).

Liczbe (‘u;~ -4, j) napotykamy juz w badaniach Ful era s80y, odnoszqeych. 51%

do zaaoadnielzl‘o ,rozkladzie liezb. Jezeli jakikolw:lek wyraz f01‘ my ¢ Jes‘

typu aCa @ g% (1% @, to wykladniki a sg zwigzane wylacznie dwoma
(D -

zwigzkami diofantowemi:

@A+ a . Fa=j; a2+ 8+ .. a=w,
tj. liezba (w:4,7) wskazuje, ile razy liczba w moze byé_ptworzuna jako su-
JJJ-a”j liczb szeréé‘u 0,1.2,..., i z powtérzeniami*. Wedlug Eulera
1 ) L 1.2,

iki zy o ozwinieein ,,funkeyi tworzgeej':
liczba ta jest spotezynnikiem przy o/ * W rezwinigein funkey acej

1
= =) I—az) (1—as?...(i—ax) ’

z

wedtug rosnacych poteg ilosei @. Podobniez liczbe .A'((J).:‘l, Bl ottu);ll:?g
moin;z rozwiniecia iloezynu Z (1—x). .E u.l e r.rozwmu;clz.m te 0 1ng ée
wyraznie, twierdzenia te wszakze przyjmujg 1 11?11% posf‘.ca(; pﬁzezzl- , Ze
(w: i, ) jest takze spolezynnikiem przy z* W rozwinigelu funkeyi 2z

o (1=t (1—wit?) .. (1~
N (= Y= P

z ktorej przez opuszezenie w mianowniku ezynnika (1—z) wynika druga -

funkeya, tworzaca dla liezby A (w: 4, j). o o .

%?0 tych przygotowaniach mozemy wyjasnié uzytel.{. funkeyj tWOlZ@?YG}l
przy istotnem wypisywaniu form zasadniczych i syzygij; przyczem .oglamt—)
czymy sie na jednem z dwoch rozwinieé, np. na rozwiniecin fankeyi Z lu
Z (1—zx).
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Najprzdd jest dogodnem wyrowadzenie jako danych zamiast 5 i w liczb
jig =4 — 2w (st.op‘nia 1 rzgdu spélzmiennika), Poshugujac sie oznacze-
niami (4, 7: 9) 1 A (4,5 : g), znajdziemy po fatwym rachunku drnga z tych

liezb, jako spolezymik przy o/ ar w rozwinieciy »funkeyi tworzacej pierwo-
tnej* (erude):

z) = l—p—2
’ - M-—M‘
7 (1—‘”":?) (1"‘1194"“"_) . (1~a;,_:—-vl'—2r) (I—aa—)

wedlug rosngeyeh poteg ilosei . Jezeli uskuteeznimy rozklad na unlamki
czastkowe, odpowiadajgee pojedyficzym czynnikom mianownika i przy redu-
keyl opuscimy wszystkie potegi ilofel o z wyldadnikami ujemnemi, ktire
dla niniejszego pytania nie majg znaczenia, to pozostanie rozwiniecie, za-
wierajgee tylko wykladniki dodatnie ilogei ¢ i dajace sie sprowadzi¢ znown
do postacl ulamka skoficzonego nieprzywiedlnego:

a2

G+ Ca+ Lo
(—ao?) (I—a'=2) . (T—aF; (I—aty... "

gdzie wykladniki ¢,i—2, ... K, ..
temi dodatniemi (> 0).

Ty ,funkeye tworzgcs zredukowang® ™) mozna znown w kazdym kon-
kretnym przypadku, przez pomnozenie jej licznika i mianownika przez odpo-
wiednio dobrane czynniki Pomocnicze, — wprawdzie czesto dopiero po zmud-
nych rachunkach — przerobié na »funkeye tworzgeg reprezentujgea®, Licz-
nik, poznslajacy skoiczonym, daje sig uporzadkowaé weding poteg rosng-
cych i dodatnich ilosei ¢ i o, trzy za§ rodzaje czynnikéw w mianowniku 53:

- W mianowniku sg liczbami catkowi-

 (1=a%), (1—a2) i (1—a®z') 83 tak dobrane, ze przez swoje wykladniki

przy ¢ i = ,reprezentuja* najprostsze, napewno nieprzywiedlne formy
ukladu, Ta funkcya tworzgca reprezentujaca™) jest
wspélnem zZrédiem 1 czby (itypu) form zasadniczyeh
isyzygij wszelkich rodzajow.

Dla wyezerpania tego #rédia, boezeto od stopnia 3-go wzgledem « sto-
sowac rodzaj ,postepowania sitowe g 0" (tamisage) w ten sposéb,
ze dla pewnego stopnia-rz gdu (,degorder”) j, g, tworzy sig najprzod
wszystkie wozliwe potggi i iloczyny najnizszych form zasadniczych (z wyla-
czeniem reprezentujgcej) i liczbe  ich odegjmuje sie od spétezynnika przy
a/ @ w licznikn fankeyi tw. repr. Réznica ta dla danego stopnia—rzedu
daje lczbe form zasadniczych, zwigkszong o liezbe syzygij rodzaju parzy-
stego, a przeciwnie, zmuiejszong o liczbe syzygij rzedu nieparzystego. Po-
niewaz lieznik przerywa sie, wiee suma wazystkich spélezynnikéw dodatnich,
powiekszoua o liczbe form zasadniczych reprezentujacyeh, daje we wszyst-
kich przypadkach granice nizszs dla liczby form zasadniczych. Objasnijmy
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to na przykladzie. Funkeya tw. repr. formy f; jest, podlug Fran-
klina™):

Mianownik: (1—ut) (1—a®) (1—a®) (1—ax®) (1—a’2?) (1—a?2").
Lieznik: 1 -+ a® (% +2* 4 a¥) + at (¢ F-2%) 4 «® (& + 2* -+ 27 — ")
et @2t 0 (@ e — a?) o (@ et L - e

Stad ezytamy najprzéd, ze kolejno dla stopni-rzeddw (3’, 3): (3, 5), (3, 9)3
(4, 4, (4, 8% (5,1, (5,3), (5, 7 (6,2), (6,4); (7, 1), (7,5); (82) 1t d musi
istnie¢ przynajmnie] jedna forma zasadnicza. .Formy ;asadmczeg
(8, 4) niema, poniewaz mozna zbudowad iloezyn dwdich mvzszycih form zasa~
dniezych (3, 8), (5, 1) it. d. Wogdle dojdziemy przynajmuiej d.o "33‘ to%-n}
zasadniczych. Z drugiej strony, dawna metoda G-ordana daje najwyze]
23 formy zasadnicze (tych samych stopni-rzedéw); tym sposobem Qytame,
dotyczace liczby i typu form zasadniczych formy /, jest ostatecznie roz-
wigzane. o .

Przechodzge do syzygij 1-go rodzaju, zauwazmy, ze istnienie syzygii
w przypadkach (5,11), (7,9) 1 t. d. jest widocznem wprost. .Dla stg—
puia — rzedéw (6, 6), (6, 8), (6, 10), (6, 12), (6, 14), (6, 18) ma o/ .'1;»'/‘ w li-
czniku spotezynnik zero; poniewaz wszakze dla trzech form ?asadmczych
(3,3), (3,5), (3,9) iloezyn kazdych dwoch daje Wla..énie Jedt?}l % po-
przednich stopni-rzedéw, wige istnienie 6 (i nie wiecej) syzygij pierw-
szego rodzaju jest stwierdzone. Podobniez dla stopnia '7—g0 wyprowadza
sig 6 syzyglj (7, 7), (7,9), (7, 9), (7, 11), (7, 13), (7, 18)it. d.

Pierwsza syzygia 2-go rodzaju wystepuje w przypadku (8, 14). ) Fun-
keya tw. repr. wraz z mianownikiem wskazuje tu na 5 form lixliowo-ll}ezale-
znych, gdy tymezasem proces sitowy daje 10 iloczynéw form zasadmcz.ych.
Leez wiadomo, ze mozna bezposrednio napisaé szes¢ syzygij nieprzywiedl-
nych 1-go rodzaju, mnozge otrzymane pierwej syzygie (5, 11), (6, 8), (6, 12),
(7,9), (7, 9), (7, 9) odpowiednio przez formy zasadnicge (3, 3); (2, 6), (2, .2),
(1,5), 1, 5), (1,5), Liczha 5 jest wieksza od réznicy IQ — 6 :-L 0 je-
dnodé, a zatem ,,6 syzygij 1-go rodzajulaczy jedna i tyl
ko jedna syzygia 2-go rodzaju™).

Na tej drodze Sylvester™), na podstawie starannych rachunkow
Franklina, podat granice nizsze liczby syzygij 1-go rodzaju dla szere-
gu pojedynczych i jednoezesnych form pierwotnych. o

Wedlug Cayleya ™) funkeya tw. repr. wymaga tylko 1liere!klEJ
modyfikacyi, aby data nietylko liczbe form zasadniczych i syzygij lecz i sa-
me ntwory. .

Hammond") uezynil jeszeze krok dalszy w teoryi syzygij. J eze_h
dla pewnej formy pierwotnej znamy dokadnie ukiad zupelny form zas.atdm-
ezych, wtedy funkeya tw. repr. dla form zasadniczych daje sie przerobié na
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takaz forme dla syzygij, mianowicie mnozae lieznik i mianownik przez takie
czynniki, aby mianownik stal sie wlasnie iloczynem czyunikéw 1—a ae, od-
powiadajacych wszystkim formom zasadniczym. Stgd mozna juz wyczytad
granicg gorng dla kazdego dowolnego stopnia-rzgdu przy syzygiach ]-gf; ro-
dzaju; granice te nalezy poréwnaé z granica nizsza Sylvestera.
W przypadkach szezegdlnych (f; 1 £.), z niewielkim wyjatkiem, w ktirym
rozstrzyga rachunek bezposredni, przekonano si¢ 0 zgodnedel obu granic.

Zanim rozstaniewy sie z fankeyy tw. repr. 8 ylvestera, wspomnij-
my jeszeze o godnem uwagi zjawisku, wystepujacem we wszystkich przy-
padkach, w ktdryeh mozliwem jest ostateczne oznaczenie form zasadniezych.
Jest to tak nazwany ,postulat zasadn iczy ™) Sylvester a,
wedlug ktdrego dla kazdego stopnia-rzedu wystepowanie form zasadniczych
i wystepowanie syzygij majg sie wzajemnie wylyezaé, co oczywiscie uprosei-
loby .znacznieteorye form. Hommond ™) napotkal wszakze przyklad
(przy stopnin-rzedzie (53) formy f2): sprzeczny z postulatem, i poznal wkrét-
ce potem, ze powdd tych wyjatkéw thwi w pewnej tozsamoscl zwrotnej, bez-
posrednio wyplywajacej z rownania rézniezkowego dla zrédel.

Wspomuijmy jeszeze w krétkosei, ze i dla szezegllnych rodzajow utwo-
réw niezmienniczych zbudowano odpowiednie funkeye tworzace; tak np. | per-
petuanty“'), wprowadzone przez Mac-Mahon a.  To fankeya two-
rzgca pozwala wprost na wyznaczenie liczby utwordw nieprzywiedlnych.
Stroh') podal nietylko przejrzysty dowod ua to przy pomocy oryginal-
nego uogolnienia symboliki Aronholda-Clebsech a, lecz wyprowadzil
nadto proste wyrazenie tych lezb i pokazal, ze odnosne perpetunanty mozna
wprost przedstawié¢ symbolicznie.

Jordan i Sylvester zajmowali sie wyprowadzeniem wzoréw
teoretycznych dla granic wyzszych stopnia 1 rzedn twordw niezmienniczych
w dziedzinie dwéjkowej. Jordan™) wychodzi ze zwigzkiw pomiedzy
spilzmiennikami 8-go stopnia, jakich uzyt byl Gordan w swoim dowo-
dzie skonezonodel i opiera sie w dalszym ciagu w groncie rzeczy na metodzie
Gordana, przy pomocy ktirej z dwoch ukiadéw zupelych dla dwooh
form dwdjkowych wyprowadza ich uklad jednoczesny. Nasuniecia, ktore
nalezy pozostawié, sg okreslone Zapomocy rozwigzan najmniejszych (dodat-
nich) dwéeh réwnan diofantowyeh. Jordan zbadat blizej teoretycs.iie-
liezbowo te rozwigzania i otrzymal kolejuo coraz nizsze liczby jako granice
wyzsze.  Aby wypowiedzieé rezultat ostateczny, do ktérego doszedi ™), wy-
obrazmy sobie dowolny szereg form pierwotnych, ktorych rzedy sy << n.
Kazdy spolzmiennik ukladn zupeinego sklada siy liniowo z iloezynéw typow
form trojakiego gatunku; w kazdym z nich istnieja granice gérne dla stopnia
Irzedu. Te granice s prostemi funkeyami catkowitemi l'ezby 1, ale zawie-
raja wszystkie czynniki 3et, gdzie o okredla sig przestepnie jako najwiek-
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log
~——. Np. w przypad-

log ;
kach od n =1 do 12 (z wyjatkiem 11) dla rzedu odnosnych spolzmiennikiw
otrzymujemy nastepujgce granice wyzsze: 1, 2,4, 6, 9,12, 15, 18, 22, 26, 34;
granice te nawet mogg byé faktycznie osiggnigte, jak to pokaznja tablice
Sylvestera i Franklina- dla ukladéw pojedyiczej formy /. ™).

Sylvester™) podal bez dowodn podobne jeszcze prostsze wzory,
zawierajace tylko spétczynmiki liczbowe wynrerne, lecz za to prowadzace do
liczb w istocie wyzszych. Potem podat Sylvester') metode otrzyma-
nia granicy dostatecznie nizkiej na liczbe wszystkich ntworéw ukladu zupel-
nego formy pierwotnej rzedu parzystego. Granica ta zalezy od sumy alge-
braicznej spitezynnikéw jego funkeyi tw. repr.

Zamkniemy ten rozdziat, podajac uogélnienia twierdzenia Cayleya-
Sylvestera ,dotyczacego liczby utworéw liniowo-niezaleznych (dzie-
dziny dwojkowej) o danych stopniach-rzedach® do form o wigksze] liczbie
szeregdw m zmiennych.

Podstawy przygotowawcze do rozwigzania tego waznego i trudoego
zagadnienia potozyl Capelli™). Twierdzenie, z ktérego wychodzi, uezy,
jak rozwingé forme Fn szeregdw o 7 zmiennych:

sza liczba calkowita, zawarta wutamkn 1 -

afy oy 2y, e, G=1,2...,0),
wedlug poteg wyznacznika A ilosei , aby spélezynniki byly biegunowemi
form, zawierajacych o jeden szereg zmiennych mniej i powstajacych z formy
. F przez proste zastosowanie procesu biegunowego. Procesy biegunowe
odnoszg sie do zmiennych 1 otrzymuja sie z samych proceséw postaci
El . N . .
Dy =2y: ol (i=1,2,...,n) za pomoca powtarzania i kombinacyi.
g
Jezeli to twierdzenie zasadnicze zastosujemy do pewnego utworn ¢, zalez-
nego niezmienniczo od szeregu form pierwotnych fi, 7y, ... z dowolng liczbg
(spéipodstawieniowych) szeregéw zmiennyeh, to ¢ da sie przedstawié jako
agregat iloczynow , Q@% spilzmiennikow tozsamosciowych z ntworami nie-
zmienniczemi pewnyeh form (jednorodnych i izobarycznych) &, ktére za-
wierajg co najwyzej n—1 szeregéw zmiennych i czynia zado§é n—1 réwna-
niom rézniczkéwym charakterystycznym:

I. DJ)’J'“ SD = 0, ~Da:’1”’ !25 = O, ey .DJ_J 2«0 @ = 07
lub nastgpujacym 48 :

T Dyrr B =0, Dyrgn T = 0, ..., Doty gy & = 0.
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Z_adanig pierwo?ne sprowadza sig tedy do zadania Prostszego: wyznaezyé
liezbg liniowo-niczaleznych form &, ktorym mozna jeszeze przez pomnozenie
przez odpowiednio dobrang potege wyznacznika A nadac wage stalg, np.
zero; mianowicie takich form, aby mialy z gory dane stopnie wzglgdem spot-
ezynnikéw formy f iz gory dane rzedy o, d,, ..., ¥, w odnosnych szere-
gach zmiennych . . v

Jezeli @ (9, %y, ..., &) oznacza liczbg spolezymikéw dowolnyeh
formy @, to, jak dowodzi autor, warunki stawiane jej przez pojedyncze
zréwnan I, np. przez pierwsze, s3 od siebie liniowo-niezalezne, a liczba
ich wynosi @ (& —1, %41, 9 ... 9,). Jest to wlasnie bezposrednie uogél-
nienie twierdzenia Cayleya-Sylvestera™).

Przeciwnie, warnnki stawiane przez dwa Iub wigeej rownan 1’ nie sg
juz liniowo-niezaleznemi i dlatego Capelli ogranicza sie na podanin gra-
niey nizszej dla rzeczonej liczby.

Rozwigzanie znpelne tego zadania, a zatem i poprzedzajacego, za-
wdzigezamy Deruyts'owi™). Obchodzi on pytanie bezposredniego
uzytku réwuan rozniczkowycl. sprowadzajac pytanie o liczbie form & do
pytania, dotyczgcego ., wyrazow glownych®. Napisawszy te wyrazy symbo-
licznie, spostrzegamy, ze odnodeie do niniejszego pytania, zastapié je mozoa
przez ,poiniezmiennikit form pierwotnych liniowyeh; w takim zas razie wy-
starcza zbadanie ukladn réwnah liniowych i diofantowych. Autor stwierdza,
ze rozwigzania tych rownah w liczbie ogélnej ,IT+ sg liniowo niezalezne.
Z drugiej strony dowodzi, Ze liczba pierwotnie szukanych form ¢ zgadza sig
z liczby wyze] wspomnianych form iloczynowych Qp. Jezeli wydzielimy
Jjakgkolwiek pojedyiiczg taks forme & z oznaczonemi liczbami wagowemi,
to celem oznaczenia odpowiedniej liczby , II'* form Q& stosowaé mozua
postgpowanie zupeinie analogiczne do uzytego dlapowyzszejliczby I1. Jezeli
wigc ostatecznie utworzymy sume iloezynow biorge po dwie z obliczonych
liezb I1, II" dla wszelkich mozliwych kombinaeyj liczb wagowych form & —
te ostatnie charakteryzuja znown rozwigzania réwnania diofantowego, t. z.
réwnania wagowego ‘ — to bedziemy mieli w ten sposéb prawidio do wyzna-
czenia liczby utworow niezmienniczych liniowo niezaleznych ¢, posiadajg-
cych stopnie dane co do spolezynnikéw form pierwotnych i rzedy dane w do-
wolnej liczbie spoipodstawieniowych szeregéw zmiennych. Ta ostatnia
liczba moze byé mniejsza, réwna lub wigksza, niz liczba szeregiw zmiennych
w formach pierwotnych.

PRZYPISY.

) Poréwn., Kronecker ,Festschrift (1882), s. 14 Wyrazi spodstawa (,Ba-
8i8"), nzyto w tekdeie w znaczeniu zmienionem. Wyrazenie ,(zupelny) ukiad form zasa-
iniezych®, lub krotko: ,nklad (zupetuy)“ pochodzi od Gordana, Journ. f Math, LXXIX,
8. 843 (1868); na str. 346 tamze mowa jest o uktadzie wzordéw ,zasadniezych® (System von
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Fundamental formelni. Istnieja tez obszary calkowitodei bez podstawy skoiiczonej (Pordw.
Hilbert, Goth. Nachr., 1891, s. 232, 233), te wszakze wylgezamy.

2y Collect. Papers, II, 5. 260—275. Pordwn do tego wuwagi Cayleya w IX-ym
Memoir+, Phil. Trans., LOXI, 8, 17—50 (1S870).

31 Jeurn, £ Math., LXIX, s. 323-—854 (186%). Wedlug ustnej relacyi Gordana
do badania tej kwestyi pobudzit go Jor dan. Poréwn. przedstawienie dowodu Gorda-
na przez Cayleya IX Mem. Transach.. Lon. 1870, zwlk. s. 45-50.

4 loc.,s 3431346
51 327, W tem tkwi postep W pordwnanin ze skomplikewans symbolika

angie
5. 328.
. 833

) Math. Ann. Ii, 5. 227-~280 (1670); V. s. 595—601 (1872) O komhinantach patrz
tamze V. 8. 95—122 (1872).

16y O formie szedeiennej Math. Aun,, [, 5. 90—128 (186%), o dwukwadratowej w dziele
Clebscha-Lindemanna, I, 5. 201 (1875). Poréwn. szezegolowe wywody w Math,
Ann, XIX, 5. 529—551 (1842). .

1) Math. Ann., V, s. 595, Zasade ,ukiadéw skombinowanych” zastosowal poiniej
Mertens dopujedyiczych klas form trojkowyen i czworkowyceh, Wien. Ber., X("V (1887)
inast. Poréwn. uwagi w, Programie* Gordana, s 50

2y Lipsk u Tenlnera. Poréwn. przejrzysty referat Nithera w Fortsehr. d.
Math., VII. s. 50—52.

) Do tego celu stuzy zwiaszeza zawarte w pojecin procesu fatdowania pojeeia po-~
moenicze: Stufe (gatunek), Ravg (porzgdek), Dimension (wymiar).

M) Le,s. T,

15y Math. Ann.. XVIL (1880), XXX, (1888). Poréwn., Il. A, b,

®) le,§19.

7)) Dowdd wt. UL, §20. 21 Redueenty stosowane 33 z korzyseia juz w ,.Progra-
mie (§ 8).

%) Fatdowanie jest w istocie swej nasunigeiem, zastosowanem do iloczyndéw sym-
bolieznych,

) Klasn 4, dla wszystkich rzedow sklada sig z ntworow £, (f,.F)2% [/ o). Je-
zeli warunek (7, f)» =0 spelnia sig tozsamoselowo, to 4, —po za przybywajaeym jeszeze
niezmiennikiem,—przedstawia uklad zupelny form /£ Ma to waznodé dla tecryi cial forem-
nych. Pordwnaj I, B, bh.

) Przy dowodzie tego twierdzenia geometryeznego ujawnia sig warto$é pojeeia
ukladow ,.wzglednie zupetnych®, gdyz uktad A wedlug definicyi jest wzglednie supelny
mod. (a b)2:+2, gdy tymezasem unklad By jest takim mod. (adj2i+4, Przez nasunigcie obu
ukladow—i tu wiasnie tkwig ukryte whaseiwe trudnodei—otrzymuje sie nklad spotzmienni-
kéw form 7 wzglednie zupelny mod. (a Bj2k+l, (ktiry posiada jake modul na jnizszy
(a b1, t.§. uklad 4pq1.

) Dlaobu form jest Ay =7, Bo= (FiS)% 4 =5 (£7) L4 AP Dla fy jest
Py = (f.F)! formg kwadratows, a wige /2 skiada sig z », i z wyrdznika. Nasunigein formy
4; na B daje uklad zupelny (poréwn. I e., s. 237).

Forma ¢, formy 7; jest dwnkwadratows, a wige B, sklada sig z ukiadu zupelnego ;.
Nasunigeia formy 4, na forme 5; prowadzg do formy 4, a poniewaz vy = (7, )% jest nie-
zmiemikiem, przeto’ 4, obok @, jest zupelnym ukladem formy f; (poréw. L ¢, s. 275).

3y Torine Atti, XV, t, 73-—80.

) Poréwn. zwlaszeza prace Peano w Giorn. Battag., XX, . 79—101 (1882). Je-
zeli przyréwnamy do zera torme dwéjkows o dwoch szeregach ilodei zmiennych i okredlimy
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udpowie_dniuéfi dwich elementiw geonetryezuyel, szeregl zmiennych poddaja sig tu pod-
stawieniom niezaleznym od siebie.

) Lrlanger Ber., 1887; Math. Ann,, XXXIII, s. 79389 (1888). Dla form kwadra-
towych twierdzenie to i nalezgey do niego uktad podal vajprzid Study, pobudzony przez
Gordana dozbadania pytania ogélnego (por. Stu d ¥. Erlang. Ber.. 1887. 5. 385—368).

) Torine Atti, XVII, s: 5S0—586.

#)  Patrznp. Clebsch, Bindve Formen, § 58

#) Batt. Giorn., XX, s, 203—301 (1882,

) Zreszty najuowsze hadania Hilberta (patiz nizej) maja na celu wysnucie
z ogéluyeh twierdzei procesiw wymiernyeh i przejrzystyeh, sluzaeych do istotnego oblicza-
nia ukladow zupeinycel: obecnie nie mozna przewidzie trudunosei rachunkowyeh, jakie na-
sunie to obliczanie, .

=) Journ. £ Math., C, 223—230 (1586). w Wien. Ber.. XCV.I.. 5. 1—6 (1889) upro -
feil on dowdd o tyle, ze nie potrzebuje juz wnivskowania z » na » +1

Nalezy tu wspomnieé o dwoeh dowodach skofiezonosei, pochodzgeyeh od Jordana
iSylvestera, apodajaeyeh odrazn granice wyiszy dla stopnia i rzedu utworéw ukladu
formy dwdjkowe]; plerwszy z tyeh dowodéw ma punkt wyjscia w diofantowyeh réwnaninch
Gordanay; drugi w modyfikaeyl postepowwaia Cayle yowskiego. Porown. Jordan,
C. R., LXXXITI (1876), LXXXVII (1878), Liouville J. (3), 1T. 5. 177—283 (1876), V. str.
345—379 (1879); Sylvester, Proc, of London, XXVII, s, 11—13 (1&78), C. R . LXIXVI,
8. 1437—1441, 1491—1492, 15191522 (1878). Pordwn. wyzej II, A.

Zastuguje jeszeze na wspomuienie oryginalny dowéd (dla form dwéjkowyeh) Cay-
le y'a, oparty na nzyein niezmiennikiw niewymiernyeh, gdzie wszakze zasadnieze twier-
dzenie pomoenicze pozostato hez dowodn (Quarterly Journ., X VI, s. 187—147. 1882).

) Twierdzenie to pochodzi od o rdana, Math. Ann., VI, s. 23—28 (1875), Vor-
les. I. § 15. ’

iy Math Aunn, XXXITI (1884); 5. 223.~226. Do tege odnesi sip nota Cayleys,
(Math, Ann.. XXIV (1889), s. 310~820, w ktorej zapropomowang jest odmiana procesu
Hilbertowskiego Popelniony tublad wrozumowaniu sprostowal Pete rsen w Math,
Aun, XXXV (1890), s. 110—112.

Hilbert wreferacie v obu ostatnich notach (Fortschr. d. Math., XXI, 8. 104) wy-
razuie zastrzega sig przeciwko mniemanin, jakoby dowod jego wymagal rozszerzenia lub
dopetnienia przy stosowanin go do spiotzmienniko w.

3)  Math. Ann, XXXVI, s. 478534 Poréwn. poprzednie komunikaty w Gott.
Nachr, 1888, Nr. 16, 5, 450—457: 1889, Nr. 2, 5, 2534 i Nr. 15, s. 428 — 430. W DMath.
Ann,, XLI, 5. 469490, 1893 artykat Storyego o teoryi Hilberta. Dalej London 1L
8. Proc., XNIIT, s, 265—277, 1892, Rozprawy Hilberta, Math, Ann., XLIL 5. 313—373,
1893 1 Gordana, twuze, 182142,

W) Przyjecie takiego ,dowolnago® prawa dln szeregu nieskoficzonego wystepuje
czgsto w zasadach matematyki, porown. np. szevegi zasadnieze G. Cantor &, wprowadzo-
ne colem nzasudnienia teoryi lezh niewymiernych, Jezeli cheemy, to i szereg form Hil-
berta praedstawia wladuie pewied rodzaj niewymiernofei, leez ngruntowany zresztg na
istocie samego pytania. Dedad wprawdzie nalezy, ze istnieje kierunek w nauce, odrzucajacy
wogble proeesy nieskotiezoune tego rudzaju.

#)  Istotnn zaleta nowszych metod Hilberta polega na tem, ze wigza une teorye
form najicidlej # teoryy uktadaw modutowyeh Kroneckera, oraz z teoryg cial algebra-
ieznych Dedekinda i Webera,

) Poréwu. praypisek 83-i

) Eatwo widzied, ze opisane wyzej procesy mozua wykonywaé i w kierunku od-
wrotnym, mianowicie, gdy od spotezyunikéw, wolngseh od zn, przechodzimy do spol-
czynnikow, pomnozonyeh przez pierwszg potege zmiennej z» it d. Lecz przytém mozna
pominaé zalozenie, Ze najwyisza zachodzacy potega jest potega (r—1)—a: mozna od tej
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formy normalnej zupelnie odwricié uwage i pozwolié wykladnikowi zmiennej x» przybraé
wartosé dowoluie wielks. Wypadnie tn wprawdzie najprzéd szereg nieprzerwany form,
przez ktirve wszystkie formy dansgo szeregu dajg sig wyrazié linfowe. Jezeli jednak zu-
zytknjemy zalozenie, ze twierdzanie, w mowie bedgee, stosuje sie juz do form o n—1 zmien-
uyeh, to kazdy szereg nieskofiezony da sie zastapié skofiezonym. ’ :

Mimo, Ze ta zmiana pierwotnego postepowania jest bardziej skomplikowang, ma ona
te Wyzszosc, Ze zamiast procesdw wymiernyeh wprowadza sie jedynie polgczenie cal-
kowite i calkowito-liczbowe danyeh spolezynnikéw, codaje moinodé
bezposredniego znzytkowania tych wynikéw dla teoryi licah. Takiem jest jadro dowodu,
wytozonego w drugim rozdziale pracy Hilberta.

%) Przy stosowaniu tej wetody w przypadku konkretnym nalezy zwasyé, Ze prawo,
wedlug ktérego postepujg formy w pojedyfezych kolummnach spétezynnikéw wogéle jest
catkiem odmiennej uatury niz pierwotne prawo szeregu.

# Kromecker wswojem pidmie jubileuszowem (Festschrifr), s. 18, rozwija po-
dobne twierdzenie dla jednej zmiennej niejednorodnej. Gdybysmy wszakie
Jjego wzir uezynili jednorodnym, to funkeya eatknwita po prawej reee otrzymalaby mia-
nownik, mianowicie potgge zmiennej, sprawiajacej jednorodnosé, U Kroneckera nie
ma tedy obszarn catkowitodei, lecz jest tylko obszar wymiernnsei.

*) TUporzgdkowanie niezmiennikiw na szereg daje sig wedlng Hilberta ominaé.
Z ukladn niezmiennikdw formy f* wyjmijmy dwie formy 3, f, niepodzielne jedna przez dru-
g4 Nastgpnie wybierzmy trzeciy forme &, kt6ra nie daje sig wyrazié jako kombinacya
liniowa 4, 7, 4 4, & dwich poprzednich, nastepnie czwarta, nie dajaey sie zlozyé liniowo
z form iy, 4. &, it d. Szereg tak powstajacych form ¢ musi sig przerwaé wedlug pierwsze-
go twierdzenia pomoeniczegu il ¢, 5. 522)

Postepowanie tn, dajace sig bezpodrednio stosowad do jakiehkolwiek ukiadow form
(pordwn. s. 478), jest w istocie swej zwigzane z zalozeniem, Ze formy uktadu naleza do okre-
$lonego obszarn wymiernosci. :

Dowéd symboliczny Hilbert owskisj metody otrzymywania utworéw niezmienni-
czyeh (w dziedzinie tréjkowej) podat H. White (Am.J, XIV, s 253—200, 1892).

) Twierdzenie to dla =0 thwi juz implicite w dowodzie (drugim) twierdzenia
glownego symboliki (G ordan, Vorlesungen, IL, § 9, ze kazdy niezmiennik formy dwéjko~
wej daje sig przedstawié pod postaciy iloczynu symbolicznego. Jest godnem uwagi, ze
jadro tego dowodu jest niesymbolieznem.

Mertens dowi6dl tego samego twierdzenia w Wien. Ber., XUV, s. 942991 (1887)
i stosowal je nastgpnie systematyeznie w szeregu prac w Wien. Ber., w celu otrzymania
ukladow zupeinych na drodze niesymboliezne], poréwn. II, A, b.

Dla form pierwotnych nieliniowyeh twierdzenie w postaci podanej w tekscie znajdunje
sigjuzm Clehscha, Jomn f. Math, LIX, 5. 7 § nast.

i) Poréwn. IL, A, d.

) 1l e, s 492, Poréwn. note Schinfliesa, Gott Nachr., 1891, str. 339 —344.

) Z punktu widzenia teoryi form nie mozna nic powiedzieé przeciwko orzeczenin
Hilberte; jezeli wszakse punkt widzenia grupowy bedziemy nwazali za véwnouprawniony,
£0 za rownanie zasadnicze pytania prayszlosei nalezy nwazaé nastepu jace: wyznaczyé wezyst-
kie zupelne ,,podukiady* utworéw niszmienniczych szeregn form pierwotnyeh, t.j. takich
rozmaitoscl czgdciowyeh calego ukladn niezmienniczego, kiore same juz maja charakter
ukladu zupelnego. Poréwn. 1I, A, b.

0O dalszych rezultatach omawianej pracy Hilberta, a zwlaszeza o pojecin zasadni-
czem . funkeyi charakterystycznej modnlu“, patrz obszerne sprawozdanie referenta
w Fortschr, d. Math., t. XXII.

M) Gote. Nachr., 1891, s. 232—242; 1892, 5.2-12. W dalszym ciggu (Gott. Nachr.,
1892, Nr. 12, 5. 11) Hilbert rozwiazuje ogdlnie wazne zadanie, podane w tekseie a doty-
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ezgee wyznaczenia ukladu ntwordw niezmienniezych dla szeregu form pierwotnych. przez
kidre to utwory dajg sig wyrazi¢ wszystkie inne, jako funkeye catkowite algebraiczne. Za-
danie sprowadza on do znalezienia wszystkich form zerowych m-go rzedn o # zmiennych
(6. j- form, ktéryeh niezmienniki znikajy tozsamoseiowo) i to sie daje uskutecznié przy po-
mocy pewnej postaci kanonicznej tyeh form. (Przykladowo zostaly obliczone wszystkie
formy zerowe kanoniczne az do rzgdu széstego).

Ustanowienie tedy ,ukiadéw pelnych nie przedstawia istotnyeh trudnosei.

45y Festschrift, § 6.

40)  Wyktad, miany wr. 1891 na zgromadzenin przyrodnikéw w Halli. Porswn. spra-
wozdanie urzedowe, str. 61—62,

1y Patrz 11, B, b.

#) Dla ilustracyi Hilbert praytacza twierdzenie praygotowaweze: ,,Wszystkie
niezmienniki zasadniczej formy trojkowej daja sie przedstawié jako funkeye catkowite alge-
braiczne tych niezmiennikdw, ktGrych waga nie przekracza liezby 9n (8n 4 1)%.  (ubtt.
Nachr., 1892, . 12). Z ustnych informacyj wiemy, e Gordan znalazl ogdine wyrazenie
dla granic wyZzszych.

#)  Najbardziej nauczajace prayklady tego rodzaju daja uklady jednoezesne, nale-
2908 80 (5, #3)s (i P2 (fin #1) 1 ukkad formy 7.

Dla przypadku (f3, ;) wypowiedziat najprzéd Sylvester, C. B, LXXXIX, s. 828,
opierajac sig na metodzie liczacej {poréw. 1, A, e), ze dwa spotzmienniki listy Salmona-
Clebscha muszy byé praywiedlnemi. Przy tem zalozeniu d’Ovidio podal w 1880 (Atti
di Tor., XV, 5. 267—270) ich zestawienie; wynik ten potwierdzit Gerbaldi (tamze) za po-
mocy metody, niezaleznej od powyizszego zalozenia. Nastepnie znéw Sylvester, C R.
LXXXVII, 8. 445—448, 477—481 (1878) zmniejszyt nklad Gordana-Gundelfingera
(f3 7)) otrzy formy. On takze zapowiedzial zmniejszenie ukladn Gordana-Berti-
ni'ego (fy, vy 0 dwie formy w C. R., LXXXIV, s. 1285—1289 (1877), Am. J., IL, s. 324—329
(1879). Rachunek ten wykonat d’Ovidio, Atti di Tor, XV, s. 301304 (1880). Potwier-
dzenie znaledé tez wozna w Stroha, Math, Ann, XXII, s, 290296 (18853).

Co sig wreszcie tyezy przypadku f3, to v. Gall w Math, Ann., XVI, 5. 456 (1880) udo-
wodnil, ze lexba indywidusw nkiadu tej formy zgadza sig z podang przez Sylvestera
(C. R, LXXXIV, s, 240—244, 532, 534, (1877)), procz jednej formy, ktorej nie udalo
mu sig sprowadzié do innych, lecz ktorej przywiedlnodé za pomoeg dingich rachunkéw, C. R.,
XOILI, 5. 192196, 365—369, Am. J., 5. 62—85 (1881), wykazal. Dopierc Stroh, 1 ¢, bez-
posreduio pytanie to rozstrzygnal; metodg swojg, opierajaea sig na zwigzkach pomigdzy
nasunigeiami pewnego rzedu (poréwn. IT, A, d), péiniej nzasadnit og6lnie, Math. Ann,
XYXIT, 5. 444—454 (1888).

3y Pordwn. 11, A, e.

) Journ, £. Math., LX1X, s. 323—354. Pordwnaj tez Maisano: rozprawy w Rom.
Ace., L, Mem. (3), XIV, 1883; XIX, 1884.

%) Math. Anp., XVII, 8. 31—52, 139—152, 456 ({880}

) Math. Ann, XXX, s* 318334 (188S). Poréw. Krey. Rozprawa, Striegau, 1.874.

) Program, Stuttgart, 1869, s: 1—43. Wedlng uwagi ta nezynionej ukiad wzmian-
kowany poeliodzi od Gordana.

)  Program, Darmstadt, 1880.

) Program, Lemgo, 1873.

o7y Math. Ann., IT, s, 217281 (1870).

) Batt. (Horn., XIV, 5. 1—14 (1876); praedrnkowaie w Math. Amn., XTI, s. 30—
41 (1877). . .

) Patrz przedstawienie ogohu tych badai w Cleb s eha ..Theorie der bindren For-
men¢, Lipsk, 1872 i nproszezenia w Gordana ,Vorlesungen®, IT, Lipsk, 1857.
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oy 8. M. F. Bull, XV. 5. £6—61 (1887).

“‘j Math. Ann., I, 5. 90—128 (1869). Co do teoryi patrz jeszeze Math. Ann., I, sty
359—400, XV1I, s. 217—233 (15880); pordwn. wyczerpujace przedstawienie u Clebscha
i Gordana. Math. Amn., VL s. 436—512 (1873). Prostsza konstrukeye ukladn zawdzig-
czamy Guundelfingerowi, Math. Ann. IV, str. 144—168 (1871), pordwn. tamie, I, s,
442447 (187"

Cayley wprzypadku sormalnej formy Hessego dla €;: ae® 4 by8 + 2% 4 Gdage
podal wyrazenie wtwordw przy pomoey spélezynnikow, Am.J., IV, s, 1—16 (1881); tu znaj-
duje sie takze zupelny przeglad dawniejszej literatury.

Nakoniec Dingeldey, Math. Ann., XXXT, 5. 157—176 (1888), podat analogiczny
przeglad dla ukladu (stosowanege w teoryi funkeyj eliptyczuyeh) formy kanonicznej
wy? — 4z% - o 2% - gy @8, oraz formy specyalnej avz? — 4by% Znikanie tej ostatniej od-
powiada krzywej O z punktem zwrotu.

%) Wien Ber., XOVIL, s, 437—518 (1888).. Co do metody stosowansj patrz poprze-
dnig prace tegoz autora w Wien, Ber., XCV, g. 942—991 (1887).

) Math- Awn., XVIL 5. 217—233. W tablicy koticowej spisane sg 54 formy uklada
zupelnego. Skofezonosé ukladu ogélnej krzywej O, wedlug Gordana, wskazang juz
jestw Clebscha-Lindemanna ,Vorlesungen®, I, s. 174, nota (1875).

%) Batt. G., XIX,s, 197—237 (1881). Znajduja sig tu takfe formy 6-go stopnia
z wylgezeniem form, zawierajgeyeh jednoczeénie z i u. Portwn. artykut tegoz autora
w Pal. Rend", 1, s. 54—56 (1886).

%) Clebsch-Lindemann, ,Vorlesungen ete.”, I, 5. 288 i nast. (1875). Tabelg
20 form ukiadu znajdujemy na str. 291, Marh, Aun., XTX, s, 529—552 (1880).

o) = ML F. Bull, XVIIL, 5. 180 (1890). Zadanie o utworzenin zupelnego ukladu
dla dwoch G, sprowadza Perrin do zadania, poprzednio przez siebie rozwigzaunego (patrz
przypisek 60), mianowicie do utworzenia zupelnego ukiadu czterech form dwojkowyeh, z kto-
ryeh dwie sg liniowe, dwie za§ kwadratowe.

Toz samo oduosi sie do syzygij. Porown. szezegolowe sprawozdanie referenta
w Fortschr. d. Math.. XXIL Zasade tej metody zastosowat najprzéd Brioschi do for-
my C; (Annali di Mat. (2), VI1, 5. 202—216. 1876); wystepuje ona tez jako podstawowa
w badaniach Brilla i Forsytha, Mozna j wprost sformutowad w teu sposch, ze gdy
forme wrojkowa. Cu (2, 2y, #;) uporzadkujemy wedlng poteg ilodei 4, to ufwory niezmien-
nieze formy (' sg pewnemi agrezatami utworsw (dwojkowyceh} jednoczesnych niezmienni-
ezych, nalezgeych do spolezynuikiw rozwinigeia. Zreszty kazdy z caterech wymienionych
antordw przedstawia te zasade, niezaleinie od innych,

Co do ukladu dwoeh form ¢, patrz takze Osgood, Am. J., XIV, s. 262~ 273 (1892).

Co do zwiazkow pomigdzy formami ukadu poréwn. jeszeze Rosane s, Math. Ann,,
VI, 8. 264 i nast, (1875), jako tez Gerbaldi, Annali (2), XVIT, s. 161—196 (1859); w osta-
tuief pracy dyskutowane jest szczegilowo zwiazane z tem pytania o rzeczywistodei.

) Batt. G., XXIV. s. 141—157 (1686). Uklad okejmuje 127 utwordw.

%) Wien. Ber., XUVIIL 5. 691—730 (1889). Merteus podal tez wyraznie zupelny
uklad (47 utwordw). nalezgey do trzech form F,. Wien, Ber., 1896, 5. 367—384.

) Wien. Ber.. XCVII, 5. 519—536 (18581,

) Math Aunn, XXXIII, 5. 372—389 (1889). Uklad jest ztozony z 38 form. Pordwn.
poprzedaie noty dtudy'egoi Gordana w Erl Ber., 1889, Metoda daje sig roeclagnaé
na formy wyzsze. Uklad supelny niezmiennikéw podal juz wezeéniej Capelli,
Batt, G., XVIII, s, 69148 (1879).

Le praige badal farmy trajliniowe i ezworoliniowe z pomiedzy form dwéjkowych
72 zmiennemi spolpodstawieniowemi, C. R.. XOIL, s. 1048—40: 1108—5; XCIIT, s. 264—265,
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509—512 (1881); C. B, XCIV, 5. 69—71; Torino Atti, XVII, . 209—326 (1852). Badania te
miaty przewaznie na widoku gel geometryezny i nie dazyly do zupeluodei.

™) Math. Ann, T, 5. 359—400 (1569). Po obliezeniu forma posrednia tozsamofeiowa
uz zawiera uklad zupelny 7 form. (Patrz zwlaszeza str. 373). Metoda daje sig zastoso-
waé do form wyzszych.

™) Wien. Ber, XCVIIL, 5, 13 .32 (1890).

) Nalezg tu np. takie poduklady, ktirych formy zawierajg tylko ezgdé zmiennyeh
odnofnej dziedziny, dalej klasy uktadéw Gordan owskich 4,, 4, ... (,Vorlesungen, IT,
§21)iinne. (Pordwn. wyzej praypisek 43).

™) Math. Ann., V, s 95122 (1875). Wedlug usinej relacyi Gordan rozwinal
w ostatnieh ezasach zupelny nktad kowbinantéw dwn form 0, (..stozkowych*); liczba form
okazala sig wzglgdnie nieznaczng.

) C.R., XCVIL s. 2731 (1883). Otrzymano 26 form ukiadu.

) Math. Annr, XXXV, s. 433—456 1589). Math. Ann., XSXVI, 5. 134-—153; XXXVII,
s. 229272 (1890).

") Por6wn. z tem rownolegte pod pewnym wzgledem grupowo-teoretyezne badania
Lagrange'a, odnoszace sig do wzajemnej zaleznosei wymiernej funkeyj .podobnyeh-.
Dalsze rozwinigeia tych mysli v K 5niga, Math. Ann., XVIII, s. 69—77 (1881).

) Poréwn. podane we wstgpie do tej pracy uwagi o badaniach Hermite’a. Xgel
(Wien. Gerold., 1889) uzasadnil innym sposobem teorye form stowarzyszonyeh, mianowicie
w zwigzku bezpodrednim z rozwigzywaniem rownai algebraicznych.

) Gbtt. Nachr., 1870, s. 405—409, lub Math. Ann., 11T, s 265—267 (1871). Cayley
szezegotowo hadal przedstawienie typowe formy J5 na podstawie form stowarzyszonych
Clebscha. X. Mem, Phil. trans., 1878, s. 603—G61.

80y Journ. f. Math., LXXIV, s. 87—01 ( 1861). Poréw. przedstawienie uproszezone
tegoz autora u ,Salmona-Fiedlera~, s. 459—463 (1877). Gordan w ostatuich cza-
sach podal odwrdcenie uktadu réwnan Clebscha-Gundelfingera, Math. Ann.,
s. 1—24 (1892), przedstawiwszy formy » Hermite'a, Jjako funkeye calkowite wymierne
form v, z. MoZzna z géry poznad, w jaki sposob pierwsze formy daja sie wyrazié jako ilo-
czyny ostatnich; zadanie zedrodkowuje sig w szukaniu spélezynnikéw wymiernyeh € tych
iloezynéw. Poréwn. Birthlein, Rozpr.. Erlangen, 1887, gdzie obliczanie kolejne spol-
czyunikéw O poprowadzono dalej niz u Clebscha. Jest godnem uwagi, ze zupelnie tez
same ilodel O sluzg do rozwigzania dwu nastgpujaeych zagadnien podstawowyeh: 1) Wyra-
2i6 spélezynniki formy pierwotne j dwdjkowej, jako funkeye wymierne dwu pierwszych spoi-
ezynnikow, oraz gtownyeh wyrazéw form v, 2. 2) Wyrazié te spolezynpiki jako funkeye
wymierne dwu pierwszych z nieh, oraz obu pierwszych spotezynnikow formy w.

Spétezynniki 0 zalezg najprzod od pewnego specyalnego ukladu réwnan k wadra.
towyeh; Gordanowi udato sig ukiad ten zmienié na linio wy wzgledem spétezynni-
kiw C.

Tym sposobem rozwigzano takze i zadanie dalsze, dotyczace wyrazenia wymier~
nego wszystkich calkowito-wymiernyel rozwigzai réwnania rézniczkowego dla dwéjko-
wych ,niezmiennikow rozniezkowyeh* przez najprostsze z tyeh rozwigzan., (Poréw. For-
syth, Mess., Nr. 202, 1888).

) C. R., LXXXVI, 5. 448—450 (1878), Am. J., I, 8. 118124 (1878).

%) ‘Wien. Ber., lipiee, 1891, 29 s., Pazdz., 1891, 5 . Zdaje sig, ze wyrazenie ®n =0
zgadza sig z wyrazeniem, podanem przez Hermite'a dla przeksztateenia Tchirnhau-
senowskiego (porow. wyzej uwagi wstgpne w niniejszym referacie).

%) C. R, CIV, 5. 108—111; 220—223; 280—283 (1888). )

™) Am. J., XII, 5. 1—60; 115—160 (1887), (ternaryanty). Cambr. Phil. Trans., XIV,s.
409466 (1888), (kwaternanianty). W dziedzinie trdjkowe] rozpatruje autor przypadki formy
kwadratowej szedciennej, dwukwadratowej oraz uklad trzech form kwadratowych; nadto zaj -
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' muje sig jeszeze formami, ktore, procz ilosel z, zawieraja jeszczg ilo§ei u : f.armg li}li.CiWO-
liniows, dwie formy lniowo-liniowe, forme dwukwadratowo-liniowa, s.zescxenno—h.mowg.
wreszcie forme szedcienno-szescienna. W dziedzinie ezwirkowej stosuje auto? SWoja teo-
rye ogblng do jednej i do dwu form kwadratowych (wzgledem ilodcl ), nfus.tgpme do formy
(wzglgdem =z iu) linjowo-liniowej, wreszeie do nastgpnych komplekséw: liniowego. do ukia-
du dwu i trzech komplekséw liniowyeh, wreszeie do kompleksu kwadratowego.

)  Patrz prace cytowang poprzednio na drugiem miejscu.

%) Patrz poczatek niniejszego referatu.

Na innej drodze to nogdlnienie uskutecznili Grassmann, Math. Anu., VII, 5, 53—
548 (1874) 1 Christoffel, Math. Ann, XIX, 5. 280—200 (1892).

) Math. Ann. T, s 57—89 (1869). Poréwnajz tem poprzednio eytowana metode
Forsytha.

&) Math. Aun, XVIL, s. 359--379 (1880). Liczba form stowarzyszonych, wiyczajae
w nie forme podrednis tozsamoseiows we wynosi 8, jak to zreszta wynika juz z pracy Cleb-
scha-Gordana, Math Aun., I, 57—89.

) Por6w. referat niniejszy, prayp. 24 do , Watepu*.

@ Annali (2), I, s, 23—79. Pordwnaj przedstawienie u Gordana: ,Vorlesungen
ete., II, § 24, 29. Rezultaty wspomnianej na pierwszem miejscn rozprawy stosuje Gor-
dan, Amnali {2), I s. 367—372 (1867), do réwnania modutowego 6-go rzedu J acobiego.

o) 8. M. F.Bull, V, 8, 113126 (1877); VI, 195208 (1878).

92)  Pordw. nizej, I1, D. h. - .

%) 3Math. Ann., I, s, 173—-19% (1869).

) Math, Aun,, I, s, 210—224 (1869).

%) Journ. f, Math., LVII, s. 371375 (1860).

%) Patrz Cle bscha ,Bindire Formen®, § 101.

97y Journ. € Math., LXVII, s. 371—380 (1867).

%) Math. Ann., VII, s. 452—456 (1874). Tamze, VIIL, s. 444—452 (1875), Wieder-
hold podaje w postrei znikajacego niezmiennika warunek na to, aby dwie formy /s byly
biegunowemi formy fnt1.

) Clebsch-Lindemanun, ,Vorlesungen ete.%, I, s. 900. Porown. rozprawe Frie-
drieha, Giessen (1886) i B. Meyera, Krolewiee (1888). Trzy formy f;, jako drugie po-
chodue formy /5, badat Igel, Wien. Ber., LIII, 5. 155—184 (1887) i zasosowal to badanie
do Jerrardowskiego przeksztalcenia réwnania rzgdu 5-go.

09)  Journ. f. Math., LVII, s, 371—375 (1860).

) Patrz referat niniejszy, przyp. 18 do , Wstepu®.

%) Journ. f. Math., LXXX, s. 73—85 (1875).

13)  Math. Aun., VII, s, 449—451 (1874).

%) Math. Amn, XX, 5. 529—552 (1882). Rozwigzanie wskazanego zadania (§14)
wymaga uprzedniego rezwigzania szeregu zadan pomoeniczych, mianowicie przedstawienia
typowego: 1) dwu form C, i jednej O; 2) jednej formy C, przes peki form C, i forme Ci;
3) trzech G, Patrz §§ 11,12, 13.

%) Math, Ann, XXXIV. s. 321 881 (1889). O innym rodzaju przedstawienia typo-
wego formy / wspomnial Klein w wykladach o réwnaniach algebraiczmych (p6irocze zi-
mowe 1891/2); mianowicie forma £, pe pomuozenin jej przez wyréinik, daje sie przedsta-
wi6 pod postacig | am 4 Kb | .

Nadmieniamy wreszcie o typowem przedstawieniu catek eliptycznych (i abelowych),
wprowadzonem praez Weierstragsa i rozwinigtem w ostatnich czasach zwlaszeza
przez Kleina i jego uezniéw., Poréw. zasadnicze prace Kleina w Math. Ann, XVII,
S. 133—138 (1880) 1 Leipzig. Abh,, 1885. Dalgj Bruno, Am. J.,V 5.1—25 (1882). Burk-
hardt, Rozprawa, Monachium, 1887, White, Nova Acta, LXIIL, Nr. 2, s. 43—128, dalej
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tekst pozniejszy w niniejszej rozprawie w IL B,bi wyk}ad catosei tej rzeczy w Halphe-~
na Traité des fonetions elliptiques, T. II, Paryz. 1888,

1053 Math. Ann, XXXV, s, 473—53%4 (1890), zwlaszeza na str. 534.

W7} Rozprawy, ITI, IV, v zawierajy syzygie (pierwszego rodzaju) formy #; az do
stopnia piatego co do spotezynnikéw: w rozprawie, VIIL. Memoir, 1867. formy szbstego sto-
pnia; w X (1878) wreszcie na podstawie funkeyi tworzgeej ,realnej” rozwija metode. za po-
mocy, ktérej dla kazdego danego stopnia i rzedu otrzymuje sie najmniejszy uklad syzygan-
tow, z ktérego powstaja inne przez kombinacye liniowe. Jako zastosowanie podaje liste
syzygij az do stopnia 14-go.

105)  Annali (2), X1, 5. 291—304 (1888). Dla dziedziny tréjkowej, Annali (2), XV
235252 (1887) tenze autor stositje swoje syzygie do wyprowadzenia pewnych form kano-
nieznyeh, waznyeh przy rozwiazywanin rownai stopoia piatego (i széstego).

M) Bylvester, Am. J. IV, 41—52 (1881). zwlaszeza s. 19—25. Hamm ond,
tamze, VIIL, s. 10--26 (1885).

19 C. R.. XCOVI, 5. 282285, 1564—1567 (1883).

") GClebseh, ,Binire Formen, ¢ 5%, Poréwu. Gord an, . Vorlesungen®, II, § 4.
W §§ 11 1 12 szerokie zastosowanie do syzygij nktadu form kwadratowych (dwéjkowych).

112)  Math. Amn., XXXI, g, 424—440—dwie formy 7; (1888). Ib. XXXIIL, s. 19';’—2'23,
dwie f, (1888); Ib., XXXIV, s. 332—353—dwie Jy (1880); Ih., XXXV, s. 63—81,—forma Ts
(1889).

118) 8. M. F. Ball,, XI, s. 88--107 (1883); C. R., XCVI, s. 426430, 479—482. 563—
565, 1717—1721, 17761779, 1842—185 (1883). Ta% samg metody redukeying postugiwat
sig wezeiniej Sylvester dla znalezienin wspbinyeh wiasnodei spélzmiennikéw formy
dwdjkowej dowolnie wysokiego rzedu, Am, J., V, s. 79—137 (1882—1883). Formy f; i /3
badal niedawno d’0vidio, Palermo Rend., VI, g. 225—933: VII, s. 1—4 (1893) i Torino
Atti, XXVII, 5. 535—563 (1892); XXVIIL 5. 118—133. 447— 451 (1893).

") Am. J, VIL s, 327344 7 (1884j; Ih., VIIL s, 19—25; f; (1885).

%) Math. Am., XXXIV: patrz s. 832 (1889:.

18) Tamze, XXX VI, s. 154—156 (1890).

7 Tamze, XXXIII, s. 61—108 (1888); forma f3, jako przyklad. Poréw. tamze,
XXXIV, s. 354—370 (1890). Jadro metody w Math, Ann., XXVI, 5. 444—454 (1888); zasto-
sowanie do f;, tamze, XXXIV, 5. 306—318 (1889) i XXXVI, s. 262—303.

18)  Patrz twierdz. ogélne w Math. Ann, XXXIII, § 22

%) Patrz Math. Ann., XXX VL s. 262.

) Poréw, I1, C, a.

) Mac-Mahon poswigeit oddzielng rozprawe syzygiom pomigdzy perpetu-
antami, Am. J, X, s. 149—168 (1887).

24 Wedlug relacyi prywatnej Hilbert utworzyl uklad 14 syzygij dla ukladn
trzech form kwadratowych i wykazal, ze pierwszy z nich jest ukladem zupelnym. Porow.
Math, Ann., XXXVI, s. 534,

%) Porbw.notg Sylvestera wAm. J., IV, s. 62, (1881).

#y  Patrz , Wstgp“ do pracy niniejszej.

%) Nowa teorya Caylea wIX, Mem. Phil. Trans., 1870, s. 17—50, X, Memn., ib.
1878, s. 603—661.

"6 18770 (L R., LXXXXIV, s. 260244, 522534, 974—975, 1113—186, 120711,

1285—89, 1350—62, 1427—30. C. R, LXXXYV, s. 991995, 103539,
1091—3.

1878. Phil. Mag., s. 1—12 i Lond. Proc: Journ. f. Math., LXXXV, s, 80—114;
C.R.. LXXXVI, str. 1487—41, 14912, tamze LXXXVIL, str, 242—4,
2879, 445—8, 505—9, 899--908; Am. J., I, 5. 370—378.
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1879, Am.J, 11, s. 71—84%, 98—9; C. R., LXXXIX, s. 395—6.
1883. A.J.V,s 241250, )

Obszerne tahlice faukeyj tworzgeyeh, form zasadniczych i syzygij., opracowane przez
Franklina na podstawie motod Sylvestera w Am. J., Ii, 5. 223251, 293—306
(1879), tamze, TIT, s. 221—529 11550), V, 8. 241250 (1862). Franklin oglosit tez zwig-
zty wyklad glownyeh twierdzei Sylvestera i Cayleya w Am. J, III, s, 128—154
(1880).

137y Pordwnaj przedstawienie w ,Bruno®, § 12, wedtug metod Cayleya.

13%)  Phil. Mag, 1878, s, 1—12; Journ. f. Math.. s, 80—114 (1878).

Tegoz twierdzenia dowiedli réznemi metodami: Capelli, Rom. Ace. L. Mem,, XII,
8. 1—62 (1881), Hilb ert, Math, Ann, XXX, 5. 15—29 (1887), zwlaszcza 5. 20, Stroh,
ib. XXXI, 5. 441—443 (1888). Study, ,Methoden®, § 9 (1887), Elliot rozszerzyl granice
twierdzenia w Lond. M. 8. Proc., XXX11I, s. 298—304 (1892) i XXXIV, s. 21—36 (1893).

2 W Mess. (2), VIII, s, 18 (1878) Sylvester podal dogodine prawidlo do
obliczania liezby A. Por. Franklin, Am.J., II. s, 187—188 (187Y).

w0y Introductio in Analysin.%, I, § 304.

) Cayley naprzykladzie formy f; pokazal, jak najdogodniej sprawié, aby fun-
keya tworzgea miata mozliwie mato wyrazéw. Am. J., II,s. 71—8% (1879). Liczniki fun-
keyi tworzgeej reprezentacyjnej dla formy f; Sylvester i Franklin nie mogli zrazu
przedstawié pod postaciy skotiezona; te trudnoié rozwiszal Hammound (Math. Ann.,
XXXVI, 5. 225—261, 1890), gdy przedtem v. Gall znalazt byt niektire nieprzywiedlne
niezmienniki tej formy £}, nie zauwazone przez Sylvestera.

1) Angliey uzywaja skrécenia ,Repr. t. F.“.

wy)  Am, J, 1L s. 294

3) Cayley nie spostrzegt tych syzygij drugiego rodzaju z powodun bigdnego
waiosku (II, Mem., 1856), Ze forma f; nie posiada skoficzonego zupetnego nktadn form za-
sadniczych, Patrz Cayley, VIIL, Mem. Phil. Trans., 1870, s. 513.

15 Am, J., IV, 41—61.

180)  Toz samo zdziataé mozna za pomoey ,realnej® tunkeyi tworzacej Cayleya
(X, Mem ), powstajgcej z Repr. G F., gdy wystepujace w niej formy zasadnicze zastapimy
literami a,b,¢;... Poréw. Sylvester, Am.J, IV, s. 57.

0y Am. J., VIIL s. 19—25 (1885); Hammond dla f;, Am. J., VI, 5. 827—344
(1885) 1dla (/. #,), tamze, VIIL, s. 138—155 (1886).

%) Patrz wykiad Franklina w Am. J., VI, s. 130—132. .

139)  Lond. Proc., XIV, s. 85—88; Am. J., V, s. 218—228 (1883). Uwagi Cayleya
w Lond. Proe., XIV, 5. 88—91. Hopk. Cire.. II, 5. §5—86—150, III, s. 13 (1883—1884).

) Patrz prace cytowang na drugiem miejseu.

). Am. J.. VII, 5. 26—47 (1884). Por.IL, C,a. Dalej Hammond, Am, J., VIII,
8. 104—126. ‘Strobk rozwingl te badania za pomocs metody symbolicznsj; jego wyniki sa
bardzo prostej postaci, Math. Ann.; XXXV, L. ¢., § 16, 11.

W) J. Liouville'a (3), IT, s. 177233 (1876); V, 5. 345—79 (1879). Noty w C. R,
LXXXT, s. 495—8 (1875); LXXXII, 5. 269—70 (1876); LXXXVIL, 5. 202—% (1878). W pierw-
szej rozprawie przeglad ogolny teoryi Gordamna.

*2) Patrz rozprawg eytowang na drugiem miejscu.

) Am J, II, s. 223—51.

1#)  Lon, Proc., XYVII, s. 11—13 (1878).

u C.R., LXXXVI, s, 1437—41; 1491—2, 1519—22.

W) Fondamenti di une teoria generale dello forme algebraiche, Mem, Rom. Ace.
L., XII, 5. 1—T72 (1882); szersze rozwinigeie w Batt, G., XX, 5. 293—301 (1882); pewne for=
my specyalne, np. niezmienniki jednego rzedu we wszystkich szeregach zmiennych, badal
Jjuz wezesniej, Batt. G., XIX, 8. 87—116 (1881). Rozszerzenie zagadnienia na formy o wigk-

icm

©

O STANIE OBECNYM y BZM 7
TEORYI NIEZMIENNIKOW. 177
—_— .l

:;zs;]n lui:b;fezmi;unycz spfgp(gl?:awieniowych, poddanych niezaleznym od siebie podstawie-
s m. Rem, Ace. L., (1883). I tu zadanie s § si ieni S
kich rozwigzait calkowitych nkladow r)tiwnm': pxi;n;szigzzz:;dlziz;ljg d;;;i?;;i;l;a OWSZ):EF-
cze sy zebrane w Batt. G, XXT, 5. 343—355 (1883). ) i
") Patrz pracg cyt. na drugiem miejseu,
149)‘ Roz‘szerzen.ie tego twierdzenia takze w Stn dy’ego ,Mothoden®, 5. 100. Jeseli
mamy r form pierwotnyeh dwojkowych 12640W ny, ny, .., 0, to ’iiczba wszy;nk:ich n..iezalez-I

nyeh spotezynnikow o stopuiach p,, ., . \ pr jest: ("’ +p1) ("2 'H]?) . ("""P’)
L ) Py Ps Pr )

. W dzwq‘zmach WyZszyeh istnieje odpowiednia liezba dla
nych .IsuPor. btir o.h, Math. Ann., XXTI, zwlaszeza s, 405 (1883).
), Théorie générale ete., 1891, Rozdz. VII. Tu liczenie uskuteczma sig dla pew-

nego gatunku spolzmiennikéw: i g {
II%D’ i_ potzmiennikéw; ogélnie zas w Bull. Belg. (3), XV, s. 48751 (1891). Por.

»Spolzmiennikéw normal-

Prace mat.-fizycane, t. V1II. 12
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