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Ekspedycya, ktérg obserwatoryum berlinskie wystaé praquto do .Nor-
wegii w celn przeprowadzenia obserwacyj, dla ktéryeh rachunki wyzej wy-
mienione mialy byé podstawsa, z powodu braku dostatecznych fundnszéw nie
doszta do skutku. Rezultaty te jednakze zakomunikowane zostaly jednej
z ekspedycyj angielskich, ktéra zajeta sie tym przedmiotem i miala: mu
po$wieci¢ specyalng uwage: précz tego centralne biuro meteorologiczne
w Sztokholmie obiecato zakomunikowaé je rozmaitym nauczycielom, leka-
rzom, i t. p., osiedlonym w okolicach, objetych rachunkiem. Wszyst-
kie usilowania spelzly wszakze na niczem, gdyz, jak wiadomo, W cza-
sie zaémienia na calem terytoryum pasa catkowitosei panowata niepogoda.
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Pfaff!), chege daé ogdlny sposcb calkowania réwnania rozniczkowego
o pochoduych czastkowych rzedu pierwszego, przedstawil to zadanie, jako
szezegolny przypadek ogdlniejszego zadania o calkowanin réwnania réznicz-
kowego zwyczajnego o parzystej liczbie zmiennych ay, o, ..., @ou:
(D X, dey -+ Xy diey + ..o Xop dips, = 0,
gdzie X;, X.,.,., X, 53 jakiekolwiek funkcye analityczne tychze zmiennych.

W przypuszezeniu, ze spotezynniki tego réwnania X nie czynig zadosé
pewnym warunkom, Pfaff w celu znalezienia catek tego réwnania, uzywa
specyalnego przeksztalcenia 2n—1 zmiennych o, ..., s, D& Dowe zmienne
Yas e+, Yau, Majacego te wlasnoss, ze w nowej postaci danegordwnania spét-
czynnik przy dz, jest réwny zern, a sama zmienna ; zawiera sig W pozo-
stalych spélezynnikach réwnania tylko we wspéloym ich: czymniku p; wige
przeksztaleone réwnanie ma postacé:

2 (T, dys -+ .. o dys) = 0,

Y Abh. der mathem, Klasse der Koniglich - Preussischen Acad. der Wiss. ans der
Jahren, 1814—15: ,Methodus generalis, aequationes differentiarum partienlarium, nee non
aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis inter guoteungue variabiles
complete integrandi® (str. 76~136).
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gdzie T3, ..., Yo, nie zawierajy zmiennej z;, lub postaé:

Y, dys + -

Co do tego ostatniego réwnania o nieparzystej liczbie zmiennych,
Pfaff dowodzi, ze zawsze mozna do calek réwnania:

Ty dys -+ ..o+ Tow dyen =0,

. Vo dyon = 0.

o parzystej 2n—2 liczbie zmiennych y dodad jeszeze jedne catke tak, aby
nowy uklad calek czynit zados¢ danemun réwnaniu.

W ten sposéb Pfaff za pomocg tego przeksztalcenia sprowadzit spra-
we calkowania rownania o parzystej 2n liczbie zmiennych do calkowania
réwnania takze o parzystej 2n—2 liczbie zmiennych. Postepujac z tem
ostatniem rownaniem w sposéb podobny, Pfaff dowiédt, ze réwnanie (1)
o 2n zmiennych  posiada = catek. Co sie tyezy réwnania:

(2) X, dzy + Xy dwy + ...+ Xopps Aopya =0,

o nieparzystej 2mn-+-1 liczbie zmiennych z, Pfaff twierdzi, iz nie daje sig
ono traktowaé w powyzszy sposéb z tego powodun, Ze WyZzej wspomniane
przeksztalcenie wogdle nie daje sig do niego stosowaé. Aby to bylo
mozliwem, trzeba, by spélczynniki réwnania z czynily zadosé pewnym
warunkom, ktérych Pfaff nie daje w ogélnej postaci, lecz tylko na przy-
ktadzie réwnan o 8 i5-cin zmiennych.

Réwnanie to mozna wszakze zcalkowaé w inny sposob: kladac jedng ze
zmiennych z, np. %snpq = stalej, calkujemy réwnanie:

Xl d%l 44 X (Z$2u= 0,

o parzystej liczbie zmiennych, ktére ma » calek. Pfaff jak wyzej wspo-
mniano, pokazal, ze mozna dodaé jeszeze jedne calke tak, ze te m-+1 catek
czyni zado$é danemu réwnawiu (2) o nieparzystej 2m+1 liczbie zmien-
nych . Riéwnanie:

Xode, + ...+ X, dz, =0

»+1
2
p jest liczbg nieparzysts, w przypuszezeniu, ze spélezynniki réwnania X nie
czynig zado$é pewnym warunkom.
Tych rozumowan Pfaff nie przeprowadzil w postaci ogdlnej, lecz dla
réwnah od 3-ch do 10-ciu zmiennych.
Co sig tyczy wazoréw powyzszego przeksztalcenia, Pfaff dal bez do-

posiada przeto —2;— calek, jezell p jest liczbg parzysts, i catek, jezeli
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wodu dwa ogélne s}iosoby tworzenia tych réwnai rézniczkowych zwyczaj-
nych rzedu pierwszego:

dz _ da, dazsy,
I T My °

2z ktérych mozemy je wyznaczyé. Trudnosé przedstawienia tychréwnan w po-
staci ogéluej ttémaczy sig tem, ze 34, ..., Ms, s3 wyznacznikami, ktoérych
teorya w owym czasie nie byla dostatecznie znang.

Pfaff nie bada przypadkdw, w ktirych liczba calek, wskutek pe-
wnych wiasnosel spélezynnikéw réwnania bywa mniejszg od wskazanej.

G auss?) przedstawil rezultaty badan Pfaffa w innej formie. Mia-
nowicie, za pomocy kolejnego stosowania przeksztatcen Pfaffa mozna réw-
naniu:

X dwy ...+ X, dzy, = 0,
nadaé ksztalt najprostszy:

X0 da® L, || X g = 0,

gdzie n = % , albo n = ‘W tej ostatniej postaci daje sie onozla~

p+1
2 - )
twoscig zeatkowaé. 'W ten sposoh Gauss, oddzieliwszy sprawe przeksztal-
cenia réwnania od sprawy jego calkowania, uwydatnit znaczenie przeksztal-
cenia Pfaffa.
Jacobi?) ma te zastuge w teoryi przeksztalcenia Pfaffa, ze dal
w postaci ogdlnej dla réwnania o parzystej liczbie zmiennych z :

X, dzy + . .. Koy doge = 0,

uklad rownan rézniczkowych zwyezajnych, ktérym czynig zado$é zmienne
Ty .- 5 Tony, WyraZzone w funkeyi zmiennyeh v,, ..., ys» Wspomnianego prze-
ksztalcenia.

Réwnania te majg postaé:

3) X, Ndwy = (5, 1) dy + (s, 2) doeg - .. . (5, 20) detan
($=1,2,...,2n),
gdzie:
X, X _ 9
(5, m) = . Tam = T lg p.

1) Gottingische gelehrte Anzeigen, (1875, Juli T).
7) J. Crelle, Bd. 2, 1827: ,Ueber Pfaffsche Intergrations-Methode.%
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Co sie tyczy réwnania o nieparzystej liczbie zmiennych , to p1:zekszta,1~
cenie moze by¢ stosowanem tylko w tym przypadku, gdy wyznacznik :

0, X1 s e e ey X2u+1
— X, (L1, ..., e+l D
Al = | = XE) (1’ 2)! A | (2“+1’2) !

| — ‘X.Ml, (1, 20+1), ..., Bn+1, 2n41)
jest réwny zeru.
Jacobi dowiodl, ze r6wnanie:
X, dy . Xow diny =0,
posiadajace n catek, moze byé sprowadzone do ksztaltu najprostszego:
U, ddy - ... 4 Uy ddy = 0,

gdzieL—i,,..,%‘—
~wym Pfaffa (3)1). ‘

Natani?) uogblnit rezultaty Gaussa, wysnute na podstgme prze-
ksztaleen Pfaff a, co do ksztaltn najprosiszego danego rdéwnania, przypu-
szezajac, ze kazde rownanie:

, 44, ..., 4, czynia zado$é rownaniom rdzniczko-

Xoda, + ...+ X, dz, =0,
sprowadza sie do ksztaltu:
X0 g 4oL - X0 g = 0, Qe
gdzie wszystkie zmienne s3 oznaczone; albo do ksztalttu:
My 4+ XY de 4 ... - X duin = 0, 2 1<)y
gdzie ¢ jest fankeya dowolng zmiennyeh @, %, ..., 2,, Natani dowodzi,

ze dla p = 2n rownanie rzeczywiscie za pomocg kolejnych przeksztaleen

1) J. Crelle, Bd. 17, 1837. ,Ueber die Reduction der Integru.?ion der pfn-tfiellen Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung zwichen irgend einer Zahl Variablen auf die Integra-
tion eines einzigen Systems gewthnlicher Differentialgleichungen®.

?) ,Ueber totale und partielle Differentialgleichungen®. J. Crelle, Bd. 58, 1861.
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Pfaffa daje sie sprowadzié do bierwszego 1 jezeli p = 2n -+ 1, do dru-
giego ksztaltu najprostszego, gdy spolezynniki réwnania X nie czynig za-
dosé zadnym specyalnym warankon. Sposob ten rozui sie od sposobu Gans-
sa tylko wprowadzeniem calek »glownyeh.*  Jezeli liczba 2n zmiennych
pierwszego ksztaltn najprostszego jest mniejsza od p, to w nkladzie réwnan
Pfaffa (3) powinno byé tylko 21 rownan niezaleznych i spolezynniki X da-
nego réwnania powinny zadosé czynié pewnym warunkom, ktére Natani
przedstawil w postacl wyznacznikiw. Jezeli te warunki s3 spelnione, mo-
Zna z 2n rownan (8) niezaleznych Pfaffa oznaczy¢ takie wzory prze-
ksztalcenia, ze dane réwnanie rézniczkowe w nowej postaci nie bedzie zawie-
ralo p—2n zmiennych z, 1 przeksztalcone riwnanie v 2n zmiennych mozna
sprowadzié do ksztaltu najprostszego o n rozniczkach.
Clebsch?) dowisdt, ze réwnanin postaci:

Mo + X0 drt 4+, L X dge — 0, @bl g

mozna nadaé ksztalt jeszcze prostszy:

dat 4+ X0 do® 4 4 X gy — 0, 1
Co do tyeh ksztaltow najprostszych (,kanonicznych“ wedlug Liego!))
danego riwnania :

AN gt 4 Xmda = 0,

do™® 4 X da 4 L+ X — 0, 2y e
Clebsch wyraznie zaznacza, ze zmienne ich sg niezalezne miedzy soba.
Darboux? zauwazyl, ze przy pewnych warnuokach mozna za pomaca
ex, o, .
o +...+ X - =90, spro-
wadzi¢ dane réwnanie X, dr, 4+ X, dry 4+ + X, dv, =0 do jednej
z trzech postaci prostszych:

réwnan Pfaffa, z dodatkiem réwnania X,

Yo dys + ...+ T, dyy) = 0,
iy + Yadys + ... + T, dyy = 0,
Yody, +... 4+ Y, dy, =0,

) Math. Ann,, t. 8, 1875, str. 229,

%) - ,Sur le probléme de Pfafi“. Bull. dela Soc. math » 2-¢ série, t. VI, 1882. Rezultaty
te Darboux miat juz w1876 r.

Prace mat-fizyez., t. VIIL

®
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i i leraja zmiennej yy, ktira jest tylko w spélezynni

gaie Tay - o T e peypadicow Darbous nis dat.
ku p; zupeknej teoryl tych przypadkow L vbous mie dal. -

Jacobi zauwazyl, Ze sposob tl“zﬂ.{tOW&Hk’t 7a.g . Lt ‘; bote-

- orzez samego Pfaffa, pulgezony jest z \Vlgloma .t1u.dno.sc1a,m . ?y‘ ;

- o Zle; IzjnieZznoéci przeksztalcenia danego rownania, 1 mjad za@'m} .p%zed—
]szzfvnllé i‘nny dogodniejszy sposob, S,zego wszak?é m-t‘:")w%‘kro(?izn?ﬁzsil)ej%a?g-i
tematyey: Natani'), Clebsch?), .Hambulvgel ), robaning budei
inne ﬂletody, uwienczone powodzeniem zupelnem w 11 ebir robeniusa.
Ten ostatni oparl swoja metodg na podstawach nowejr afg it yl.ku i

je moze byé ona uwazana za natura]{m W lfl(/ ik o 3 .
g&?’ ni~1nkowaue metody daja moznodé utworzenia ze spétezynnikow danego
réxillllla‘nia réwnan rozniczkowych liniowych. 0 pochzflu);gl lczastiiolwly;;i 01 ]ffcd;
pierwszegu, z ktorych mozna Ozna,czy.é zmlenn? 280, X "(sz al 1; emonics-
nego. Kladge 2= stalej, otrzymujemy calkl.dauego mxivnmuh zv OMSI:;&_
scﬂt)’em metoda P faffa, nie zbadana dostaf,eczme, bym‘pmzuc;olr.l@. o
tnich czasach Mayer?®) zajal sig badaniem }vf‘n‘unkow ml(m %Woscréiv e
lksztatcenia Pfaffa, oraz kwestyl dostatecznosci w tym celu jego N
rozniczkowych. '
wzmc}.ztéwvgnia rézniczkowe, dostateczne do fvyznaczenia wzoréw tego prze-
Kksztatcenia, otrzymamy, dolgezajac do rownaf Pfaffa:

5."1.‘1 O

o 1 a;ul,__XN
(1’1> 5 +(2’1)—9t-—+.+(1),) at— 1 ?

A
0:; . < o, c Ly =X N
( ) (1) 2) "‘%L + (J7 3) "é‘iz" ..ot (B, 2) ot X~ ?
a
’ 0z
2z o Y — ¥, N
Lp) 3 + @p) 5+ D) =N
jeszeze réwnanie:
Loy, o 2y i X 2, =0,
XI 2t -+ Ag 2t e LAY

1), Ueber das Pfaffache Problem®, J. Cre 11e, Bd. 60, 61.
7 lLe )

3) , Ueber dasPfaffsche Problem®. Arch. der Mat. und Phys , J. Grunerta,T. 60, 1877.

4) ,Ueber das Pfaffsche Problem®, J. Grelle, Bd. 82, 1871.

5) A Mayer ,Zur Pfaffschen Losung des Pfaffschen Problems. Math. Ann,, t. 17,

1880.
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ktore oznaczat., Ze spilezynnik przy dy; jest rowny zeru. Stad wynika, ze
przeksztalcenie Pfaffa mozliwe jest tylko wtedy, gdy wyznacznik:

| 0. X, LV v

P— X, (L1, 21, 1)
=X (L2 @0

P s {1, ) (2 Dlyweey pypi
jest réwny zeru. Poniewaz wyznacznik ten dla yp = 2 4+ 1 wogile nie jest
rowny zern i dla p = 2n zawsze Jjest véwny zern, Mayer zaj
ko réwnaniem o parzystej liczbie zmiennych .

Co sie tyczy rownan Pfaffa. to s2 one dostatecznemi tylko
gdy wyznaeznik:

muje sie tyl-

wtedy,

(LD, 2,1y ..., 251 |
L@, e

i
. .

CiT 2a), (2,20, ..., (2;, 3n) ;

nie jest réwny zern. Mayer dowodzi tego sposobem nastepujacym. Jezeli
4 =0, to réwnanie to mosma uwazaé za rownanie rézniczkowe wzgledem X;;
wige minor stopnia 2n wyznacznika A, :

12,2), ..., 2n,2), — X
1i2,8), ..., @n 3. — &, |
i _ . I
(2, 20), .o, 20, 20), — Xy |
| X,

<, Ao, 0

niezalezny od X;, wogoéle nie jest rdwny zeru.
W takim razie 2n réwnan (a):

o 2, . ae:{fg,,
Xl 3{1 +X_‘ 27 + "i_‘}"?ﬁ ot “—“0:

8 9 9y %2
1,92 42,22

i3

Foenn o x N,

2, o, A 2 R
) —t 2, 9m) ——= . 2n. 2n) —% = X,, N
(1, 2n) pn -+ (2,2n) =T + (2n. 20) 5 X, N,
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sg niezalezne i rownania Praffa sg niedostateczne. Dowdod ten jest mylny
z tego powodu, ze jezeli A =0, to niekonczenie minory 2n-tego stopnia wy-
snacznika &; beda nierdwne zert. Frobenius dowiodl, ze najwyzszy sto-
piei nierdwnych zeru minoréw wyznacznikéw A 1A, moze byé i jednakowy.
‘Wiec wszystkie minory 2n-tego stopnia wyznacznika A; moga byé rowne
geru i rownania Pfaffa, jak to niZej okazemy, moga byé dostatecznemi.

Wogéle w pracy swej Mayer niewyraZnie przypuszeza, ze Najwyz-

szy stopien nieréwuych zern minoréw wyznacznikéw A3, jest niejednako-

wy. Wskutek tega wyniki badai jego, nalezycie zrozumiane, nie majg ogol-
nego charaktern. W pracach wyzej wymienionych auntordw teorya prze-
ksztatcenia Pfaffa jest malo zbadana. Wsayscy matematyey zastosowy-
wali je tylko do rownania o parzystej liczbie zmiennyel; poniewaz koniecz-
nym warnnkiem zastosowalnosci przeksatatcenia jest 4 =0, ktéry to wy-
smacznik dla rownania o nieparzystej liczbie zmiennyeh 2 wogdle nie jest
réwny zeru, pozostawiali oni niezbadanym ten przypadek, w ktorym i dla
réwnania o nieparzystej liczbie zmiennych warunek ten sie spetnia. Wyjg-
tek stanowi Natani, ktéry, jak jus powiedziano, stosowal przeksztalcenie
Pfatffa i do rownania o nieparzystej liczbie zmiennych, przypuszezajac, iz
najwyzszy stopiet nieréwnych zern minorow wyznacznikéw A 14, jest je-
dnakowy. Mimo to, granice stosowalnosci przeksztalcenia P faffa niesg
zadawalniajgco wyjasnione; kwestya zas, o ile sg dostatecznemi réwnania
Pfaffa w teoryi tego przeksztatcenia, nie jest nalezycie zbadang, ponie-
waz wyniki A. Mayera nie maja charakteru og6lnego.

Nie sg zbadanemi przeto: teorya kolejnego stosowania przeksztalcenia
Pfaffa i sprowadzania za jego pomocy danego réwnania do ksztaltn kano-
nicznego, oraz teorya tych przypadkéw, w ktérych przeksztalcenie Pfaffa
nie moze by¢ stosowane.

W artykule niniejszym mamy zamiar przedstawié zupeing teoryg prze-
ksztaleenia Pfaffa, oraz teorye tych przypadkow, w ktéryeh ono nie daje
sie stosowaé. W tym celu przedstawiamy przeksztalcenie P faffa, jako
szezegdlny przypadek ogdlniejszego przeksztalcenia, przez co wyjaéniamy
istotny charakter i granice zastosowalnoSei pierwszego. Za pomocy tego
uogélnionego przeksztalcenia, ktire daje sig zastosowad do wyraZenia roz-
niczkowego:

X (ZQJX+X2 (Zx2+--'+Xy CL/E)H

o dowolnej liezbie zmiennych niezaleznych =, sprowadzamy to réwnanie do
postaci kanonicznej o parzystej liczbie zmiennych:

X0 da® .., X0 g,

albo do postaci o nieparzystej liezbie zmiennych:

icm®
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At 3 X e o + A dpm

i podajemy kryterya, okreslajace charakter tej postaei.
‘Wryklad ogélnej teoryi poprzedzimy kilkowma twierdzeniami pomocniczemi

Twmrdzeni.e L Jezeli w wyznaczuikn p-tego stopnia wszystkie minor
" + 1-go stopnia sa rdwne zeru i nie wszystkie tuinory m-go stopnia sa 1'(')\’3-7
ne zery, t(.) dwa minory m-tego stopnia, P i «, ZloZzone z elel?)entéw jakichkol-
W§ek m w1er_szy, sa w takim do siebie stosunkn, w jakim sg dwa odpowiednie
minory, fl i @, zlozone z elementéw m inny‘ch x‘\'ierszv.‘ (Odpowiedniemi
minorami nazywajz sie minory jednakowego stopnia, zlosone z elementéw
jednakowych kolumn). (Kronecker, Berl. Monatéber., 1874). '

.Tv!/ierdzenie Il Jezeli w powyzszem twierdzenin wyznaeznik p-tego
sto_pma jest skosny symetryezny, to przypuszezenin, ze wiersze i kolumny s
wz’lg.te w ’Fym samym porzadkn, wspomniane dwa minory P i¢; beds
glo?vnemxvl bedzie: P, = (—1)» Q. Jezeli przypuscimy, e g.;:léwny1 miﬁor
P jest réwny zern, otrzymamy wedlug powyzszego twierdzenia Q — 0
P = 0,. t. J: Jezeli w wyznaczniku skoSnym symetryczaym p-tego stoimi;
Wszyst’kle minory m -+ 1-go stopnia sg réwne zern i ieZe]‘i jakikolwiek mi-
Lor gl.owny m-tego stopnia takze jest rowny zeru, tosg réwnemi zeru wszyst-
kie minory m-tego stopnia, zloZone z elementétw tych m wierszy, albo tycvh m
ln(](glltl:m, nta. kt(n;:ych przecigein znajduje sie wspomiany réwny éeru gléwny

* m-tego stopnia. ' ius Teber Faff's
Crelle B&g- o 11877)‘ (Frobeniuns, ,TUeber das Pfaff'sche Problem,

:l'wierdzenie . Jezeli w wyznaczniku skosnym symetryeznym p-tego
stopmg wszystkie minory (m + 1)-go stopnia sa réwne vzeru “to w liczt?ie
ostat_mch zawsze sg minory gltéwne. W przeciwnym razie, ’wedhlg tv;fier-
dgema II, bylyby rowne zeru wszystkie minory m-go stopnia, co sprzeciwia
sie zalozenin. (Frobenius. L e T o

3 Twierdzenie V. Jezeli w wyznaczniku skosnym symetryczoym wszyst-
%16 n}mory ’m + 1-go stopnia sg réwne zeru i nie wszystkie minory 1);-go
stopma §g rowne zeru, to m jest liczbg parzysta. W przeciwnym bowiem
razie w.vszystkie giéwne minory m-go stopnia, jako skosne symetvryczne sto-
poia nieparzystego, bylyby rowne zeru, co przeczy twierdzenin IIT.

jl'wrgrdzenie V. Jezeli w wyznaczniku skoénym symetryeznym P-g0
s‘topma minor giéwr}y 2n-tego stopnia P, nie jest réwny zeru, rownemi zas ze-
; i ‘:@ \.\:s:zystkle glox'vne minory (.2n + 2)-go stopnia, otrzymane przez dopi-
ywanie do elemento-w wyznaczmka P elementéw pozostatych kolumn i wier-
SZy po 2, to wszystkie minory (2n 4+ 1)-go stopnia sg rowne zeru. Wedtug
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znanego twierdzenia Kroneckera, jezeli minory 2n + 1 stopnia, otrzy-
mane przez dopisywanie do elementéw jakiegokolwiek nierdwnego zeru mi-
nora 2n-tego stopnia elementdw pozostatych kolumn i wierszy, 83 réwne zeru,
to s rownemi zeru wszystkie minory 2n + 1 stopnia danego wyznacznika.
Dla okazania wiec powyzszego twierdzenia, trzeba tylko dowiesé, ze sg réw-
nemi zeru tylko te minory 2z + 1 stopnia danego wyznacznika skosnego
symetryeznego, ktore otrzymuja sig przez dopisywanie do elementéw glow-
nego minora P 2n-tego stopnia elementow z pozostatych kolumn i wier-
szy po L. Przypusémy, Ze mamy minor (2% + 1)-go stopnia M, ktorego ele-
menty otrzymali§my przez dopisywanie do elementéw glownego minora P
elementéw o-tego wiersza i o-tej kolumny. Jezeli dopiszemy do elementéw
minora M jeszeze elementy o tej kolumny i o-tego wiersza, otrzymamy giéwny
minor (21 4- 2)-go stopnia ze znakiem przeciwnym, ktory wediug zalozenia
jest rowny zern. Poniewaz ten ostatni jest skosny symetryczny, wedlug
twierdzenia IV, to s3 réwnemi zeru wszystkie jego minory 2n -+ 1-go stopnia
ijest M =0. (Frobenius, Lec.).

Twlerdzenie VI. Jezeli pierwszy minor elementu a,, wyznacznika A,:

oy 5 gy - - -5 Go)

Uyy « Cuyy o ooy Uml

Bom s Qaimy o vy onm

nie jest réwny zeru i nie wszystkie elementy ¢y, . .. , Gy, plerwszej kelumny
(albo tez nie wszystkie elementy ayq, ..., am Pierwszego wiersza) sg réwne
zeru, to nie wszystkie pierwsze minory wzgledem elementéw g, . . ., Gm
pierwszego wiersza (albo elementdéw doq, ..., Gom pierwszej kolumny) sg r6w-
ne zeru. Niech A Dbedzie wspomuiany nierdwny zern minor elementu dy,
i Dy jego pierwszy minor elementu a; z odpowiednim znakiem. Gdyby
wszystkie minory elementow pierwszego wiersza byly réwne zeru, mieli-
by$my, rozkladajac je wedlug elementdw- pierwszej kolummy :

gy Dll + tas D!Q + . + i D]m =10,

ity ‘DI?I. —{‘ oo D:_;-_: + e + e Do == 0,

%Y Dy “‘[‘ [L77) D, + e + Ay Dope = 0.

Wedlug zalozenia, nie” wszystkie elementy gy, ¢y, .. .. G, 38 r6WHE ZETU.

Wiece wyznacznik tych réwnai:
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P Dy Dy, « D
‘D_‘l B Di“} ’ ] Dzm

-Dml 9 -Dmi LI -Dmm i

Jest réwny zern. Skad i A = 0, co przeczy zalozenin.

Twierdzenie Vil. Jezeli wyznacznik A, :

Ay, @iy o on o Ul
Aoty Mgy vowy G |
i

oy Uins v ooy Gm |

nie jest réwny zern jego zas pierwszy minor A wzgledem elementu ugy jest row-
ny zeru, to zawsze sg przynajmuiej dwa pierwsze minory wyznacznika A, D',
i D'y elementéw ay i ay pierwszej kolumny i pierwszego wiersza s roznemi
od zera. Tstotnie, jezeli wyznacznik A, nie jest réwny zeru, nie wszystkie
pierwsze minory wyznaczuika A sg réwne; w przeciwnym bowiem razie roz-
}&h‘daj@c wyznacznik A, wedlug iloczyniw elementéw pierwszej kolumny
1 plerwszego wiersza, otrzymaliby$my A, = 0.

Niech nierowny zeru pierwszy minor wyznacznika A bedzie D,.. Niech
D’} bedzie pierwszy minor wyznacznika A, elementu ay. Wedlug znane-
go twierdzenia mamy :

[ A, Dy

. , =4, D,.
f -DO,:-, D s

Wskutek tego, ze A = 0, otrzymujemy:
— D/Us, D'y = _\1 Dy

Poniewaz A, i D, wedlug przypuszczenia nie sg réwne zern, wiee D'y
i.D'ynie sy réwnemi zeru.

Jezeli w szezegdlnym przypadku m = 3n -~ 1, A, za$ jest wyznaczni-
kiem skosnym symetryeznym stopnia parzystego, to wyznacznik A skosny
symetryczny stopnia nieparzystego jest réwny zern. W liczbie nieréwnych
zeru pierwszych minoréw wyznacznika A sg glowne; niech jeden z nich be-
dzie Dy 20qq. Wedlug tego twierdzenia nie s3 réwnemi zeru pierwsze
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minory wyznacznika 4, D'oanps 1 D'syasg. Poniewas zad D’y spps = — Day g,
wiec: .

—_—
Dy = VA Daga sna -

Twierdzenie VIII. Jezeli dwa wyznaczniki skosne symefryczne stopni
p+11ip:

ooy G106, + ++ 5 Gpo Gygy Gapyvees Oyl
Aol y Qyps -« s Oyl oy Qagy - ooy Q2
|
A,:......f.A:’l..A..,,
Qopy Gpy « -y Upy | | OQapy Gopy vy lpp

z ktérych drugi jest giéwnym pierwszym minorem pierwszego, sg réwne
zeru ze swemiminorami pewnych stopni, to oznaczajac najwyzszy stopien nie-
réwnych zeru minoréw wyznaczuika A, przez 2u, a wyznacznika A przez 2y,
mozemy dowiesé, ze 2u. = 2, albo 2p = 2» - 2.

2unie moze byé mniejsze od 2v; W przeciwnym bowiem razie wszystkie mi-
nory stopnia 2v wyznacznika A bylyby réwne zeru, co przeczy zalozenin. Wiee
2u > 2v. Jezeli 2u > 2v, koniecznie musi byé 2x = 2» -+ 2. Przypusémy,
ze 3u > 2» 2. Jezeli 2u jest wieksze od 2v, to tylko te minory 2u-tego
stopnia wyznacznika A; sa nieréwnemi zeru, ktore zawierajs elementy pierw-
szej kolumny i pierwszego wiersza. Jezeli 2u > 2» -+ 2, to rozkladajac te
nieréwne zeru minory 2u-tego stopnia wyznacznika A, wediug iloczyniw
elementéw pierwszego wiersza i pierwszej kolumny, otrzymalibysmy, ze
spllezynniki przy wspomnianych iloczynach bylyby minorami stopnia
2u — 2 > 2v, t.j. od stopnia wyznacznika A, te za§ minory wediug zaloze-
nia s3 wszystkie réwne zeru; wige wszystkie minory 2u-tego stopnia wyzna-
cznika A; bylyby réwne zeru, co przeczy zalozenin. Wiee 2u = 2, albo
2u =23 + 2.

Twierdzenie IX. TUklad m niezaleinych rownaii rézniczkowych zwy-
czajoych:

@y Aoy 4 oy day 4 ...+ 4y doy, = 0,
po Ay = gy Ay . .. Gy @, = 0,
A iy 4 o ATy 4= . oL Gy dicy = 0,
o p zmiennyeh @ (m < p) posiada m calek niezaleznych, jezeli spolczymniki

a réwnai czynig zado§é nastepnym warunkom, wskazanym przez Frobe-
niung’a (1 ¢):
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Oznaczmy przez:
F3E )
£y h

E £ @
T

£ w—m) iy om = (p—m
B 9‘52p 7"':‘;&@ ",

(p—m) niezaleznych ukladow pierwiastkéw rownan:

Jezeli:
o2 01 2ay 2a;
(@) SEee (- Sy,
I=li=1 r & \ Omy oz
(@=1,2. .m, 4712,y

to m danych réwnah rézniczkowych zwyczajnyeh posiadam calek niezale-
znych, '
Przytoczymy dwa przyklady takich réwnan rézniczkowy ch zwyezajnyeh,
ktérych spotezynniki zadosé czynig tym warnnkom.
I. Mamy p réwnan rozniczkowych zwyezajuyeh o p rézniczkach:
(L) dey + (2, ) doy+ ...+ (p, ) dr, = 0,
® (1, 2) doy -+ (2, 2y dzy . . .+ (p, 2) dez, = 0,

(1, p) dey -+ (2, p) diry + .. .+ (p, p) dzy, = 0,

d . ‘o k aXl S_X] . - ; 1 . f k A
gdzie (1, k) = o e X, X, ..., X, sa dowolnemi funkecyamiana-
3

lityeznemi zmiennych wy, @y, ..., %,. Przypusémy, ze w liczbie tych p réw-
nafi mamy tylko 2k réwnan niezaleznych:

(4L, Lyde, + (2, DV des, +. ..+ (p,1) dx, = 0,
(1, 2) dzy + (2, 2) day . . . 4 (p, 2) ditp = 0.

(1, 2k) dxy - (2, 28) daes 4+ . . . (p, 28) daz, = 0.
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Warankom (@) tych ostatnich réwnan mozna nadaé nieco inng postaé. Po- II. Mamy p-+1 réwnan rézniczkowyeh zwyczajnyeh o p rézniez-

niewaz bowiem: kach :
Org Pt 2 (9X.r: _ 3Xu) 9 (BXA _aX, ) Xy @ 4+ Xp oy 4 .. X, diy, =10,
dir; B oy \ 3w, axy oz \ oy, 0z;

(1L, ) doy 2, D day ... (p, 1, dar, = 0,

oz dxy

4 (0, %y 2 \
e | ) =7 9, @

A, p) Aoy (2, p) dioy - . .. = (p, p) dr, = 0,
przeto warunki (s) mozna przedstawié tak: ! v ) iz

2X; Xy . P e e
j‘ 2 w9 D —0 gdzie (i, k) = e a: . Pomigdzy temi réwnaniami niechaj bedzie
=254 G, =0 2k -1 niezaleznych :
{a=1,2,..., 2k, §j=1,2 p--2k).
Xodoy + Xdey + ...+ X, do, =0,
Latwo zauwazyd, ze:
v (1, 1) dary (2, 1) day .- (p, 1) iz, = 0,

(1, 2&) dz, -+ (2, 715) dxy 4+ ... 4 (p, 2k) dz, = 0.

wiec:
R PP Warunki (¢) dla tych réwnai majg postac:
2 & = )= —3 —¢& (1),
k=1 0@ =1 0% B2 @[ 2x, ax; » PRI R S
3388 )= 2358 2 =,
s . » ., § ) . =1 A=1 L 2 2xy oz k=1i=1 & 2 &g
i pierwszy strong réwnai («) otrzymamy w postaci:
(a=1,2,.... 2, LJ=1,2,0.0, p200,
1‘ W p '\gl(fl
= E, %‘1 e k), Co sig tyczy warnnk ow:
=12 p=2E), zy: é ii) é‘,}') & P
. : £ —— (k1) =0,
albo w postaci: il S S 4
2 GEl W . - Lo
Ai %”:r & (L k). to one, jak WyZe] oka.gano, sprawdzaja sie.
=1 O i Zostaja warunki:
Lecz z drugiej strony : » w0 )] 3X, oxX,
X2 2E - — —| =0
2o F=1 =1 1% a3 Qury ?
SE (LE=0, (r=1,2,
=1 i

Gj=1,2. .., p=2k),

3

A=

wige: ktorych strong pierwsza mozna przedstawié w postaci:

2 » @ A

T Xee (Bn=0 » 0

PG
i=1i=1 & 4 & XE (A
a=12,...,2% ij=1,2,...,p—20) Bk

i réwnania rézniczkowe (b) majg 2k calek niezaleinych. poniewaz zag:
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@
2 & (k2)=0),
k=1 k
G=1,2...,0) (=1,%...,5-20)
wiee :
VN R O] 2 ()
EXEl)=2XE & (k2 =0,
A=l & k=1 0k E=1 =1 ki

O5h=12...,p-2k

réwnania (c) maja 2k 4 1 calek niezaleznych.

§ 1.

Uogdinione przeksztatcenie Pfaffa.
1. Przypu$émy, Ze mamy wyrazenie rézniczkowe :
1) X ey + Xy doy, + ..+ X, day

ktorego spétezynniki X sg dowolnemi funkeyami analitycznemi zmiennych
niezaleznych z, @, . .., z,.

Jezeli przeksztalcimy to wyrazenie za pomocs podstawien:
‘1:1 =@ (yli Z/m .. '1yp)7 Ty = P2 (yly Yoy e

Y Ynhy e es B = @y (Yss Yay ooy Ya),y

gdzie @y, ¢y, ..., @, 53 funkeyami niezaleznemi nowych zmiennych niezale-
Znyeh gy, Yo, .. ., ¥y, to0 otrzymamy wyrazenie postaci :

g o bl Ox, D Ox;
(Z' P &) ;L i‘-" ! PR Y n , —
Yy 'g x ayl _’— [l.?/. 51‘ X, 3_1/2 T +(ly1 22-:1 lz ayp 3

lub w skréceniu:
Yay+ Yodyy+ ...+ T, dy,,
gdzie nowe spélezynniki ¥ sg funkeyami nowyeh zmiennych niezaleznych

Y1; Yoy -« -, Yp - Ksztalt tych spélezynnikéw zalezy od ksztaltn spétezynnikéw
X danego wyrazenia rézniczkowego (1) i od podstawien.
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Zagadnienie. Praeksztalei€ wyrazenie rozniczkowe (1) zmiennyeh
Zyy Toy v .-, Ty N8 Wyrazenie nowych zmiennych vy, 4, ..., ¥y tak, Zeby
spétezynniki ¥ w nowej jego postaci zawieraly jakgkolwiek z nowych zmien-
nych, np. y,, tylko w ezynniku wspéloym ?

Rozwigzanie. Oznaczmy wspiluy czynnik przez u. Spotezynniki ¥
przeksztalconego wyrazenia réiniczkowego powinny zadodé czynié row-
naniom :

Yi=uly, L=pl, ..., ¥, = ul,

gdzie Ty, Uy, ..., U, zawieraja tylko zmienne y, s, .. ., ¥,, albo tez row-

naniom .

dlog ¥y dlogT, __odlog¥,  dlogu

9y 9y T 2 2y

Te ostatnie mozna przedstawic jeszeze w formie :

Y, Y, Y,
(2) ayl = T At —E - _l}t’a ety ayl - ""YP‘

]
kladac 2log p =
Yy

Odwrotnie, jezeli ¥, Yg,‘. .., ¥, czynig zadosé réwnaniom (2), to za-
wierajs zmienng ¥, tylko w spéloym ich czynniku u, gdzie u zwigzane jest
z A przez réwnanie:

dlogw
Ay, o

‘W samej rzeczy, catkujac kazde z réwnan (2) wzgledem zmiennej y,,
otrzymujemy :

log ¥; = ’ — A dy, +log Ty,
log ¥, =f~ldy1+log Uy,..., log Yp=f-"~d%+1°g U,

gdzie log Uy, log Ts,...,log U, sa statemi catkowania, t. j. flofeiami niezale-

znemi od zmiennej 7, lecz sg funkeyami zmiennych v, 45, . .y ¥y
Z tego nkiadu catek wynika, ze:

— [ray, — Jaay, - Jidy

leUlef , Lh=Ue . ,. ..., ="0c¢ ,
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lub Kladge e > = 4

Vi=ply, L, =pl ..., Yy = pl,

. 2 log
gdme Ely U:,, ‘. _a‘zj;ﬂ .
W ten sposob zagaduienie sprowadza sie do znalezienia wzoréw prze-
ksztalcenia takieh, aby ¥y, Y, ..., ¥, zados¢ czynily réwnaniom (2).
Zanim przejdziemy do tego pytania, wprowadzimy pewne rownania,
ktérym czynig zadosé spolezynniki- ¥ wyrazenia przeksztalconego przy do-
wolnyeh wzorach przeksztalcenia.,
Spdlezynuiki ¥, wyrazenia przeksztalconsgo majg postac:

.. U, vie zawierajg zmiennej y;, i — 1 =

/] 2x,
h=3X 2
s=1 Y

Roézniczkujac wzgledem y;, otrzymmjemy:

Y; 2 X, 2 80X, oz, ‘11 2,
5 2 Y B S v
Yy e=1 Ys i=1 O OYp s=1 Yi OYr
I Ox, 2 2X, dw, 2 0%,
= 3 !

=1 2l o by TS Qs Oy "

W ten sam sposob znajdujemy:

Y, b 0z, » 22X, 0xy 2 %,
E Yy = Swy QY = Ay dy;

a wykonawszy odejmowanie:

SY-L aYl & am& i aXs awf & a(L‘y 2 a-Xs amﬂ

By aykhszlmrzlézgi;~z=1@;s=la—%é@’
lub

2y, oY; & dm, 2 92X, Oxy 2 oz, & 0X; 3z

B?/f 5]712_—_-5’:137161‘:17{’-;3?/1'-_1;:1%1:1 Eﬁz

Stad wynika:

3%y 8Y; _ pom 2 (aXs a_X,) oa
ay; Y s=1 Y im \ Oy oz | 3y’

icm®
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. 0X,
albo oznaczajac —— —
Ly

2y, &Y,

oy: G

_— =12, ., 5),

¢o wlasnie cheielismy otrzymaé.

Za pomocy tych réwnan mozemy znale€é zadane wzory sposcbem na-
stepujacym.

Polézmy 1=1, to bedzie:

e ay. Sx
3) T _ S (st :___’_ =12, 50
O, = <Yy
Z réwnan (2) wynika:
DS .
=1 Y =125,
2y, £ ‘
wiee:
LCxy & o, o
- Hpcsp 5 (3, ) — 1 7, =L
77— T oYy
Jezeli zastapimy ¥ przez:
(F=12,,...0.
otrzymamy:
2T, Loy R Bm .
1 a i — 1.8 P
— = X — 8. t) o— A X} E=12%...,5.
iy é; 2y 1:5; (&1 i + T

Z Qrugiej strony, jezeli ¥; wyrazimy przez w, s, ..., 2, bedzie:

_ 2% &% e
ayr =1 0 a.lji:
Przez odejmowanie znajdnjemy:
2, B { 2 2 BYI} —_y
Oks T (¢, 8) — — ) X — = = ( (E=1,2,...,0)
551 Y 5 (9 &y s ’
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Te réwnania w lezbie p (k=1, 2,...,p) sa liniowemi jednorodnemi
wzgledem p wyrazet :

B dwy Y,
T — A Ky — = (s=1,2%....9).
Sy, — AN ’
Wyznacznik tyeh p réwnai:
2z Oy 2,
T ay” T Ay

_(myy ®y, ., )
Rl S —— L
Y1y Yar - - - Yu)

e T By, T Ay

dr, O 2wy

i
i
i dx; Oy 2y
|
!
|
i
|
R

nie moze by¢ réwnym zeru, poniewaz zmienne ay, &, ..., £, S§ niezaleine
od siebie. Wige:

£ (1,5 20 o 2h (=12,...,
é(t’b)éﬁ—_llg y =0, (:=21,2,....9),
albo w postaci rozwinietej:
oz, . 0z, oa, . _ oY, —0
(1, 1) 7, + 2, 1) e (2 ) o, 1 X N s
oy 9% 9 9y 9% 9y 2Ty __aYI=O
(1a 2') 5‘2/1 + (-" -‘) a/; + R + (])1 2) 3?/1 A X? 33’}2 3
oz, 074 . Oz, Y,
] 2,0 == F ... — 21X, -~ ==L =0
(L2) gy + @0 g+ (0,0 5 — A, -

Poniewaz zmienne z, @, ..., z,, wyrazone przez Y1y Yoy + « « » Yps PO-
winny zado$6 czynié rownaniu:

o, oz,
X 3, T X 7.

+...-- X = ¥,

0,

z ktérego poprzednio korzystaliSmy, przeto uklad réwnah rézniczkowych
zwyczajnych rzedn pierwszego, ktérym powinny zado$é czynié¢ zmienne

©
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Zy, %y, -5 &y, Wyrazone przez zmienne y;, y,, .

. --» Yp Wspomnianego prze-
ksztalcenia, ma postad:

oz 2z, ' o
V=X L+X20 —=
1 1 2, T Ay Em + + X 3y,
Y oy 0, ar.
= - 2, 1) —=2 L ; i
2, — LD o, T @D &, Tt e~ A%
4 sy P 5
1 2 {6 a,’t'z oy O
oy = 0 Y 5+ @2zt Dgr Ao,
% . Ay o, ) 2w,
awy - (]7])) E + (2: ZJ) @!/1 _.1— =t + (p)p) syi '_‘;.XP.

Mozna dowiesé, ze te réwnania 3 W
postawionego zagadnienia.

Jezeli zmienne 2y, ,,..., 2y, wyrazone w funkeyi zmiennych Y1sYas oy Yoo
zado$é czyniy réwnaniom (4) wspélnie z funkeyami ¥, i 4, to gdy do wyra-
zenia (1) wprowadzimy nowe zmienne y,, Yos <+ 5 Yp, SpOlezynnik przy dy,
bedzie ¥;, a zmienna ¥, bedzie zawierata sie tylko we wspélnym czynnika g

ystarczajaee do rozwigzania powyzej

. s . . 9l
spotezynnikéw wyrazenia przeksztalconego, gdzie ~_1;yg_/z = —].
1
‘W samej 1zeczy, spétezynnik przy dy, wwyrazenin przeksztalconem
ma postad :

oz, o, o,
Xt 4+ X2+ 4+X 2 ;
7 "ayl_}— + 7 3y,
i wedlug pierwszego z rownai (4) jest réwny ;.
Dalej, zachodzi zawsze tozsamosé:
27, Y, 2z, Y, dxp s
W T Tty gy Een
. . 3y, . .
Zastepujac w niej a£ przez drugie czesci réwnan (4), mamy:

9y 4 (g g S
9!/1 + (-‘1 S) Syl

\ Oy | O 2 O;
toetbo gty A E R

(k=1,2,...,9),

oY, 2 2
== 1,5
Y s‘:‘{ { )

Prace mat-fizyczne, t. VIII. 6
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82
b oz (4) przynajmniej jedno bedzie nastgpstwem p innyeh rownan. Przypusémy,
ub tez: A
Iy 5w, 2 50 e ze z tych ostatnich p réwnan wyznaczylismy p pochodnych :Z—ie (i=1,2,...,p),
et S, - (S y < '
=1 WY = e = : W Dostaci:
(F=12,...,9).

[£3]

Xy

!

=0 (o, x5, ..., 2,0

L =12, Pl

Okagaliémy poprzednio, ze przy dowoluych wzorach przeksztatcenia
zachodzg réwnania (3):

)

Y oY, & O Zp (s, 1) oy k=120, t;?’m sposobem dla Z{lalezienia Wwzoréw przeksztalcenia mamy p rawnan rig-
) S e = ;2; A= . ! niczkowych zwyczajnych, nie zawierajacyeh zmiennej niezaleznej. Fatwo
1 zauwazyé, ze p calek tych réwnah ma postaé:
7 poréwnania otrzymujemy: .
Te=gi (Y + oy @y e, 2, (""
aaYk =—1Y, F=1,2...,0)

Y gdzie oy, ay, ..., a; 83 stale dowolne calkowania, t. j. iloei niezalezne od
¥, ale ktore moga byé funkeyami zmiennych Y2s Yas - -5 Yp. Kladae

t. j. ze spélezynniki ¥ wyrazenia przeksztalconego czyni@ 'zados’c’, réwna
n'iom (2), a wiee, jak to bylo dowiedzione, zawiera;a‘; zmienng y; tylko
we wspélnym ezynniku g, zwigzanym z A przez rownanie:

o =0 =y, ..., 0 =1, otrzymamy :

Ti= @i (Y, Yo -+, W), =120

dlogp 2 .
oy, " t. j. wzory zadane.
Za pomocs tego przeksztalcenia danemn wyrazeniu rézniczkowemn mo-

: 6 : jaki sposéb z p + 1 réwnan
2). Rozpatrzmy w ogélnych zarysach, w jaki sy i e moce 480 prc

rézniczkowych (4) znalegé mozna wzory wspomnianego przeksztalcenia. Row

. - . Li (pl 9 Y,; wiec Jezeli z réwnan rézniczkowych (4) moina wyznaczyé wazory prze-

i ier: iadomych: ——= (i==1,2,...,9) h ¥; 3 N )
napia (4) zawierajg p+2 niew ¥ E . ) ’ oh: odua prayusi- ksztalcenia, kladac ¥, =0 i 1= 0, to dane wyrazenie rozniczkowe (1), po
z réwnail tych nie mozna wyznaczy¢ wszystkich zmiennych: j& 2;12 gchl) ) przeksztalceniu za pomoc tych wzordw, nie bedzie zawierato dyy, a tylko
mniej zostaje dowolng. Jezeli wyrugujemy z tych rownah wszystkie p Y1 we wspluym czynniku jego spolezynnikéw. Jezeli z rownan (4) mozna

2
dne %@’;, otrzymamy réwnanie: : nalesé wzory przeksztaleenia, kladac 7 = 0, t. j. 5; =01 T%,=0 to
Y1 g4}
dane wyrazenie, po przeksztalceniu, bedzie zawieralo ¥. tylko w postaci réz-
v x, X, X, 10, X, X,..., %5 niczki dy,. Jezeli nakoniee z réwnai tych mozna wyznaczyé wzory prze-
1 2 1 A ,.\

ksztalcenia, kladge 1= 0, t.j. £ 1 ¥; =0, to dane wyrazenie rozniez-

— %,(,1),@1),..., 1) Em
—2 =0 kowe, po brzeksztalcenin, zupelnie nie bedzie zawieralo zmiennej y,. Pierw-
Szy i ostatni szczegilny przypadek tego przeksztalcenia stanowiaz prze-

ksztalcenia Pfa ffa. Rozpatrzmy tu warunki zastosowalnosei przeksztal-
o, (LD 2 0)s e s (B0 D) — X;, (1,2). (2,2), ..., (D) tenia Pfaffa i dostatecznogei réwnan rézniczkowych Pfaffa. Zeby
3y z réwnan (4) mozna bylo znales¢ wzory przekszialcenia przy Y, =0, wa-
Tunkiem koniecznym i dostatecznym na to jest, by wyznacznik:

25 2.1), ..., 01
31’1’(1’1),(’ )’ ’(p )

Jezeli z tego rownania wyznaczymy jedne z nie‘wiadomyf}h Y, A, 1do'1lvoln1§
wybrawszy drugs, to przy tak wyznaczonych ¥, i1, z pomiedzy p--1 rowna

v
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07 le th L Xl)
""Y (1 ”1 ) l)? R (Z]’ 1)
A =
- X}H (17 /’): (211))7 AR | (P-, -p)

byt rowny zeru. ' '
W samej rzeczy, jezeli ¥; = 0, uklad réwnan (4) ma postac:

3 o Qmy
X1ﬁ+xz§j+--~+xpsy 0,

2w,

oz
p D2 =0,
F@ gt Dy

dz,
, ! y b
@ ——/;Xl—[—(Il.,l)ay1

B,}, _

Am
_4&+&m%ﬁwm> 2 (o) 5
1

Bm,‘
Poniewaz nie wszystkie pochodne Em

niecznym warankiem ich istnienia, a wige i mo‘z]iwoéci przeksztalcenia
Pfaffa, jest A, = 0. Okazemy, ze ten warunek jest dostateczny, dowo-
dzge, ze plzy warnnku A, — 0 zawsze mozna z réwnai (4') wyznaczyé po-

chodne —— , ktére nie wszystkie bedg rowne zern. Ostatnie'p réwnai (4')

stanowia uklad réwnai Pfaffa. ) .

Juz teraz jest oczywistem; ze réwnania Pfaffa nie zaws?e bywaja
dostateczne do wyznaczenia wzoréw przeksztalcenia; ma to ,m1eJ’sce tylk.O
wtedy, gdy pierwsze réwnanie (4') jest nastgpstwem reszty réwnaf, co nie
zawsze zachodzié musi. Wyznaczniki skosne symetryczne 4, i A:

0, X, X, ..., 1.1, 1,..., (51
— %, (L1, @ D)., pnl 1,2, @ 2),..., @2
A ==X, 12,22, .. 02 )i, A= |. . . ..,

b

| — XPI (1: p), (2717)! EERE ] (1)9 P) ‘ ’ | (11 p); (2’7 ]7), LR (]3; p)
majg te whasnosé (tw. IV), Ze najwyzszy stopien nieréwnych zern minoréw
ich jest parzysty, 2u-ty i 20-ty; pomiedzy niemi s3 glowne, przytem

2u = 2v, albo 2u = 2v+2 (tw. VIII). Jezeli 2u = 2v+2, to w liczbie nie-
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rownyeh zeru minoréw 2u-tego stopnia Wwyznacznika A, sa tylkn te minory,
ktore zawieraja elementy pierwszej kolumny i pierwszego wiersza wyznacz-
nika A, (tw. VIII).
Rozpatrzmy przypadek, w ktorym 2y = 2y (2u
Niech nieréwny zeru gléwny minor
bedzie:

< p)
2u-tego stopnia wyznacznika A

L, 1. ¢

20l 21y |
1,2), (2,2, ..., 2u2 |

(1,2p), (2,°

1
:
l a
; s 2p,2u) |

b

2u), .

Wtedy pomiedzy réwnaniami 4 jest tylko 2u niezaleznych i wskutek te-
g0, ze 8 =|= 0; niezalezne réwnania w liczhie 2 283

A% LSRR ‘“’°+ A+, 1>“r" =
1’!
150,02 4@ g9,
(Ya) P Sy, iy, T -2 5,
.4%+u%yTwm« +www

Jezeli wyznacznik & nie jest réwny zeru, nie wszystkie pierwsze minory
wzgledem elementéw pierwszego wiersza wyznacznika:

0, X, X, ..., X, !
— X, (L), @1,...,31
— %, 1,2, 2,2,...,31 ;

1 ~— Xy, {, 2/“)7 (2: 2w, ..., (2p, 20) ,

53 rowne zery; niech nieréwny zeru bedzie 6,. Rownania (4a) maja przy-
najmiej dwa nieréwne zern minory 2u-tego stopnia 8 i ,; wskutek tego nie

N
o, L,

wszystkie pochodne —, wyznaczone z tych réwnan, beds réwne zeru. Wiee

'

W tym przypadku przeksztalcenie jest mozliwe 1 réwnania Pfaffa sg do~
stateczne.
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Przypusémy teraz, ze 2u = 2y -2, (2u < p). Niech nierdwny zeru

gléwny minor 2u-tego stopnia wyznacznika A; bedzie:

0 1 ‘Xl kl -X2 E S | *X-'Zp,—‘l '
X, 1), @n, ..., @u—-1,1)
=] —-%, 1,2 . &2, ..., 212
— Ko, (1, 3p—1), (2, 2u—1), .., (2u—1, 2u—1)
Pomigdzy réwnaniami (4') jest 2u niezaleznych:
oy 924
Xl W I 2 \J + + ya DJ 07
2 )
@ ~ TAETAD L L
2 dz,
— 2 Zys + (1, 2u—1) f + @, 2u— 1>°”2+ 0 2u1) S =

Liezba niewiadomych p-+1 przewyzsza liczbg rownat 2u; wiec
»~41 — 2u niewiadomych jest dowolnych. atwo zanwazyé, ze w tym pray-
padku zawsze 4 = (. Istotnie, jezeli 1 jest niewiadoms, majaca byé wyzna-
¢zong, to bezposrednio ofrzymujemy, %e 1 = 0, poniewaz 2v < 2u — 1. Je-
zeli za$ 1 jest niewiadoma, wybierang dowolnie, to mianownik w wyrazeniu
2p wyznaczanych niewiadomyeh jestréwny zeru, wige mozemy wyznaczyé 2u
niewiadomych pochodnych tylko w przypuszezeniu A = 0, albowiem w tym
przypadku i lieznik wspomnianych wyrazei bedzie rowny zeru Jezeli
w réwnanjach (4") polozymy 2 = 0, réwnania te beda mialy postaé:

3 du 2
. Qe d
X, o 2 +... 4+ X2
'y, * Jy, P 3y,

=0,

o ity o
w LUZ+ED G+ oD ‘” =9,
. oz . am
Qu—1) =t 2, 2u—1) =2 —1) 22 =
(1, 2u~1) ) + 2. 2p—1) 2 3/ +.oo 0 2 aylll =0

Jezeli wyznacznik 8, nie jest réwny zeru, nie wszystkie pierwsze minory
wyznacznika :
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[, @, cee, Gue—1,1)
i
5 (1,2, 2,2), ..., 2u—1, 2)

B

|

. (1 2u—1), (2, 2u—1), ..., (2u—1, 2u—1)

83 rowne zern. Niech nieréwny zern bedzie :

LD, @, L e

L2, @22, ..., (2u—272

s —

.

(L, 2u—2), (2, 2 -2), ... > Gp—2, 2u—2)

Qstatnie 2u—1réwnat (4'a) s réwnaniami Pfaff a; pomiedzy niemi jest 2»
niezaleznych:

LD+ 1)3;+ A+ 1)‘”“’
a ﬂ~") -H’ "#—2)%-1— +(p,2#~~);§i=0-

I w ukladzie (4"a) bedzie 2u—1 réwnah:

. Ay 2
- CFy Ty o,
XN+ X X2 =
1 321 ‘I‘ 2 3;/! e W 3!/1 0,

SRR ) EESNEY :j*‘

oy, =0

(4m)

ﬁ..) ag
(1, 2u—2) 51+<‘> Gt 4 2D =

Te réwnania sg niezalezne. W istocie, Jjezeli wyznacznik 6, nie jest réwny
2ern, to—poniewaz jego minor wzgledem elementu 0 jest réwny zeru, a pierwszy
minor ostatniego, oznaczony przez 6, nie jest réwny zeru—na mocy twierdze-
nia VIII nie jest rownym zern minor wyznacznika 6, wzgledem elementu jego
Xoy—1, t. j. wyznacznik:


GUEST


88 C. RUSJAN.
X, Xy, oo, Xy
(1’1)’ (23 1)1 L (2/“'"1’ l)

(1, 50—2), 2,2u-2), ..., (2u—1, 2u—2)

réwnan (4") nie jest rowny zeru i rownania Pfaffa sy niedostateczne. Po-
niewaz 2u < p, to przynajmniej jedna pochodna zostaje dowolng, wiee nie
wszystkie pochodne sg réwne zern. Wnioskujemy tedy, ze przeksztalcenie
Pfatfa mozliwe jest tylko w przypadku, gdy A, = 0; réwnania za§
Pfaffa sg dostatecznemi tylko wtedy, gdy przy warunkn 4, = 0 naj wyz-
szy stopiefi nieréwnych zeru minoréw wyznacznikéw A, i A jest jednakowy.
Jezeli najwyzszy stopied nierdwnych zern minoréw wyznacznikow A, i A jest
niejednakowy, to réwnania Pfaffa sg niedostateczne i trzeba do nich do-
daé réwnanie:

- BN
1

)

9, _’
Przytem w tym przypadku zawsze 2 = 0, wiec réwnania, rozstrzygajgece
kwestye przeksztatcenia Pfaffa, maja w tym przypadku postac:

oy o, X _aﬂ—
Xl@;’!“‘%a—y]‘*"" l’ayl—‘)’
%y | o 1y % 022y —0
(13 l)a_y;"f"(-': l)ayl_l—"'_l_(p’ 1) ayl 9
Sy o Oy dzy
Lo g +@Gna+. .o 3, =

Pomiedzy temi réwnaniami jest tylko 2u—~1 niezaleznych, jezeli najwyzszy
stopied nieréwnych zeru minoréw wyznacznika 4 jest 2u.

8) Roéwnania rozniczkowe (4) charakterysuje wlasnosé niezmiennosci.
Przypusémy, ze wyrazenie rozniczkowe (1):

X doy 4 Xy dy + ..+ X, dy
bo przeksztatcenin go za pomocy przeksztatcen:
@ = fi (33, 50, . .+ 5 8y), (1=1,2,...,),

gdzie f; (i=1,2,. .., p) s3 p niezaleznemi funkeyami dowolnemi, ma postaé:
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Zy dzy ~+ Zy dz, .+ 2, dz,,
. Lo oo 9 . .
gdzie Z; = 21 X > (A=1,2,...,p) w przypuszczenin, ze po stronie
i= i
prawej ?astgpplsmy re(i=1,2,...,p) preez f; (z, 2. . ., 2 (=1,2,...,p).
Réwnania, podobne do réwnan (#), dla tego ostatniego wyrazenia roz-
niczkowego, maja postad:

Y, = S”iizazﬂ- Z, =
1 1y, T °F, T T 4y el
g oo,
=(LD="+C052 L 4y, L —iZ,
® % N E S n_ 32,
(i, 1) = — a5
R R 2, Zml 4
JY, s 2 T -
& TG PRIt g iz

Wspomniana wyzej wasnosé niezmiennosei réwnan (4) zawiera sig w naste-
pujacem twierdzenin: , Jezeli zmienne Iy, iy, - . ., 2, czyDig zados$é rowna-
niom (4), to zmienne z,, z,, . . . . 2y, zZwiazane ze zmiennemi z,, #, .. ., ,
za pomocy wzoréw (5), czynig zado$é réownaniom (6), w ktérych funkeye
Y, 11 s3 te same, jaki w réwnaniach (4), wyrazoue tylko przez 2y, 2,,..., 2, H.
Odwrotne twierdzenie takze jest prawdziwe.

Wyzej dowiedlismy. ze przy dowolnyeh wzorach przeksztalcenia za-
chodzg réwnosei :

A7, YA p @ dp. A

oL YA . oxy Sy .

AT I = P (b‘y i) ysl-yot GE=12,...,1),
C2k °Z; =1 s=1 Zi 02

W przypuszezeniu, ze strona prawa jest wyrazona przez zmienne 2y By ey 2y
za pomocg wzoréw (5). Przeksztatcimy rownania (4) za pomocg réwnania
(5) Pierwsze réwnanie (4), po przeksztatcenin za pomocy wzoréw (5), ma

postaé:
L Qw2 2 2w, dz; 2 dx, oz,
Y, = X — = X, X 2 L. e Aater
! 132‘:1 oz; 3y1 + 2s:l 22X a?/l + a XP::I 0z, 32/1 ’
albo tez:
dz, & oy, dzy, 2 ox; dz, & oz,
YV, = oA X, 2y T Aidad JU B R B NI i
Ty, :ﬁ A =Rk + Sy im 8z

} Poréw. Darboux (L e).
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skad na mocy rownania:

A . .
Z =2y Xl.g_i" , (=138,
=1 <2 .
otrzymujemy :
) 32, Ly %%
Y, = 11‘/"" 2Dy+ TZyayla

pierwsze rownanie (6).
Teraz przeksztalcimy pozostale p réwnan (4).

. . N dx; 2 Oy 9z,
Zastepujac zmienne x; przez fi (2y, %oy +.+,2p) 1 53— e przez é; 3

t=12,...,p), otrzymujemy:

DY1 2 u, Oz 2 _a"? %
(1 )Sl az°8y+(’ xlazéayl

2 dx dz,
P

+...+ (», 1) é dz: o, — 1,
t=1,2,...,2)
albo tez:
Y, 9z, & azs s
il B ed ¥ s, ¢
o R g + Z)z/, = 1 0 3z,
+. + E)zp " t) D.c« — 1%,

=1,2,...,0)
Te ostatnie réwnania nie majg ksztaltu rownan (6).
: oz
Jezeli pommozymy kazde z tych réwnan (t=1, 2,..., p) przez —5;—'—

(t=1,2,...,p) i dodamy, znajdziemy:
(

2%, dw  dm 2 d, 3z, | Bz, dz, O,
= > (s —_— hiad)
P ol Pl N RS el ;33151( 0%, 5.
% a
-+ . +wﬂzz(s)\ a*f_;z ou’
=1 e== £

stad na moey réwnosei:
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2Z; 27 2 2y
FP y L= X X,
CZp cz, =1 )
Y 2 Az
et SR = 9, e} ! b
9z, —(l’a)Dll + G TR T a) gy E
gdzie
oz A7,
< Clig
(s, a) = Pl

Kladac o =1, 2,...,p, otrzymamy p ostatnich véwnan (6). Tak
wiec pierwsze réwnanie (6) jest przeksztalconem za pomocg Wzoréw (5)
pierwszem réwnaniem (4), a kazde z ostatnich p rownah (6) jest kombinacys
liniowa przeksztatconych p ostatnich réwnah (4). Stad wynika, Ze jezeli
zmienne #, &,,..., £, czynia zado$¢ réwnaniom (4), to zmienne z,, ZoyeeesZp
czynig zadosé réwnaniom (6).

Jezeli zwrécimy uwage na te okolicznosé, ze kazde z p ostatnich row-
nan (6) jest takg kombinacya liniows p ostatnich réwnai (4), ktérej wyzna-
cznik

nie jest réwny zeru, to bedzie oczywistem, ze kazde z p ostatnich rownaf i4)
jest kombinacya p ostatnich réwnan (6).

Wige przypominajac sobie, #%e pierwsze rownanie (6) jest prze-
ksztalconem pierwszem réwnaniem (4), wniesiemy, ze odwrotne twierdze-
nie takze jest prawdziwem.

Z tych dwéch twierdzen wynika, ze liczba niezaleznych réwnan w ukla-
dzie (4) i (6) jest jednakowa przy Jedna,kowych funkeyaech 11 Y.

‘Wyzej byla zrobiona uwaga, ze kazde z p ostatnich réwnan (4) jest
kombinacyg liniowg p ostatnich rownan (8) i odwrotnie. Stgd wynika, ze
liczba niezaleznych rownaii w ukladzie p ostatnich réwnan (4) i (6) jest je-
dnakowa pray jednakowych funkeyach 21 ;.

Wniosek I. Przypusémy, ze w réwnaniach (4) i (6) ¥, = 0.
Otrzymamy dwa uklady » 4+ 1 réwnai liniowych i jednorodnych wzgledem
P+ 1 ilodei: l,,gyi: (f=1,...,p)i2 %“ i=1,2,...,p. Jezeli wy-
znacznik réwnan (4):
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0, X. X,..., X%
- jq’ (13 1)7 (21 1): ceny (pa 1) , ((7}2, 7Z) aX;" aX,,)

%, 3,

A =

- Xm (1=2J)1 (27 2R (1]7 p)

jest rowny zern, to powmiedzy niemi jest mniej niz p 4+ 1 niezaleznych. Wiee

i pomiedzy rownaniami (6) przy ¥; = 0 jest mniej niz p 4 1 réwnan nie-
zaleinych, a zatem wyznacznik A; tych ostatnich:

0Z 0

3z, 22m

Ai . ‘ “Zla (171): (2’1 l):" ‘!(psl)

1
10, Zy, Ly, ..., 2
J ((m, n) =

i - Z}h (171’)= (2 p)a ey (p7p)
takze jest rowny zeru, a poniewaz liczba réwnai niezaleznych w (4) i (6)
przy Y = 0 jest jednakowa, przeto najwyzszy stopiefi nieréwnych zeru mi-
noréw obydwich wyznacznikéw jest jednakowy. W ten sam sposob mozna
dowiesé, ze jezeli wyznacznik A; réwnad (6) przy ¥ = 0 jest réwny zeru,
to wyznacznik A; réwnan (4) przy Y; = 0 jest takze rowny zern i najwyz-
szy stopiefi nieréwnych zeru minoréw jest jednakowy. Stad wynika, zZe je-
zeli jeden z wyznacznikéw A; nie jest réwny zevu, drugi takze nie jest réw-
ny zeru.

Wniosek II Przypusémy, ze wp ostatmch réwnaniach (4) i (6)
jest ¥y =101 21=0. Poniewaz liczba réwnan niezaleznych w uktadach p
ostatnich réwnai (4) i6) jest jednakowa, to mozna podobnym sposobem do-
wiesé, ze wyznaczniki tych réwnan:

L. 21, @) |
|
1,2, 2),...,(p,2) ! o ;
A= | G2 2.3 ((m, n)—-%éj—— aaf ),
ERS )N E ) NN ()
LDED,...,(m1)
A = (la 2); (27 2)1 R (1-71 2) ((m ,n)____ aZm aZ”)
P ’_-azn—azm
1) @p). .., (.0)
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53 jednoezesnie nieréwnemi zeru lub rownemi zeru; w tym ostatnim przy-
padku najwyzszy stopieh nieréwnych zeru minoréw ich jest jednakowy.

§2.

Zastosowanie uogdlnionego przeksztafoenia Pfaffa do wyrazenia rézniczkowego
Xy doy 4+ Xp dvs + ... + X, die, wiym przypadku, gdy wyznaczniki A, i A nie
sq jednoczesnie rowne zeru.

Rozpatrzmy, jaki uzytek mozna zrobié z wskazanego w poprzednim pa-
ragrafie przeksztalcenia w celu uproszezenia wyrazenia rozniczkowego:
(H X dey+ X dwey + .. 4 X, di,, .

W teoryi tego przeksztalcenia majg wazne znaczenie wspomniane w poprze-
dnim paragrafie wyznaczniki danego wyrazenia rézniczkowego:

07 ‘Xl1 ‘Xia"'aXF {(151)1(231)9"'5(.@1“
— X, (1 l;s (2: 1)) st (pa 1) (1, 2. (2. 9 ,‘”1(1)’2)

!

|

& = —& x«)wwmm,i=;
. e . ;'

— X, (1 P (2 p) w2y ) (1,50, (2 D), - es (2 19)

: . P X, 2
odpowiednio (p-+1)-tego i p-tego stopnia. Poniewaz (m,n) = ﬁ'f— %
“hn hom
, <. °X, X,
= —(n,m) 1 (m, m) = —— — —— =0, przeto te wyznaczniki sa skosne
2y Lm

symetryczne.

Co do tych wyznacznikéw mozna zrobié dwa przypuszezenia: Ze one
nie s3 jednoczesnie rownemi zeru, albo ze 53 jednoczesnie rownemi zern.

Zajmiemy sig w tym paragrafie tylko pierwszym przypadkiem.

Wiee wyznaczniki A, i A nie sg jednoczesnie rownemi zern. Liczba p
zmiennych niezaleznych danego wyraZenia rozniczkowego (1) moze byé
liezbg parzysta, albo nieparzysta.

Jezeli p jest liczbg parzysta 2n, to wyznacznik 4, koniecznie jest toz-
samosciowo réwny zern, poniewas jest sko§nym symetrycznymn wyznacznikiem
stopnia nieparzystego. Wyznacznik za$§ A jest sko§nym symetrycznym sto-
puia parzystego 2n i wediug zalozenia nie jest rowny zeru.
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Jezeli p = 2n - 1, wyznacznik A jest tozsamosciowo rowny zern, po-
niewaz n jest skosnym symetryezuym stopnia nieparzystego n—+1. Wy-
znacznik za$ A, skosny symetryczny stopnia parzystego 2n - 2, wedlug
przypuszezenia, jest rézny od zera.

1) Rozpatrzmy przypadek, w ktorym p == 2n.

Mamy wyrazenie rézniczkowe:

X, dety - X dts - . - . - Fop dan,
ktorego wyznacznik A nie jest réwny zeru. Przypusémy, ze mamy zamiar
sprowadzi¢ to wyrazenie do jednej z trzech postaci prostszych, wskazanych
w poprzednim paragrafie.

Najdogodniejsza postac otrzymamy przy 2 =0 i ¥y = 0; lecz latwo
zanwazyé, ze to przeksztalcenie w danym razie nie da sie zastosowaé. W rze-
czy samej, kladac w réwnaniach (4) ¥; = 0, 1 = 0, otrzymujemy réwnania:

Exl a’&, Oﬂwu .
= T % q‘/l + - =0
dae; o,
(] ] 11/1 + () 1) '\J _!—' + 7”‘7 07
8331 9 9 flf:, 95 9, am?n .
(1,20) =— - (2, 2n) Em + ...+ (2n,2n) T 0,

Z tych réwnah mozemy oznaczyé wzory przeksztatcenia tylko w takim razie,

gdy nie wszystkie pochodne O—y—‘ sg réwne zert; W przeciwnym bowiem ra-
J1

zie zmienne niezaleine z,, a,, ..., %2, nie zalezs od y,, a tylko od ¥y, Us, . -, You;
wige po wyrugowaniu ostatnich, otrzymujemy jedno albo kilka réwnan mie-
dzy zmiennemi @, %, . . ., Zy.

Jezeli zas nie wszystkie pochodne ay powinny byé réwnemi zeru, to

kazdy wyznacznik 2n-tego stopnia tych (2m 4 1) réwnai powinien byé
véwny zeru, co sprzeciwia sig zalozeniu, poniewaz wyznacznik 2m-tego sto-
pnia A ostatnich 2n réwnan nie jest réwny zeru. Mozemy wiec zasto-
sowaé jedno z pierwszych dwoch przeksztalcen: kiedy ¥, =0, A= 0
i1 Y=0,1=

W istocie, réwnanie, ktéremu powinny zado$6 czynié ¥, i 4 ma
postac:

icm
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., &, &,...,% 0, X, X%,...,Z%

i
i

i
i
i - ‘X-l: (1: 1) (2‘ 1)1 .

RVE

Il

—

} 39}I (1, 1), (37 1)9 ceespp) |
|
l
i
|

S @ ) | | = X (LD 2D, )

W tym przypadku da sig ono sprowadzi¢ do postaci:

]Yl7 Xla A;:"-:-X.Zn E
2Y,
‘\—11— 3 'ila 1): (2; 1), - {2n. 1) E
Ja, [_
?
(1,2n), (2,2n). . .., 20, 2n)

Y, powinno zado$¢ ezynié temu réwnaniu rézniczkowemn o pochodnych
czastkowych. Jedna z calek tego rdwnania moze byé ¥; = 0. Kladac
w réwnaniach (4) przy p == 2n, ¥; = 0, otrzymujemy:

X,sz o E 2,
+t&y E

1

x oz,
Loy,

— 1% 4 (1, 1)‘:

. 2z 2,
2,1 eyf R T §) 3;:'_:0,
0

:7‘

— 1 Xy (1, 20) “”1+(3, w5+

D"an

< (2n, >n)

Wyznacznik tych réwnan A; jest réwny zeru, wiec przynajmniej jedno
z tych rownanh jest wynikiem innych. Poniewaz wyznaczpik A, wedlug za-
Yozenia, nie jest rowny zeru, pierwsze réwnanie jest wynikiem ostatnich 2n
réwnai niezaleznych.

Te ostatnie zawieraja 2n -1 niewiadomych: 4, —y—' E=12,...2n).
: 1

Wigce jedna z nich zostaje dowolng.

Wyznacznik A nie jest réwny zeru, wskutek tego nie wszystkie pierw-
sze minory wyznacznika A, wzgledem elementéw X, X, ..., X,, pierw-
szego jego wiersza sg rowne zern (twierdz. VI). Oznaczmy te minory przez
Wy Wy, - .., Was; nieréwny zeru niech bedzie W;. Z ostatnich 2n réw-
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. i ;. ;
nan (7) mozemy oznaczyé albo —- (i =1, 2, ..
1

ey
. . . o . , Oy i,
poniewaz wyznacznik A nie jest rowny zeru,—albo i, = By
1

ay
A
Wolnemi—m1 — poniewaz wyznacznik ') nie jest rowny zeru. Ostatnie jest,
2y

.y 2n) przy dowolnem 1,—

przydo-

oczywiscie, dogodniejsze.
Sy -1

.  dmy .
Poniewaz — jest dowolne, potézmy - =
Y ¥

Wt s 2 i San Wwyznaczamy z réwnan (7) w postaci:
enczas 4, W, e y Yy ;. P 1
w2 W, sy W, Say Wy A
qyy T W ey . WU Ay w Wy

Stad widzimy, ze 1= 0, poniewaz A == 0. Calkujac réwnania rozniczkowe
Zwyczajne:

jak wskazano w paragrafie poprzedzajacym, otrzymujemy 2n calek niezale-
znyeh:
s Lon = Pon (Y15 Yoo - + 5 You)y

Zy=1, & = @ (Y1, Y2, - - - » Y2u),

albo rugujac vy :

Lo = @s (‘Bla Yoy« - ’Z/‘Zn)y s L = o (mlﬁ Yor oo oy ?/2:;),
zgdane wzory przeksztatcenia.

Jezeli wyznacznik A wyrazenia rézniczkowego:
X, dz, -+ X, doy 4. .. + X, datos,

o parzystej liczbie zmiennyeh nie jest réwny zeru, to zawsze mozna go prze-
ksztalcié tak, aby spétczynnik przy rézniezee jednej ze zmiennyeh byt réw-
ny zeru i aby ta zmienna zawierala sig w reszcie spétezynnikéw tylko we
wspélnym ich ezynnikn,

O przeksztatcenin przy ¥, <=0 i 1 = 0, ktére takze daje sie zastoso-
waé w tym przypadkn, mowa bedzie nizej.

2) Przypuémy, e p=2n + 1. Wtedy mamy wyrazenie réinicz-
kowe o nieparzystej liczbie zmiennych niezaleznych:

icm

TEORYA PRZEESZTAZCENIA PFAY FA.

e
-1

Xy doy 4 X, da, - X dusy .

ktirego wyznacznik A, nie jest roway zern, wedlig zatozenia.

J ak.Wngj dowiedziono, w tym przypadku nie da sie zastosowad prze-
ksztalcenie Pfaffa, ktore charakteryzuje sig rownaniem ¥; = 0. Mozna
tu zastos?waé przeksztaleenie przy ¥, 4= 0 i ; — 0. t. . wyrazenie réznicz-
k.oW.e 0 m'eparzystej liczbie zmiennych niezaleznych, ktérego wyznacznik A
n}e Jjest rowny zeru, mozna tak przeksztaleié, ze jedna z nowych zmiennycﬁ
niezaleznych, np. y,, bedzie zawierala sig tylko W postaci swojej réznicz-
ki dy,. i ’ ]

W i‘stoeie, réwnanie rézniczkowe, ktoremn zadosé czynia 21 ¥, w przy-
puszezenin, Ze 1 = 0, ma postaé: C

‘ Y. X, X, » L) X27.+1
\ ﬁ’ a1, 20, -y (@1, b |
| =0
i -
aYl b 1 ‘
ETa (1, 2n-1), (2, 2n+1), ..., (2n+1, 2n4-1) !

To réwnanie réiniczkowe o pochodnych czastkowyeh nie zawiera Y,
w;skutel.{ t-ggo, %e wyznacznik A nie jest réwny zeru. Jedna z calek tego
rownania jest ¥; = const, np. ¥; = 1.

Kladse 7, =1, otrzymujemy 2n 4 2 réwnan rézniczkowych zwy-

czajnyeh:
tay, Ty, - T Lona 2y L
o >
. (1,1 G_‘{! 2.1 ‘?5';2 ) 9., 1 3%271—5—1 -
®) (1, )3!1 (2, )a(l—]—...—f—(dn, 1,1)-—--€y1 =0,
(21 52 b g o 1) 22 g, 2 B
Y ! ay, T T ey

s . : . 2%
ktérym powinny czynic¢ zados¢ pochodne ;E' .
<Yy
Jezeli wyznacznik A, nie jest rowny zeru, nie wszystkie minory 2u-tego
stopnia wyznacznika A sg réwne zern. Niech nieréwny zern gléwny minor
2n-tego stopnia wyznacznika A bedzie:

Prace mat.-fizyez., t. VIII.

-1
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L1, @0, ..., @D

(,2), 2.2, ..., 322 |,

*

1, 2m), (2, 20), ..., @n,2n) |

w takim razie minor wyznacznika 4; wzgledem elementt 41 pierwszej
kolumny jest nieréwny zeru (twierdz. VIl).. N . '
Stad wynika Ze ostatnie rownanie (8) jest wynikiem niezaleznych 2n

pierwszych rownai:

o oz, Loy, Tyl g
Xl?)i—}‘&égl‘l_'”—rx'"ﬂ a_yl )
2 27
. 2z el
@0 5!+ @D - @l D == =0,
om) B2, am) 2 L (onl, 2) o g,
(1, 20) 7y + @2 ’ E

7 ostatnich 2n - 1 réwnan liniowych i niejednorodnych mozemy oznaczyé

wszystkie pochodne %—’— (i=1,2,...,2n+1). Calkujsc otrzymane 2n+1
L 3 » . .

réwnah rézniczkowych zwyczajnych, otrzymamy, jak powiedziano w para-

grafie 1, zadany wzor przeksztalcenia:

Ty = @y (yly Yag o vy Yonti)s

2%y = g (Y15 Yo -+ » Yend1)y -+ + o Tons == Qants (Yuy Yas v+ - Yont1),

ktéry dane wyrazenie rézniczkowe o nieparzyste] liczbie‘ zmie’nnych nie-
zaleznych w tym przypadku, gdy wyznacznik jego A; nie jest réwny zerw,
sprowadza do postaci prostszej:

dy, + Yo dys + o A Ve W,
gdzie ¥,, ¥, ..., Yo, Die zawieraja zmiennej niezaleznej y;.

(Dokotficzenie nastapi).

Odesa, w listopadzie, 1896 r.

0 CALKOWANIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH
CZASTKOWYCH WEDEUG AMPEREA I DARBOUX.

T. RUDZKI

Niniejsza praca ma za zadanie zestawié badania Ampére’a ) w dzie-
dzinle réwnan rézmiczkowych 2-go stopnia z pracami nowszych mate-
matykow, giéwnie za§ z teorya calkowania p. Darboux ?), ktéra od
roku 1870 stanowi najwazniejsze dopelnienie klasycznych rozpraw A mp é-
re’ai Monge'a. Niewatpliwie geometryezne zagadnienia byly glownag
i najpierwszg pobudka w kierunkn badania réwnan czastkowych, dlatego
tez pierwsze odkrycia Eulera i Monge’a na tem polu dotyeza teoryi
powierzchni.

Metoda Eulera polegala gléwnie na sumowaniu szeregéw nieskon-
czonych; Mo n g e korzystal ze szezegdlnem upodobaniem z wlasnosei cha-
rakterystyk geometrycznyeh3), nalezacyeh do powierzehni catkowych dane-
go réwnania; Ampeére za$ doprowadzit w dwich rozprawach, drukowa-
nych w czasopismie ,Journal de I'Ecole polytechnigue® ¢), teorye calkowania
réwnania:

1) Journal de 'Ecole polytechnique, Cah. 17, 18.

%) Journal de 'Eeole normale, r. 1870, tiomaczenie niemieckie'w podreczniku: Man*
sioun, Partielle Differentialgleichungen, Berlin, 1892.

3 Patrz ,Prace mat.~fiz,, t. VII: S. Lie, ROw. rozn. czastk., § =

Y} Zeszyt 17, 18.
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