0 PRZEBIEGU ZACMIENIA SLONECZNEGO W WYZSZYCH
WARSTWACH ATMOSFERY.

PODAL

M. ERNST.

W czasie zacmien slonecznych of stozka cienia, rzucanego przez ksie-
zye, ma w ogolnosel kierunek pochyly wzgledem poziomu miejsca obserwacyi,
skutkiem czego dla danego miejsca zaémienie w warstwach atmosfery, roz-
maicie od powierzehni ziemi odleglych, nastepuje niejednoczesnie. Zaleznie
od polozenia i kiernnku ruchu stozka cienia, pewna faza zaémienia w pewnej
pionowej odleglosci od ziemi zachodzi nieco pozniej lub wezesniej, anizeli
taz sama faza na samej powierzchni. Fatwo zrozumied, iz niekiedy zalémie-
nie moze by¢ widzialnem na powierzchni ziemi w jakim$ punkeie obserwacyi,
gdy w pewnej wysokosei nad powierzchnig zaémienia juz njema. Oczywi-
dcie, moze zachodzié i przypadek odwrotny, t. j. stozek cienia nie dotyka
powierzehni ziemi w danym jej punkcie, gdy, wzniéstszy sig na wysokosé
jakich kilkuset kilometrow nad powierzehnig ziemi, mogliby$my obserwowaé
calkowite zaémienie slofica.

Jezeli w warstwach atmosfery, ofwietlonyeh w tym czasie, gdy na po-
wierzehni ziemi odbywa sie catkowite zacmienie slofica, znajduja sie przed-
mioty, odbijajace w ilosci dostatecznej Swiatlo stoneczne, to mogg one byé
obserwowane lub tez fotografowane w tym krotkim czasie, jaki uptywa po-
miedzy poczatkiem zaémienia na powierzchni ziemi, a poczgtkiem zaémienia
w tej wysokosei, w ktérej badany przedmiot sig znajduje.

Zjawiska, zachodzace w wyzszych warstwach atmosfery, dotychczas
jeszcze bardzo mato sg zbadane, gléwnie z tego powodu, iz sg one z niekto-
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remi wyjgtkami dla obserwacyi niedostepne. Mozna jednakze sig spodzie-
waé, iz skorzystanie z wymienionej okolicznosei, zachodzgeej w czasie za-
¢mien catkowitych, okaze sie pozytecznem w badaniach nad tym przedmiotem.
W tym celn zajatem sig rozwiazaniem nastrgezajgcyeh sig tu kwestyj ra-
chunkowych, mianowicie: 1) oznaczyé dla danego punktn ziemi, z nwagled-
nieniem elementdw danego zaémienia stonecznogo, réznice pomigdzy momen-
tem, w ktérym jakakolwiek faza zatmienia widzialng jest na powierzehni
ziemi, a momentem, gdy tas sama faza widziang jest w danej wysokosci nad
powierzehnig; 2) oznaczyé dla danego punktu powierzehni ziemi, lezacego
w pasie catkowitosci, wysokosé, w ktorej catkowite zadmienie przestaje byé
widzialnem.

Poniewaz spélrzedne stonca i ksiezyca zmieniaja sig niejednakowo,
wiec punkty przeciecia prostej, lgczacej srodki tych dwdieh elal niebieskich,
albo punkty przeciecia osi stozka cienia z jakas plaszezyzng, zajmujacy
w przestrzeni polozenie niezmienne, nie moga nigdy lezeé na linii prostej,
t. j. droga owego punktu przecigcia — nazwijmy go rzutem osi stozka cie
nia, — w plaszezyznie niernchomej musi byé linig krzywa. Jezeli jednakze
wprowadzimy praszezyzug rzutu zmienng, jak to w swej teoryi zaémien slo-
necznych nezynit Hansen?), to mozna droge, zakreslona na paszezyznie
rzutl w czasie nieskohézenie krotkim, ktéremu odpowiada pewne ekreSlone
polozenie tej plaszezyzuy w przestrzeni, uwazaé za prosta. Jezeli za plasz-
czyzne rzutu (plaszezyzna X ¥ spolrzednych cieniowyeh) obierzemy plasz-
czyzne, przechodzaea przez srodek ziemi prostopadle do kazdorazowego kie-
runkn osi stozka cienia, to polozenie tej plaszezyzny zmieniac sig bedzie
tylko bardzo mato. Zmiana polozenia plaszezyzny X ¥ jest tak powolna, iz
mozna to polozenie w ciggu kilku minut uwazaé za piezmienne i droge cle-
nia, zakredlong w tym samym czasie, za prosta.

Prazystepujae do rozwigzania 1-go punktu. przypusémy, iz danym jest
ezas, w ktorym pewna faza zaémienia ma miejsce na powierzehni ziemi
w jakim§ punkeie, lezgeym w pasie calkowitosci; znale§¢ moment odpowie-

dni dla odleglosci pionowej ¢ od powierzehni ziemi.

Niechaj o, @', 4 beda spilrzednemi geocentryeznemi miejsca obser-
wacyl. Na fig. 1 XCT jest plaszezyzng, przechodzaca przez srodek ziemi
C, prostopadle do osi stozka eienia; D — rzutem miejsca obserwacyi na te
plaszezyzne; CD — rzutem promienia wodzgeegu miejsea obserwaeyi; prosta
AB oznacza kierunek drogi osi eienia w plaszezyznie XY w momenecie, kto-
remu odpowiada przedstawione na rysunku potozenie plaszezyzny XY. Kie-
runek linii AB okreslony jest przez kat N, ktory linia ta tworzy 2 dodatnim
kierunkiem osi ¥, potozenie zas jej — przez jej najmniejsza odleglosdé y od
§rodka ziemi.

) Theorie der Sonnenfinsternisse und verwandter Erscheinungen. Abh, d. Kgl.
Stchs. Ges. der Wissenschaften IV. ~ Patrz szezegéluie ustepy 1, 211 22.
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Rozwiazmy zadanie nasze przedewszystkiém dla najwigkszej fazy.
W miejscu obserwacyi najwicksza faza (srodek calkowitodei) ma micjsce
wtedy. gdy rzut osi cienia znajduje sie w spodku linii prostopadiej, spu-
szezone} z punktu D na AB. Niechaj owym rzutem bedzie 0, wtedy koto

Y

"

T

Fig 1.

OM jest rzutem na plaszezyzne X1 kola, ktore stozek clenia w momencie
odpowiednim wycina w plaszezyznie, przechodzacej przez miejsce obserwa-
eyl i rownoleglej do plaszezyzny X¥. Wielko§é promienia kola OJM niech
bedzie . )

Niechaj na powierzchni ziemi najwieksza faza ma miejsce w momencie
t, w wysokodei za$ g’ nad powierzchnig ta sama faza niech zachodzi w mo-
mencie ¢ + A¢. Niech bedzie D, rzutem punktu w wysokosei g’ nad po-
wierzchniy ziemi na plaszezyzne X1'i O, 3, —rzut odpowiadajacego temu
punktowi kota cieniowego. Promief tego kola niech bedzie u,. Gdy za 0§ Z
obierzemy prosts, przechodzacy przez Srodek ziemi rownolegle do osi cienia,
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wtedy spilrzedne prostokatne miejsca obserwacyi majg wartosci naste- -

pujace :

=

o ¢os @' sin (¢'—w);
¥ == o [sin ¢' cos &' — cos ¢ sin &' cos (¢'—w)];

o [sin ¢ sin d' 4 cos ¢ cos &' cos (¢'—w)].

W tych wyrazeniach o i 4’ oznaczajg selenocentryczne wznoszenie
proste i zboczenie drodka stofica, w-—wyrazony w stopniach czas gwiazdowy
miejsca obserwacyi. Zamiast @', ' mozna jednakze w wickszosei wypad-
k6w, bez narazenia sie na wigkszy blad, napisaé o' i &', t.j. geocentryczne
spélrzgdne slofica, poniewaz &'~ ¢' i @'—«' dosiegngé moze najwyzej 16". Gdy
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te zamiang uezynimy, wtedy we wzorach powyzszych zamiast o' — w be-
dziem mieli ¢ —~w="1, czas prawdziwy miejsca obserwacyi, stad:
& = p cos ¢’ sin ¢;
y == p (sin ¢’ cos &' —- cos ¢’ sin &' cos #):
7z = p (sin ¢ sin ¢’ + cos ¢’ cos &' cos 7).
Poniewaz w wysokosei g’ najwieksza faza przypada po uplywie czasu
At, a promien wodzacy ma W tej wysokosel wartogé p (149'). a wiec spilrzed-
ne prostokatne punktu w wysckosci ¢’ w czasie ¢ 4+ Af maja wartosel:
2, = g (1-+9¢') cos ¢ sin (t - At);
Yy == o (1-4¢') [sin ¢ cos 8" — cos ¢ sin &' cos (¢ +A)];
2 = g (1-}¢") [sin ¢'sin &' - cos ¢ cos & cos (- Af)].
Albo tez, gdy At jest iloScia maly,—ktory to przypadek wylacznie mabyé roz-
wazany—:
@, = o (1-4-g") eos ¢ sin ¢ =+ o (1 +¢) cos ¢’ cos ¢ AE;
y; == o (1-+¢) (sin ¢’ cos 8" — cos @' sin & cos?)
4+ o (14 cos ¢ sin & sin £ At
7 = ¢ (1-+¢') (sin ¢ sin &' - cos ¢ cos &' cos ¢)
— 0 (147 cos ¢ cos &' sin ¢ A%,

Réznice spbélrzednych sg zatem :

@ — & = Ax = gg' cos ¢ sin {4 o (1-4g') cos ¢ cos ¢ A¢;
¥y —y = Ay = (L + ¢) cos ¢’ sin &' sin ¢ A¢

(1) —+ o7 (sin ¢’ cos & — cos ¢’ sin ¢ cos ¢;

—z= Az

o (sin ¢ sin &' -}~ cos ¢’ cos &' cos 1)

™

1

— o (144 cos ¢’ cos &' sin ¢ At

W punkcie (%, 11, &) najwieksza faza przypada w chwili, gdy S‘rodfak
cienia znajduje sig w punkeie O;; odcinek 00, zatem jest droga, ]}l‘ZE.ble-
zong przez of cienia w czasie Af. Niechaj ruch cienia na godzing bedzie n,
to (poniewaz Az wyrazamy w czesciach promienia) bedzie:
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00, :.At.-{—?— n=A4At. %

12

== 0.5820313.

Aby znalesé Af, trzeba wyprowadzié zwigzek pomigdzy zmianami spot-
rzednych Az, Ay, Az w czasie A a odeinkiem Atn'. Z figury widaé, Ze:

.12
gdzie Tzi n=mn'; log

00, = DF cos N = (Ay + Az tg N) cos N,
albo:
Az sin N -+ Ay cos N = 2 At

Podstawiajgc zamiast Az i Ay wyprowadzone dla nich wyzej wyra-
Zenia i oznaczajac jeszeze:

yp=gsing, &=gcosg,

otrzymamy:

Atn! = (1 + ¢') & sin ¢ sin & cos M . At -} g'n cos & cos V
—g'Ecostsin & cos N gr&sin ¢ sin N+ (14¢) £cos £ sin V. AL,
Dla skrécenia piszemy:
sin ¢ cos N ==sink cos K,
si_n N = sin % sin K,

cos &' cos NV = cos k,

i otrzymujemy:

A — (144 Esink sin (K4 0)] = g [ cos k — & sin & cos (K1)

g Ineosk—¢&sinkcos (K4 4]
T W —(1tg) Esinksin(EL )

At

Gdy rozwiniemy A¢ wedlug potgg ¢’ i zatrzymamy sig na pierwszym
wyrazie, znajdziemy:

_neosk—¢Eginkeos (K1)

@ At W — & sin i sin (B - 9)

icm®
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Drugi wyraz rozwiniecia ma wartosé znikoma.
Aby otrzymaé At w sekundaeh, nalesy jeszcze na prawej stronie do-

12.60.60 .
— log ¥ = 4.1383338.

Aby rozwigzaé to samo zadanie dla poczgthu 1 kohca calkowitodei,
postepujemy w sposdb nastepujacy. Niech bedg (fig. 2) X i ¥ spéhrzedne
Srodka kola cieniowego w plaszezyznie '
XY wczasie t, @, y, z za$ spolrzedne ¥
punktu na powierzchni ziemi, w kto-
rym ma miejsce zetknigcie ze stozkiem
petnego cienia. W czasie ¢ + A¢ niech
ma miejsce zetknigeie w punkcie,
wzniesionym na wysoko$é ¢’ nad po-
wierzchnig ziemi, ktorego spohrzedne
W momencie zetknigeia niech bedg
4, Y1, 215 spolrzedne §rodka cienia X
niech beda w tej samej chwili X;, ¥,.
Katy, utworzone przez kierunek pro-
stej, przechodzgcee] przez rzuty punktéw zetkniecia na plaszezyzne X7T i od-
powiednie potozenie §rodka cienia, z kierunkiem drogi cienia, niech beda od-
powiednio ¢ i ' Dla tyeh dwéch punktow mamy 2 réwnania analogiczne :

daé czynnik t =

Fig. 2.

usiny = Xeos N— Ysin N4 (y sin ¥ — 2 cos N)
(3) %08 y = X sin Vo ¥ eos N — (ycos N -} 2 sin N)

w=1u — ztgf

ty Sin y' = X, eos N — T sin N+ (y, sin ¥ — 2, cos N)
ty €08 @' = X sin N 4 ¥, cos N — (y, cos ¥ -+ z, sin W)

u, =uw —z tgf.
‘W réwnaniach tyeh jest:
Xcos N— ¥sin N = X, cos N— ¥, sh N= — p
: - - . 7
Xsin N 4 Teos Ne=({ — 1 — w) 5
. - , 7 ,
Xyosin N} ¥ eos Ne=(t —21— p) 5 4 At

hW=y-+dy, o=+, =2+ Az,

T
l

Prace mat.-fizyczne, t. VIII. 4
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Gdy zatem kazde z réwnai 1
réwnan 2-go, ofrzymamy:
o sin y' = w sin yp -+ (dy sin N — Az cos N)

weos y = weosy 4 Al — (Ay cos N - Az sin N)

-go ukiadu odejmiemy od odpowiednich

4
g = u — Azigf.

Wyrazenie dla Ay cos N + Az sin N znalezliSmy wyzej. FPodobnie
otrzymujemy:
AysianchosN:(l—{«g') £sin ¢sin & sin N. At

4 g noosd sin N— y'Ecosisiné’sinN~g’§smtcosN
‘ — (1 4-g) &costcos N.AL
Dla skrocenia potdzmy :
sin 6 sin N = sin g sin &
cos N = sin g cos G

cos & sin IV == cos g,

wtedy mamy:
Ay sin N — Az ctl>s N=—(14g')&singcos (G-1). Al
—g'Esingsin (@D 4 g 7 cos g.
Réwnaniom >(3) mozna daé postaé nastepujgcs:
w sin yp = — y -7 cos g — & sin g sin (G410
wcos y = (t — 41— p) 1%——-1; cos k-1 & sin k cos (K + 1),
gdiie 4 oznacza czas prawdziwy 1-go poludnika, dla ktérego odlegtosé ;
érodka ziemi od drogi cienia jest najmniejszg. Mamy zatem:
g'[ncosg —éEsingsin (G+t)]=g' (wsiny +y)

n
g [ cos k — & sin k cos (K + %) =g’[(t'—-l—[u)ﬁ — wcosy] .

i rownania otrzymujg postac:
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g 8In g = wsin p (1 4+ ¢ + w — Esing cos (G + ). At
U COS ' = oSy (1 + g') — g’ (£ — A — ) %
) — [£sin ke sin (B + £) — ] At
U =u—Aztgf.

W wyrazeniach powyzszych opuszezone zostaly wyrazy, zawierajgce
iloezyn ¢' Az. Uwazajgc w rownaniach (5) wielkosel u, v, ¢, jako wiadome,
mamy zatem dla znalezienia niewiadomych wy, w' 1 A? trzy réwnania. Ponie-
waz jednakze kat f jest maly, a Az najwyzej jest porzadku ¢, wiee iloczyn
Az tg f jest wielkoseig znikoma, tak iz mozemy przyjaé u, = u; wskutek
tego uklad réwnah (5) redukuje sie do dwu rownad z dwiema niewiadomemi.
Réwnania te piszemy w skricenin:

wsiny = 4 — g At
ucos y' = B — Az,

Znaczenie wielkoSel a, b, 4, B jest zrozumiatem. % réwnan tych ru-
gujemy . podnoszae je do kwadratu i dodajac, i rozwizznjemy wedtug At:

ad + BT V(ad + bB)® + (u? — 4% — F3) (a® 4 0?)

At = pEL .

Z dwéeh rozwigzan daje odpowieds w naszem zadaniu to, w ktérem
dla ¢’ = 0, otrzymujemy At = 0: dotyezy to rozwigzania ze znakiem —_
w tym przypadku bowiem dla ¢’ =0, jest 42 4- B — u?, wskutek czego
drugi wyraz pod znakiem pierwiastkun odpada i caly licznik staje sie zerem,
gdy pozostaly pierwiastek odejmiemy. Rozwijamy Af na szereg wedlug
wzrastajacyeh poteg ilosei ¢ :

d At 1 1 . n
(—) = TIE ia (v + w sin y) + b (ucosy — ﬁ(t—l'——,u)

dg’ J,
14 dB
- (a*+0?) (A(‘Z‘?‘i‘BT‘,)
—_— L] 5 _b w608 _i (t_/:__ ) + . g ag il
oy +usiny) weosY g = @usiny 4 bw cos y

sin w (y + w sin ) + cos v | u cos P — % (t.—it-—,u)]
= asiny + bcosy -

Tz (1= 2—) — (u + 7 sin y)
=[’ﬂ' — &sin ksin (K + £)] cosy — Esing cos (G+t)siny
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2 {u sinyp(u siny +y) + weosy [u cosp— {;— (i—l—-lu)]} [u cosy — 7x (t—2A—p)a cos A]l
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Gdy jeszeze oznaczymy:

W — Esin ksin (B t) = a cos 4, £sin g cos (G+ 1) =asin 4,
ofrzymamy:
7 \ .
— (f—2—p)— ( y Sin
gu  TUTAT Wty
©) ( dy' )ﬂ - acos (4 + w)

W mianowniku spétezynnika 2-go wyrazu- wystepuje jako ezynnik
wielko$¢ u, ktdra zawsze jest malym ulamkiem, skutkiem czego nawet przy
malem ¢/ drugi wyraz moze mie¢ warto§é znaczng. Rozwijajac 2-gi wyraz,
otrzymujemy, jak latwo sprawdzié:

2
(A0 %(w sin -+ y)? [u cosy — —'ZT (t—i— p,)]
( g™ ) = ‘2 —wacos(4d + lp)
o? {u sin o (w sin gy~ 9) - 0 o8y | 16 COS Y — o (t— —,u,f)]}
+— — [wacos (4 + y)pP

2 {u sinyp (usiny+y)+ ueosy [u, cosy l" (t-—/— ;z)] (zc siny-y)asind
[wa cos (A+p))?

icm

[ a cos (4 + y)]?

Gdy wylaczymy jeszeze — u & cos (4 -+ w) jako wspilny czynnik,
ofrzymamy:

({l2 ( li)) - 1

ag'? Iy 2 acos (4 + v)

La?(2—2C(usiny+y)asin A+ 2Clucosy — (-—A—p)] a cos A} .

{lb sin w4 3)* + [u cosy — %(F—l—,u)]-

(‘ZE (“3) - 1 {wsiny + 7 —asma.op

dg”® Jy ~  2acos(d-Fy)u

-+ (u cos y —% (t—A—p) -+ acos 4. C)} .
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Mamy zatem:

2

At = C¢' — ](u sin yp - C a sin 4)?

2 cos (d4y)u

8

+ [u 08 y — % (t=i—p)+ Ca cos A]‘}

‘Wyrazéw w nawiasie, zawierajgeyeh « jako czynnik, nie potrzeba
w wiekszodel przypadkéw uwzgledniaé, poniewaz w tych wyrazach w skraca
si z temze u, stojgcem wmianowniku, tak iz 6w maly dzielnik odpada. Blagd
skutkiem opuszezenia tych wyrazéw rzadko tylko moze dosiegnaé jednej se-
kundy czasu, mozemy zatem napisaé:

AM=Cpr— 2

Zawces (4 + ) {(7— Casin 47

®
-+ [15 (t—i—u)— Ca cosA]

Wzér ten stuzy tak w przypadkn pierwszego jak i ostatniego zetknie-
cia wewnetrznego, jezeli dla kazdego z nich uzyjemy odpowiedniego ¢ i y.

Jezeli g jest tak znaczne,ze na drugim wyrazie rozwiniecia ograniczyc
sig nie mozna, to zamiast wyprowadzaé wyraz 3-ci, ktory oczywiscle jest
znacznie wiecej ztozony, anizeli dwa pierwsze, lepiej postapié w ten sposéb:
obrachujemy ¢ i o pricz- dla powierzchni ziemi, jeszeze dla jakiejs sre-
dniej wysokosci g’; wedlug zasadniezych réwnai zaémieniowych, tak, azeby
rozwijajac Af wedlug poteg (g'—g'y), mozna bylo zatrzymaé sie na 2-im
wyrazie rozwinigeia. Dla wysokosel muiejszych niz ¢’y réznica (¢'—g',) ma
warto§é ujemng, forma rozwiniecia jednakze pozostaje niezmieniong, Zre-
szta, 1 wyprowadzenie 3-go wyrazu nie przedstawia trudnosci, poniewaz je-
dnakze jest ono desyé zawilem, wiec podaje tutaj tylko otrzymany rezultat.
Gdy oznaczymy spolezynnik 3-go wyrazu przez E, drugiego zas przez D,
bedzie: -

D {C'a —(usiny + p)sin 4 + [u coSp — % (t—l—,u)] cos A}

(10 E= 2w 00s (4 + p)

Gdy jeszeze w licznikn opuscimy wyrazy, zawierajace czynnik w, co na
$cistos¢ nie wplynie z powodu malego czynnika g, wystepujacego w 3-im
wyrazie rozwiniecia, bedzie: ‘
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D [C a—y sin 4 — % (t—A— ) cos A]

b= Zu cos (A4 y)

Pomijamy rozwigzanie zadania dla innych faz, ktére w teoryi jest zu-
petnie podobnem do poprzedniego, w praktyce za$ zastosowania nie znajdzie.
Przechodzimy teraz do rozwigzania drugiego zadania, t. j. do znalezienia gra-
nicy dla wysokosei, ponad ktéra w danym punkeie faza catkowitosei zacémie-
nia przestaje byé widzialng. )

Jezeli dwa pierwsze wyrazy rozwinigcia dla Af okreslajg Af dostate-
cznie dokladnie, to rozwigzanie zadania jest bardzo prostem. Gdy bo-
wiem obrachujemy A¢ dla poczgtku i konca calkowitosei dia szeregu g,
to zauwazymy, iz przy pewnej wysokosei poczgtek calkowitosei i koniec ma-
Jja miejsce réwnoczesnis, a gdy posuniemy sig jeszeze wyzej, to nam wypa-
dnie, iz koniec nastepuje wezesniej niz poczatek. Jest to rzeczywiseie nie-
mozliwem i wskazuje, iz stozek cienia do tej wysokosci juz nie sisga. Nie-
chaj bedzie dla poczatku zaémienia:

Al, = Cg' — D,g*
i dla kofica:

At, = C,g' — D,.g",

gdzie ¢, 1 4, oznaczaja momenty poczatku i korica catkowitosei na powierzehni
ziemi. Poniewai na wysokofci krancowej, do ktérej siega stozek cienia,
poczgtek i koniec calkowitosci ma miejsce Jjednoczesnie, wiee dla tej wyso-
kodci mamy :

b + Cg — Dy = ta - Cop' — Dug.

Z tego réwnania otrzymujemy:

an g=C= 0Ot V(ga(; C_)D—})- 46D, — Do)

gdzie § 0zhacza czas trwania catkowitoscei na powlerzehni ziemi, Wyrazony
w czgSeiach promienia. 7 dwéch rozwigzaii obieramy to, w ktérem g’ po-
siada warto$¢ dodatnia.

'Z wiekszg Seistosciy otrzymujemy najwicksze ¢’ na zasadzie warun-
kg, iz w tym przypadku mozna przyjgé w =90% W tym razie mamy
réwnania:
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u=uw —[14g)ysind 4 (1-g)&cos & cos ] tg f
wu=—yp-+(1-F4g)ycosg— (1-4¢)&singsin (G4 %)

0=t —p— 4 ;—; — (A +4g)ncos k(1) & sin & cos (E+ %),

ktore wystarczajg do znalezienia 3-ch niewiadomych u, 4 ig.. Dla ¢, zaw-
sze znang bedzie jaka§ warto§é przyblizona ¢,, za ktérzg mozna naprzyklad
przyjaé moment wejscia lub najwiekszej fazy na powierzchni ziemi. W ten
sposéb potrzeba bedzie znalesé tylko poprawke Af, ktérg nalezy dodacé do 2,
aby réwnaniom powyzszym uczynié¢ zadosé. Gdy polozymy ¥, = i, + A,
rozwiniemy sin (4, + Af) i cos (f, + Af), kladge cos A = 1, sin Af = A¢
i nie uwzgledniajgc zmiennosei » w przeciggu czasa A#, poloZymy w = u,,
odpowiadajgcemu momentowi #,, to otrzymamy 2 nastepujace réwnania
z 2-ma niewiadomemi.

1wty =r1[ycosg— £sin g sin (G4 %)) — 7 &sin g cus (G 1) AL
Oz(tn—l—m—l%——}-z[—qcosk—}—fsinkcos(K—}—tn)]
— [z & sin & sin (K 4 ) — '] A¢.

W tych réwnaniach oznaczyliSmy 1--¢' =1.

Gdy dla skrocenia oznaczymy jeszcze:

peosg — Esing sin (G 4) =1
Esingcos (G4 t)=m
—ncosk+ Esinkcos (K1) =p
&sin ksin (K 4,) =19

n

-y =r, (tn——l——,u)l—g-—:s,

to réwnania otrzymaja postac:
7 =1l — tmAt
s=—1p+ (x9 — w) At.

Z tych réwnai otrzymujemy:
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o -7

e — s+

T p — 0

sm— qr 4 Wl == V(sm - g + 0l )Ek— 9/ (gl — mp)

a2 2 (gl — mp)

Znak winien by¢ obrany tak, azeby bylo > 1; ujemne rozwigzanie
dla = daje nam odlegtosé od powierzchni ziemi punktu przecigcia promienia
wodzgcego miejsca z powierzchnia przediuzonego wewnatrz ziemi stoika
cienia. WielkoseiZ, m, p i t. d. muszg w kazdym razie byé obrachowane przy
obrachowywaniu zaémienia, tak iz obrachowanie ilosci 7 nie przedstawia tru-
dnoscl. Azeby z tych réwnat otrzymaé dokladng wartosé dla A¢, - musi byé
obrachowanem z wielkg Scisloseig. poniewaz A¢, jako wyrazone w czgSciach
promienia, jest bardzo malym ulamkiem; v musialoby w tym celu by¢ obra-
chowanem przynajmniej za pomocg 7 cyfrowych.logarytméw. Gdy jednakio
znalezione zostaly spolczynniki dawniej rozwiniglego szeregn dla A, to
daleko wygodniej znales¢ At dla odpowiedniego ¢ =7 —1 za pomocyg
szeregu. .

Gdy miejsce obserwacyi lezy w linii centralnej zac¢mienia, a ¢, odpowia-
da. poczgtkowi lub koficowi catkowitosei na powierzehni ziemi, wtedy I = y,
p=-~3, a zatem:

ms - qr -4 n'y o+ Vims + qr + n'y)2 — dn'r (ms - yq)
2 (ms— yq) ’

__ Wy g (u—y) — ms = Vims I qr -+ w/y)? — 400’ (ms - )
- 2 (s + yq) '

G'mez

W ostatniem réwnaniu znak winien byé obrany tak, azeby bylo
G'maz = 0.

O wiele mniej ztozony, ale tez mniej Scisty wzor dla ¢'me otrzymuje-
my w sposéb nastepujacy.

Calkowitos¢ moze mieé miejsce w wysokosci ¢’ oczywiscie tylko woéw-
czas, gdy rzut punktu w tej wysokosei Ve
na plaszezyzne XY od drogi cienia od- ¥
legtym jest mniej, anizeli na u,, gdy &
u, oznacza promien kola cienia w wy- d
sokosei ¢, Niech bedzie (fig. 3) CD
rzut promienia wodzacego miejsca ob-
serwacyl w czasie ¢, a CD, vzut prze-
dinzonego do wysokodei o' nad po- \
wierzchnig ziemi promienia wodzgeego X ¢
W czasie t -+ Af. Spélrzedne punktu
D niechaj bedy =, y, punktu za$ D,: % + Az iy + Ay Spélrzedne osi

f‘ig. 3.
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cienia niech beda w momentach odpowiednich X, ¥, Z, oraz X - AX,
Y+ AY i Z4AZ Gdy d oznacza odleglo$¢ punktn D od drogi cienia,
a d, odleglosé punkin D od tejze, to mamy:

& = (X — 2)? 4 (T — p)?
G =X+ AX) = @+ 22)F + [(T+ AT) — (v + Ap)T?
Poniewaz wszakze 00, = w'At, zatem:
AX =9/ Msin N; AY = w At cos NV,
Iub tez, poniewaz, jak widzielismy:
WAl = Ay cos N - Az sin W,
AX = (A sin & -+ Ay cos N) sin ¥
AT = (Az sin N4 Ay cos M) cos N,
bedzie:
X+ AX —2 — Az =X — 2 - Az sin® N - Ay sin N cos N — Az
‘ =X — 2~ ¢o8 N (Ay sin N — Az cos N)
Y+AY—y—Ay= 5 —y-+ Aycos? N1+ Az sin Ncos N — Ay
= Y —y — sin NV (Ay sin N — Az cos IV)
Gdy wyrazenia powyzsze wstawimy w réwnanie dla d,; otrzymamy:
d* = d* + (Ay sin N — Az cos N)? 4 2 (Ay sin N — Aw cos Ny,
7 o feos N (X — ) — sin N (Y —y)],
Poniewaz X —z=—dcosNi ¥ —y=d sin N, wiec:
a2 = d5’ 4 2 (Az cos N —- Ay sin.V). d + (A cos N — Ay sin V)2,
d; = d 4 (4% cos N — Ay sin N).

Przedtem mielismy :
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Az cos N — Ay sin N= (1 -+ ¢') ésin goos (G +1). A8
4 g gsingsin (G40 —g'ncos g,

skutkiem czego:

d, = d - (1-4g) &sin g cos (¢ + ) A — g

Dia najwigksze] fazy jest:

gp

M= —
' — (14+9') ¢

wiee:
my'p /

=d s — gl
dy +Q+9) TFg)e—n ¢
i najwieksza wartosé dla g’ ma miejsce wtedy, gdy dy=1u; =w...

7 réownania:

o , my'p )
lb_d+(l+g)'(1+gl)q__nl g’y

g’ okresla sig dosy¢ dokladnie, gdy zaniedbamy wyrazy, zawierajace g'%;
w tym razie mamy:

. ug — W (u — d)
13) 9'mes = Tl —q) Fmp — q(u— )

Gdy miejsce obserwacyi lezy na linni centralnej, mamy d=0iw tym
razie : ’

u (n' — Q)
qu— mp — L (0 —q)’

9 az =

Moznaby ¢'mes Da zasadzie wzoru (13) rozwingé na szereg wediug po-
teg ilogei 4, jednakze nie przynosi to zaduej korzysci, poniewaz rachunki
staja sig W tym razie bardziej zawiktanemi, jezeli na 2-im wyrazie rozwinig-
cia zatrzymaé sig nie mozna.

Gdy odleglos¢ miejsca obserwacyi od linii centralnej jest malg, to mo-
sna W powykszych wzorach zamiast d, poprostu podstawié te odleglosé, wy-
razong jako ntamek promienia ziemskiego. W rzeczywistosei jednakze od-
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legioé_é ta jest dang przez (na krzywizng powierzehni ziemi nie zZwracany
uwagi) :
M= (X — ) (T — g+ (7 2,
czyli:
V=4 (Z—2p F=4"—(2—2p

.Z.powodu malych réznic, zachodzacyeh w i ¢, mozna uwazaé Z — z
za rézniczkg funkeyi 2, wzgledem zmiennych 1 i @.

(14) de=(&sin &' — 7 cos & cos 1) dep — £ cos & sin ¢ di,
_ 1 de?
d=41 — T

d.rézni sig zatem od A tylko wyrazem drugiego rzedu wzgledem dz. Dopel-
niony odpowiednio wzér (1) jest: :

(1 5) g,nmz =

dz’) ’

L' — q) - mp—gq (u-—.l—}— oY

dz winno byé obrachowane wedlug réwnania (14).

) ‘Wzory powyisze zastosowane byty do obrachowania warnnkéw odno-
sn'ych w (fza.sie za¢mienia stonecznego 8—9 sierpnia 1896 r. - Poniewas zja-
Wls’ko to juz nalezy do przeszlodei, wiee nie podajemy tu otrzymanych reznl-
taj:ovy,.nadmieniamy tylko, iz poszukiwania dotyczyly tej ezesci pasa catko-
Wltosclf ktora przypadata w granicach Norwegii. Dla umozliwienia kore-
sI')ondu_]qcych obserwacyj do kazdego punktn linii centralnej, ktorych uwzgled-
mong» 8, dobrane byly po 2 punkty zewngtrz centralnej w odleglosci wzaje-
mnej okoto 10 kilometrow, ktora to odleglosé byta podstaws wystarczajgcy
df’ oznaczenia paralaktyeznego wysokosei zaobserwowanych w atmosferze
cial lub zjawisk. Dla obrachowania okolicznosci zaémienia w odpowiednich
punktach na zasadzie danych okolicznosci w punktach przyleglych (ktére
zo.st.aly obrachowane bezposrednio na zasadzie wzorow Scistych), zostaly roz-
winigte wzory réiniczkowe. Nastepnie dla kazdego punktu zostaly obra-
ch.owane wartosci A¢, az do wysokosei 60 kilometréw nad powierzchnig zie-
mi, w odstgpach 10 kilometrowych; obrachowane wartosci Az dotyczg po-
czgtku i korica catkowitosci, oraz $rodkowej fazy zaémienia. Dokladno$é
wszystkich wzoréw rézniczkowyeh zostata szczegtlowo zbadana 1 w danym
przypadku okazala sie wystarczajacs.
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Ekspedycya, ktérg obserwatoryum berlinskie wystaé praquto do .Nor-
wegii w celn przeprowadzenia obserwacyj, dla ktéryeh rachunki wyzej wy-
mienione mialy byé podstawsa, z powodu braku dostatecznych fundnszéw nie
doszta do skutku. Rezultaty te jednakze zakomunikowane zostaly jednej
z ekspedycyj angielskich, ktéra zajeta sie tym przedmiotem i miala: mu
po$wieci¢ specyalng uwage: précz tego centralne biuro meteorologiczne
w Sztokholmie obiecato zakomunikowaé je rozmaitym nauczycielom, leka-
rzom, i t. p., osiedlonym w okolicach, objetych rachunkiem. Wszyst-
kie usilowania spelzly wszakze na niczem, gdyz, jak wiadomo, W cza-
sie zaémienia na calem terytoryum pasa catkowitosei panowata niepogoda.
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TEORYA PRZEKSZTALCENIA PFAFFA

C. RUSJAN.

Pfaff!), chege daé ogdlny sposcb calkowania réwnania rozniczkowego
o pochoduych czastkowych rzedu pierwszego, przedstawil to zadanie, jako
szezegolny przypadek ogdlniejszego zadania o calkowanin réwnania réznicz-
kowego zwyczajnego o parzystej liczbie zmiennych ay, o, ..., @ou:
(D X, dey -+ Xy diey + ..o Xop dips, = 0,
gdzie X;, X.,.,., X, 53 jakiekolwiek funkcye analityczne tychze zmiennych.

W przypuszezeniu, ze spotezynniki tego réwnania X nie czynig zadosé
pewnym warunkom, Pfaff w celu znalezienia catek tego réwnania, uzywa
specyalnego przeksztalcenia 2n—1 zmiennych o, ..., s, D& Dowe zmienne
Yas e+, Yau, Majacego te wlasnoss, ze w nowej postaci danegordwnania spét-
czynnik przy dz, jest réwny zern, a sama zmienna ; zawiera sig W pozo-
stalych spélezynnikach réwnania tylko we wspéloym ich: czymniku p; wige
przeksztaleone réwnanie ma postacé:

2 (T, dys -+ .. o dys) = 0,

Y Abh. der mathem, Klasse der Koniglich - Preussischen Acad. der Wiss. ans der
Jahren, 1814—15: ,Methodus generalis, aequationes differentiarum partienlarium, nee non
aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis inter guoteungue variabiles
complete integrandi® (str. 76~136).
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