P FR. MERTENS.

Sumujae od s =1 do s = 4n — 1, znajdziemy:

sin? 3%w — sin’w sin? b?ew — sin? 3%w

¢0s 2w R + sin 20 (B—1) = sin 8w sin 16 o

sin? (852—- 1)? w—sin? (8n—3)°w

+ ..o+ sin § (4n—1) ©

Jeieli napiszemy to rownanie w postaci:

R 090 B = sin sin 2w sin w )
¥ . = | n
(cos 20 - sin 20) sin o sin 8o |,

1 1 1

. 5 1 in? 52 (- — __,__)
- sin® 30 (m; - M) + sin® 5% (sin 6w snAUo

. . 1 1.
+ oo sin? (Bn—3) o (siuB @3 e w8 @n—1) a))
sin? (8n—1) w
+ sin 8§ (dn—1) w ’

’

to wszystkie wyrazy strony prawej beda dodatuie, gdyz:

sin 20 . sin w
sin w “ “sin 8w
a takze
1 1 1 1
S8s ~ Snlbe~ smiw > ~ sin§ @n—1)w

Jest tedy (cos 2w - sin 20) R, a wiee 1 B dodatnie. .

WSTEP DO TEORYI FUNKCYJ MODULOWYCH
ELIPTYCZNYCH.

NAPISAL

W. LEWICKL

CzZESC I

Grupa moduowa.
Wstep.

Grupg liniowych podstawien:

( (L8+b)
z.
Crzdd ]’

o0 spotezynnikach rzeczywistych i calkowitych,i o module ad—be=1, nazywa-
my grupg modulows. .

1. Aby wlasnosci tej grupy blizej okreglié, zauwazmy podstawienie
liniowe o zupelnie dowolnyeh «, D, ¢, d:

2z 40 .
s

to réwnaniem tem zwiagzane s dwie plaszezyzny (#) i (2) w ten sposdb, ze
jedna plaszezyzna odksztatea sie przez uzycie tego podstawienia a na druga.

Pokazemy, ze odksztalcenietojest czasteczkowe, coznaczy, Ze obie
plaszezyzny w elementarnych (nieskoficzenie matych) trdjkatach sg do siebie

- podobne.
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Piszac rownanie (1) w postaci ¢= f(2) i rozwijajae te fankeye w oto-
czeniu jakiego$ punktu 2, plaszezyzny (2), W ktorym funkeya nie traei cha-
rakteru ciaglego, ofrzymamy:

t' = flz) + 1'(z) ¢—2) + - - -
lub kladge f(z) = &,
B, = f(z) (2—2,) + s

Obierzmy na plaszezyznie () trzy nieskonczenie blizkie punkty z, 2y, 2,
tworzace tréjkat elementarny, to wskutek cigglodel fankeyi f(2) odpowie im
na plaszezyznie (f) trojkat elementarny o wierzchotkach %y, #;, f,. Ponie-
waz trojkaty te sg elementarne, przeto w granicy mozna napisaé:

f—te=1"(2,) (y—20); ta—te=1"(2) (2a—%0); (l—t)=["(2)) (2a—25) .

Biorac wartosci bezwzgledue tyeh wyrazen, czyli uwzgledniajac dlugosei
bokéw owyeh trojkatdw elementarnych, otrzymujemy wprost:

[ t—1 | — [yt | | l—b |

[ 21—z | [2—2]  la—al’

kiory to zwigzek wyraza twierdzenie, ze plaszezyzny (2) 1 (f) sg spokre-
wiione czasteczkowo.

Z te] wlasnosci wynika druga, nie mniej wazna wiasno§é uwazanego
podstawienia grupy, mianowicie, ze pokrewiefistwo obu plaszczyzn (2) 1 (2] jest
rownokatne (izogonalne), t. j. ze kat zawarty migdzy dwiema przeci-
najacemi sig krzywemi po odksztaleeniu zostaje niezmieniony. Wynika to
stad, ze skoro w otoczeniu punktu przeciecia takich dwdch krzywych obierzemy
na obu tych krzywych dwa punkty, tivorzace z punktem przecigcia tréjkat ele-
mentarny, to odpowiednie im punkty na odpowiednich krzywych drugiej
plaszezyzny, utworzg z punktem przeciecia tych kvzywych tréjkat elemen-
tarny; oba te tréjkaty elementarne beda do siebie podobne.

Dalszg wlasnoseis uwazanego sprzezenia plaszezyzn (1) i (2) jest to, Ze
ono jest kotowe, t. j. kolo przeksatalea na kolo. Zanwazmy bowiem na
plaszezyznie () kolo:

zzn+Azo+AxJzu+B=Ol

gdzie #z13,, 414, s3 sprzezone, B za$ rzeczywiste!); poddajmy kolo to
podstawieniu:

Y Por. Picard: Traité d’Analyse, I, 437.
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P a2 —T— 1
Tez-d
ezyli poldzmy:
o —dtb ~ — dy t -0,
— TG Ty Fa T T
et — gt—a, °

(wiag, biby, cicy, did, sprzezone ze subgl, to otrzymamy:
tiy 4+ At A" f, + B = 0, B' rzeczywiste

czyli otrzymamy koto na plaszezyzuie (i).

2. Zamiast jednak rozwazaé podstawienie {1) na dwich oddzielnych
plaszezyznach, mozna uwazaé jedne tylko plaszezyzne (#) 1), ktérej punkty,
za uzyciem odno$nego podstawienia grupy, przechodzy na inne punkty na
tej samej plaszezyznie (z). Wtedy kazdy punkt (2) przechodzi na inny ja-
kis punkt; sg jednak na plaszezyznie t. zw. punkty podwojne, kiore
wypadaja jako rozwigzanie rownania:

az +b
. — .
cz—4d

bedg to przeto dwa punkty:

(a—d) +=V(w — dF + $ be

2e

(1) a’ﬂ B

E]

ktérych podstawienie (1) nie wysunie z ich pierwotnego polozenia. Zlewajg
sig one w przypadku: (a—d)® + 4 be = 0.

Podstawieniu (1) nadamy obecnie inua postaé, w ktérg wejdg punkty
a, f. Piszac podstawienie (1) w przaypadkn « == g w postaci:

etz di—az —b0=20
i obierajge punkty z,, 2., z; na plaszezyznie (2), dla ktorych:
cty gy -dty —az;—b=0; clyzytdiy—az,—0b=0; clyz-+dty—az, —b=0,

otrzymamy z tych czterech réwnan, przez eliminacye ilodei «, 9, ¢, d,
réwnanie :

) Znaczy to, ze plaszczyzne (f) kladziemy na piaszezyznie (2) tak, zeby ich osie
zlewaly sie.
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—t, _ my—E h—l =3, by _«a ..
t—t, — e—gy | l—t T 2—2 Tu— B —p
» b Odwrotne podstawienie da nam:
Obierajac a za 2, 8 za 2z, (wtedy ¢, = #, = p), 0zaz (wtedyt = 7)7

otrzymamy: e 1 t-a
ymany —F K T=f-
b
t—a __p “ T4  z—a lub piszae ¢, zamiast s, z zamiast ¢, mamy:
i—B a ., b —f
4 -7 t_—a 1 2—a
=5 - Lhod
to,—p K z—p
__ A4e z—a _a—cw z—alV_ z—a
T ddean " e—f T a—cp 2—f —p [ 1 z2—a
. Ha—f | K% i—f
Kladae za a i g ich wartodei, mamy:
- . Jezeli =z, to £» = 1, ezyli podstawienie posiada peryod m; wtedy
3) 6+ d— Y(a—d)* 4 4be e
T e+ d+ ye—adp e KE=em.

Kazde podstawienie grupy liniowej da sig przeto przedstawié w postaci: Gdy E=1, a=p, (u—d)*+4bc = 0, podstawienie jest paraboliczne.

Gdy £>1, a 2 B, (a—d)*+-4bc>>0, podstawienie jest iyperboliczne.

t—a 7—a
“4) =K —:, " 5 soas .
t—p z—f Gdy EK=e, |K|=1, (a—d)>+4be<C0, podstawienie jest eliptyczne.
gdzie K nazywa sie munoznikiem podstawienia. Gdy K= pev, u>0, podstawienie jest loksodromiczne.
3. Mamy podstawienie: L .
Gdy w podstawieniu eliptyecznem:
az—+D
g=‘,_L:t1. m Lom s
cz—d 6= 2z, gdeie -, Jest ultamek wiadeiwy ,
Tteracye tego podstawienia dadza nam punkty: to: ’ ,
{"—‘;= el ==z
Sze=1t, S%=t, Se=1t, it.d —f  z-p
lub Wtedy podstawienie eliptyczne posiada peryod 7.
; Gdy za&
i —a £—a f,—a —a ]
=K , 2 =K = K? 5 .
L—p =7 t,—p t—p Z-p 5 =e (niewymierne),
it. d.; wogdle: v f i—a
= O g g2 2 % (; dowolnie male)
—_ ta—f 2~ f
Y Boatg—"9 = et T nE— %
) Bo:z+48 . & = (1»}—8)2_6 .
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Dopiero dla m = co, t, = #, czyli punkt wysuniety z miejsca, w.vraca po
dokonanin bardzo wielu iteracyj danego podstawienia W otoczenie swego
pierwotnego polozenia; podstawienie eliptyczne jest wtedy n 1 eskoncze-
nie matem. Gdy punkt z poddamy postawieniu hyperb olicznemnu, to
otrzymane punkty ¢, t, ..., dazg do punktu podwijnego 8; Ll,.t_g,. A
do punktn podwijnego a, lecz dopiero o, zlewa sig z B, - zlewa sig z «, bo:

by — . z—a C,
lim 272 = lim K™ TR oo, czyli o == P,

m=ze binT T ﬁ M=

—a , 1 2—a ; —
o e =0, czylit_ = .
T i ‘

Podstawienie hyperboliczue, a analogicznie i loksodromiczne,- nie jest wiec
ani peryodycznem, ani nieskofczenie malem.
Co sig tyczy podstawienia parabolicznego, dla ktdrego:
(—dd)? 4 40 = 0

i ktore ma jeden tylko punkt podwojny, to mozna mu nadaé ksztakt:

.4c .
a-F-d)’

1 1
= T +2(

tw—a

m-krotna iteracya da oczywisecie:

1 t e
e z2—a T m 2 (a-d) °
a wige:
lim 7 =00, bt.=a
Odwrotne iteracye dadza:
1 1 4¢

tma z—a " I(atrd)’
czyli 1 tu:

lim ——— == —co, t_.=a;
e b (0

W podstawieniu parabolicznem daza przeto punkty i, 4, .. . ) I—1, tgyeen, do
punktu podwdjuego a.

FUNKCYE MODUEOWE ELIPTYCZNE: 11

4. Grupa, w sklad ktorvej nie wchodzg podstawienia eliptyczue nie-
skoficzenie male, jest nieciagta, t. zn, ze gdy do dowolnego punktu
z=z-+iy plaszezyzny zastosufemy podstawienie takiej grupy, to punkt ten
przejdzie na inny punkt, uie lezacy w otoczeniu nwazanego punkti. Punkty,
w ktéryeh grupa traei charakter nieciaglosei, sg jej punktami osobliwemi.

Przechodzae obecnie do grupy moedulowej, zrobimy jeszeze jednguwage.
W teoryi grup pedstawien liniowych i podzialn plaszezyzny bierze sie ped
uwage zazwyezaj girng czesé plaszezyzny (2) (po nad osig odeietych) Iub
jak ja Klein nazywa, dodatnig plaszezyzne, gdyz wszystko, co  zachodzi
pod osig odcigtych, powstaje przez odzwierciedlenie gdrnej czedei plaszezy -
zuy wosi oz, czyli ‘punkt -+ iy przechodzi na symetryeznie polezony
punkt az—iy.

Grupa modulowa i jej podstawienia zasadnicze.

Na samym wstepie okreslilismy grape modulows jako grupe podstawien
liniowyeh o spétezynnikach calkowityeh imodule 1. Obecnie wykazemy,
ze grupa ta sklada sig z iteracyj i iloczynéw dwoeh podstawien zasadni-
czych :

Se==iz,z+ 1. T'= (:, — i:) ,
czyli:
L.

Nz=2z-1,

iy

Wezmy bowiem jakiekolwiek podstawienie grapy modulowej:

U — az-}-0

5. ad—he=1
«:Z—[—[l

iwypadek ¢ >0; |a|=]c].

Warunek ¢>>0 mozna zawsze spetnié, mnozae licznik imianownik przez
odpowiednia wielokrotnosé.

Widoczng jest 1zecza, e a=ca-+a;, gdzie ¢ i o musza mieé znaki je-
dnakowe, a a; < | ¢| jako reszta. Wobee tego: Uz=q + U2, gdzie:
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_ oy z+H(b—da)

7 o)
O ce-Fd

Nie trudno sie przekona¢, ze i modut podstawienia Uz réwna sie 1, ze Wige
U,z jest rowniez podstawieniem grupy modutowej. W tem podstawienin
l'ag | << | ¢i; chege przeto mieé w liczniku przy 2 spolezynnik wigkszy, niz
w mianowniku, zauwazmy podstawienie:

—cz—d
7! P — -
Uiz a,5+(0—da) ’ [=el>Ted,
przeto:
T 1 mrrl
W& = — ——:;T = 7y 18

ezt (0—da)
Mamy wiec:
Tz == TU" 2 + a = 8"TU'e,
bo:
Sez =z a
Postepujae z podstawieniem U7z tak samo, jak z podstawieniem Uz,
otrzymamy:
U =8T0 it d.

az wreszcie dojdziemy do ksztaltu:
Uz = S*TSETS. .. TT, z

poniewaz spélezynnik przy z w liczniku w podstawieniach U’y T, ..
coraz maleje, to koncowe pedstawienie U7,z musi mie¢ postad:

i}

Rk
T uzkoy
a modul jego — ku =1; i u sa liczby catkowite, ho podstawienie

U,z nalezy do grupy modulowej, przeto musi by¢ k=41, u=F 1,
a wtedy:

. 1 1 L
U"d——'z—i"v:__ Sz = ISz,

a wige:

{a) U = & TSETSr., . T8 23
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Zupelnie w ten sam sposob mozna pokazaé, ze podstawienie grupy modu-
towej :

o uztb . | )
C’W/»__(;:__l_d, gdzie |a | <|cl,

da sie sprowadzié do ksztaltw:
(8) Uz = 18718 ... TSz,

Stad wyplywa twierdzenie: Grupa modulowa ma dwa podstawie-
nia zasadnicze:

41, Tre=

a jakiekolwiek podstawienie tej grupy da sig zawsze przed-
stawié w postaci{a) lub (f).
Widoczna jest takze rzecza, ze Uz podstawione w postaci (a):
Uz = S"ps™-1rs’e-2 | I8ne,

da sie przedstawic¢ ntamkiem ciaghym.

1
Uz = ay — ';];:1—:' 1 1
e
- = 1 1
(g atz
Uz zas przedstawione ksztaltem (p):
Uz = I8 T8, ., TSuz
mozna napisaé pod postacia ntamka cigglego:
Uz = — 1
e
n—1
S S
2 0 ¥
. . . 1
T moze wystepowaé tylko w potedze pierwszej, bo 7% = — — =
Y
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a wige daje tozsamo$é. 7' jest przeto podstawieniem eliptyeznem
o peryodzie 2, a o punktach podwijnych z = —+ <.

Co sie tyczy podstawienia S, ktdre punkty plaszezyzny (2) przesuwa
w kierunku osi odeigtych o 1, to ono jest podstawieniem parabolicz-
nem o punkeie podwijnym z==oco.

Nie truduo dostrzedz, ze S1 7 nie sg podstawieniami przemiennemi,
ze wiee:

STz == TSz,
zachodzi jednak miedzy niemi zwiazek:
STSTST —= 1.

Istuienie tego zwigzku nie trudno wykazaé. W grupie modulowej
zawiera sie niezawodnie podstawienie: '

a stad:
TSU=1, bo I'tle = T-'z.
Jak fatwo dostrzedz, U jest podstawieniem eliptycznem o peryodzie 8, wige:
T8 = (173 = 1,
a stad wynika:
S-LTSITSIT = 1;

przenoszac kolejno podstawienia z lewej strony na prawa, od S-1 poczawszy,
otrzymamy zadany zwigzek:

1 = ST87TST.
Zwiazki:
T? =1, STSTST = 1,
sg zwigzkami zasadniczemi grupy mecdulowej.

) Se=z41, 8 1z=zx—1.

FUNKCYE MODULCOWE ELIPTYCZXE. ! 15

NieciagloS$é i punkty osobliwe grupy modulowej.

Grupa modulowa, jako utworzona z podstawienia parabolicznego, jest
grupa nieciggla, gdyz nie posiada podstawienia elipiycznego nieskon-.
czenie malego. Sa jednak na plaszezyznie (2) punkty -osobliwe grupy modu-
towej, ktérych obecnie poszukamy

Podstawienie grupy modulowej:

bedace podstawieniem liniowem o module 1, ma punkty podwdjne:

p

ta-d) &+ 1urdi? E
a, p = EM s

=t

a jego mnoznik:

g @d—1 (@ d)y"— 9)*
_} k2

ktorg to postaé latwo dostaniemy z postaci ogélnej
K otd— I'M——-T)Q;—FLT -
et a1 di T
kladac:
(a—dP+-4be=(a-d)*—4(ad —be)=(a—-d)*— 4
i mnozac lieznik i mianownik przez:
{(a+d—Via—d)*—13).

a1

U |
¢

Podstawienia, dla ktorych a-+d=0, a wiec a, f= F=—1,(d=—a),

sg podstawieniami eliptycznemi o peryodzie 2, bo A2=1; przy réznych ¢ ie¢
mamy punkty podwdjne, porozrzucane tui tam na plaszezyznie (2). Gdy

a . . . 7
4=¢ == oo, to - przedstawia wszelka dowolng liczbe rzeczywists, -
jest nieskoficzenie mate, a wiee punkty a1 g grupuja sie w nieskoriczonej
blizkodei osi zz, tworzace pas nieskoniczenie wazki, siegajacy od — co do
+ co; w punktach tego pasu grupa traci swdj charakter nieciagly.


GUEST


16 W." LEWIOKI.

Podstawienia, dla ktoryeh @ 4 d = 1, s3, jak latwo dostrzedz, eli-
ptyeznemi o peryodzie 3, a punktach podwdjnych:

o] =

[

“’ﬁ =

+it

IR

N|§\

[

a wiec podstawienia te zrywaja tak samo, jak poprzednie, niecigglosé grupy
w pasie nieskonczenie wazkim, biegngceym rownnlegle wzdiuz osi odeigtyel.
Podstawienia grupy modutowej, w ktérych a4-d =2, s3 parabo-

. w—1
licznemi o punktach podwéjnych a, f = 5

sg to wszystkie liezby wy-

mierne r‘zeczywis te; a wige te podstawienia zrywajg niecigglosé grupy
modulowej na calej osi zz.

To samo robig podstawienia, w ktérych « 44> 2; sa to hyperbo-
liczne podstawienia grupy modulowej, ktorych punkty podwojue, bedace
pierwiastkami rzeczywistemi réwnania - 2, przedstawiajg wszystkie liczby
rzeczywiste algebraiczne, rozrzucone po osi 2.

Stad wynika twierdzenie:

Grupa modutowa traci swoj charakter nieciagly na ca-
tej osi odcigtych i w nieskonczenie blizkiem jej ofo-
czeniunl); wszedzie powyzej osi 22 jest ona nieciggls, nie liczge porozrzu-
canyeh tu i tam punktéw, nalezgeych do podstawien eliptycznych grupy mo-
dutowej.

Zasadniezy wielobok grupy modulowej.

Na plaszezyznie (=) istnieje pewien obszar taki, ze kazdemu pinktowi.
z potptaszezyzny odpowiada na moey pewnego podstawienia grupy Lmodi1fo'- :
wej jeden jedyny punkt w tym obszarze, zwanym wielobokiem zasa- . :
dniczym grupy. Twierdzenie to udowodnimy na podstawie teoryi{ fo;rml;

kwadratowyeh redukowanych. g “
Gdy wezmiemy graope modulows:
az -+ b l @ b s
(z, "—_az—;—d,)’ . d!*l' z =224y,

1) Punkty nieciaglosci tworza na ealej osi zx wszedzie gesta mnogodd (pantachia
Cantora)

icm®
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to jej czesé rzeczywista jest:

R ( az 4+ b ) — @@ y?) + (ad--be) -0
cz+d (@t 4y%) +2edef-d? 7
1 nadto:
] az -+ b ‘-’= @ (7 4 y°) + 2abx - 52
cz-d

& (@? L ) + 2edw - 42 °
Zauwazmy teraz forme kwadratows :
X222 XY 4 (22 + ) I7,

gdzie XiYs nieoznaczone, za§ y > 0, i zastosujmy do niej podstawienie-
jednorodne:

(X, Y, dX-+0Y, oX+aX),

to dostaniemy:
[6* @+ 9%) + 20 4o 4 @9 X+ 2 [0+ y7) ac
~+ (ad + bc) z - bd] XY + [a? (22 + ¥ - 2abz - 02] 7=

Poniewaz a, b, ¢, 4 s3 zupelnie dowolne, byleby tylko spelnialy warunek
| ab |

| cd | 1, przeto mozna je wybraé tak, aby ostatnia forma byta redu-

kowana, ezyli

2

0 + ) + 2edo 4 @ <a* (@ + y) + 2abe + 7,

o _1_<(x’+y2)ac+(ad—}—bc)w—[—bd 1
2 IR e ZEy S W

| az b 1 az + b 1

| ez+a ]>1’ ~?/H(cz+d)<?'

Poniewaz w ukladzie form okreslonych dodatnich istnieje jedna tyl-
ko')formaredukowana, akazdginng formeg mozna do

1) Por. Picard, loc., str. 446,
‘Prace mat.-fizyez., t. VI
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formy redukowanej sprowa.dzic’,przetokka"/,de‘mu.punk-’
towi z polplaszezyzny odpowie wskutek 3?,}{1eg.os
podstawienia grupy modutowej, punkt w tréjkacie,

1 1 k 2 2 =1
utworzonym przez proste x:i—z« i kolo 2 4 y?=1;

trzeci wierzcholtektegotrojkata le.Zy w uieskoﬁgzoj
nogci, Jest to wlasnie wielobok zasadniczy grnpy mmvl}l.llgze‘]
(por. fig. I). Punktowi z odpowie jeden ty lkop unk.t tego .t,l 0] 4, %
gdyz dwdch form redukowanyeh nie ma;-w w1elgh0ku tym n?e ma ouyvinbc;e
dwoch punktéw réwnowaznyeh, t. j. takiel, ktéreby za’ uzquIm l)ew\fn?bo
podstawienia grupy przeszly na siebie; bo toby ozuacza%o, .ze Je(.lnq 'olmq"
redukowana mozna zamienié przez odpowiednie podstawienie na nng jakas
forme redukowana, co jednak jest niemozliwe. '

Jezeli do wieloboku zasadniczego, ktory oznaczymy przez (1), wliczy-
my bok CCu, to boku DDe juz nie potrzeba doi li'czyé., gdyz‘ bok t.en. po-
wstaje z CC., przez podstawienie §- lz: tak samo, jezeli do v.meloboku hcz;;'f-
my huk CF kota K, to fuku ED wliczaé dofi nie trzeba, gdyz on powstanie
z OF przez podstawienie 7% ; bo polézmy :

[ — ~1‘_ —_— .———1 _ == == gle]
i Z = P e
to:
prigwtet = — 1 = e
ezyli:
(’a) 9 = l’ q)' = — @,

odnoszge r i @ do luku CE kola K, a wiec kladac r =1, otrz.ymamy =1,
za§ kat ¢’ wypadnie po przeciwnej stronie osi yy, czyli dostaniemy fuk ED?).
Dzialanie, oznaczone warnnkami (o), nazywa sig odbiciem w kole K.

1y Proste CCo i DDo zawierajs z kotem K katy ——3— gdyz katy DOC, 00D

i 0DO wynosza po 5 -

icm
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Podzial plaszezyzny na tréjkaty réwnowaine.

Jezeli teraz poddamy wszystkie punkty z wieloboku zasadniczego 1 ja-
kiemus podstawienin ¥z grupy modulowej, to wielobok 1 przejdzie na jakis
inny wielobok I, tworzacy podebnie jak 1 continuum.

Poddajmy najpierw wiclobok 1 podstawieniv 7z, t. j. poszukajmy tréj-
kata 77 jak z rdwnania (o) widaé, bedzie on lezal w kole &, bo dla s > 1
jest 7" < 1. Poniewaz trojkat ten tworzyé bedzie continuum, przeto wy-
starczy rozwazyé, na co przejda hoki tréjkata 1 wskutek podstawienia Tz.
Luk CED przejdzie przez podstawienie 7z sam na siebie. Co sie tyezy pro-
stej CCi., to trzeba ja przerobié wedlug réwnania (a) i odbié w osi gy, jak
w zwierciadle.  Oezywista, ze yunkt I odpowie sam sobie; punktowi Ci
odpewie r = oo, a wie¢ ma podstawie rownania (a) i =— 0, punktowi C.,
odpowie 0. Prosta CC., przechodzi przeto na Juk 0C (na luk, bo podstawie-
unie jest kolowe), a poniewaz podstawienie 7% jest i réwnokatne, przeto luk
OC przetnie sig z kolem K pod katem -;;— .
wiee takiz sam kat musi zawieraé ituk OC z osia 2z, bo podstawienie Te,
Jjak to jest widoczne, nie narusza osi xz.  Skoro luk ten dopelnimy, dosta-
niemy kolo & o §rodku & = -1 a promienin 1, t. j. kolo K, powstaje przez
przesunigeie kola £ o 1 po osi wx. Podebniez prosta DD.. przejdzie na luk
OD o tych samych wiasnosciach, jak tuk 0C. Podstawienie Tz przetwarza

. . T
CC.. zawiera z osig xz kat —-,

zatem obszar 1 w trijkat 7 o katach :— s _'f_. . 0 przy wierzchotkach.
&5 b

Cheemy teraz dosta¢ wszystkie inne obszary z wielohoku zasadniczego.
Podstawienia S~z { S+1z odtwarzaja tylko wielohok zasadniczy na wielo-
boki doft przystajgce. Tak samo podstawieniom 8%, 8%z, ..., 82z, S8z, ...
vdpowiadaja wieloboki przystajace, idace in inf.na prawo i na lewo od wielo-
boku zasadniczego. Podstawienia 7.8z, 182z, 738%, ..., T8z, 782,183z, ...
powiadaja, ze wieloboki Sz, %, 8%, ..., 8 . nalezy odbié
W kole K i obréeié okolo osi yy. Kazdy trijkat po odbiciu w kole K prze-
ksztalca sig na odpowiedni trijkat kolewy, lezacy symetrycznie po drugiej
stronie osi yy; up. tréjkatowi S=z odpowiada trijkat 75—z, tréjkatowi S~
cdpowiada tréjkat 782 w kole & (por. fig. 1).

Zauwazmy teraz kolo A1 tréjkat 7, to widoczng jest rzecza, Ze dowol-
nemu punktowi, lezgcemu w wspolnej czesei ket K i K, odpowie, wskutek
podstawienia Sz, punkt, lezacy w czesei wspélnej kot £ i K. Gdy wige z je-
duej strony osi yy zauwazymy jakiekolwiek kolo o §rodku na osi xx, lezgce
w kole &, to po drugiej stronie osi yy musi lezeé przystajace don kolo, gdyz
podstawienia s kolowe i réwnokatne. Z przeciecia wszystkich tych két do-
staniemy caly szereg tréjkgtow, ktore coraz bardziej malejg i zageszczaja
sig, dazac ku osi zz.

o2, -8
x S—2z S8z
Z, 0T, 5T, .
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Gdy mamy kolo K wraz z obszarem T i trojkgtami, zapehiajgcymi
{0 kolo po za obszarem T, to czesei tego kola po za T 53 symetrycznie zapet-
nione tréjkatami kotowemi. Poniewaz tréjkaty pozostang trojkatami, gdy
je przesuwamy o0 1, 2, ..., lub wogdle o liczbe catkowity na mocy podsta-
wienia S'i“z, przeto wszystkie kola o promienin 1, powstate z przesunigeia
kola Ko &1, =1, +38, ..., zapelnig si¢ takiemi samemi trojkatami
i to do nieskoficzonosci. Po nad kolami K, K, K, ... sg trijkaty
1, S+z, 81z, ...

W kazdem kole tréjkaty sg tylko odbiciem tréjkatéw gérnych. Wszyst-
Kie te trjkaty pokrywajs swg mnogoscig caty dodatniy czes¢é plaszezyzny
(£), nie pozostawiajac nigdzie luki; stykajg sig one, ale nis majg nigdzie
czefci wspdlnyeh. Gdyby bowiem jeden punkt nalezal do kilkn tl-djk@téw,
toby do tego punktu w zasadniczym wieloboku nalezato kilka punktow, co
jednak niemozliwe, bo w wieloboku zasadniczym nie ma dwéch punktéw
réwnowainych. Tréjkaty coraz bardziej maleja i zageszczajg sig ku osi @z,
t. zn., ze gdy weZmiemy punkt nieskoriczenie blizki osi wx i poddamy go
podstawieniu grupy, to otrzymamy punkt, ktéry musi lezeé nieskoriczenie
blizko osi xx i nieskoriczenie blizko uwazanego punktu. A wige W otocze-
nin osi @ znajdziemy nieskonezenie wiele odpowiadajaeyeh sobie punktéw,
lezgeyceh nieskonezenie blizko obok siebie.

CZESC 11,

Formy modutowe eliptyczne.

7. Formg modulowsg wymiaru %.-gonazywa siefunk-
cyajednoznacznraijednorodnadwéchzmiennychuwiy
wymiaru kgo, ktédra zostaje niezmienna, gdy podda-
myjejargumenty dowolnemu podstawienin z grupy
podstawie liniowych jednorodnych, podczas gdy
przyuzycininnych podstawied funkcya ta zmienia
wogole wartosé. :

G-dy dana forma modulowa jest funkeya jednorodng pary peryodéw 2w,
i 2w, funkeyj eliptyeznyeh, to forma modulowa nazywa sie eliptyczng
formgmodulowa.

icm®
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Tloraz dwu form modulowych o réwnych wymiarach jest funkcys
modulowg argumentn % = ¢, a wiec funkcyg, nalezaca do grupy mo-
dnfowej; iloraz dwu form modulowych eliptyeznych jest funkcya mo-

duolowg eliptyczna argumentu r= =

2. Zbadajmy najwazniejsze z form modﬁlowych eliptycznyeh.
Jak wiadomo, funkeyg zasadnicza w teoryifunkeyj eliptycznych Weier-
strassa jest p (u), ktéra w otoczenin punktu % = 0 ma rozwiniscie:

1, .
= Dp— y—2
(¢8) P (u) =3 -+ Z‘, (.,v 1) ¢, w0 s
gdzie:
-5 1 .
® T & B, F e =R
ot

‘Widoczng jest rzeczs, Ze ¢, sg formami modatowemi (—2v) tege wymiaru
gdyz nie zmieniajg one wartosei, gdy na nich dokonamy podstawienia:

3) 20, = 2po; + Awy; 26, = 2w, | 20w, ;
t. j. gdy peryody 2w, i 2w, zastapimy przez 2&, i 2@,; albowiem sumowanie

odbywa sie na wszystkich p i 4. .
Pokazemy, ze ¢, s3 funkcyami analitycznemi wielkoSei o, 1w,

Poléamy:
D g
wy T a T /37‘7
gdzie w, i w, tak wybrano, aby:
B (E’L) >0,
gt

t.j,2e Bjest zawszeitylko dodatnie:

T _ @

- = = '*'ﬂa

2 7

1), Por. Biermann; Theorie der analytischen Functionen, str. 404
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i wybieramy z dodatnich wartosci g tylko te, ktore daja | e | << 1. Na-
piszmy teraz:

oo e co P
1 13 (l)ﬂfy o ( 1 )Zv
T Qay) Z # +A,Zl,_2 atwrl |’
—— G . b= E—=-—0C

gdzie pierwszy wyraz odnosi sie do wszystkich ' = 0, a w drugim uwzgled-

+os

niono, ze 2 = 2 2

Majac to, zauwazmy rozwiniecie:

_1_ p2mizy
@ cotg r,uﬂz—-————m.i——‘zm s
albo:
(=] 1 w©
1 1 1 } . . -,
— + = -— iy — Qim P
w2t 2

Rozniczkujge ostatnie réwnanie 2v razy wzgledem (zu'), otrzymamy:

(22.775)2 < %1 Omizw
(.m—l)'E'{ Lo

i=1

S [m] =
Prawa strona jest zbiezna dla | e’ | < 1.
Wstawiajge ostatnie wyrazenie w ¢,, znajdziemy:

5]

S{T o

=l

9
(Zaog)>

e‘.’-ur)

4y e =

(2m)> oyt
1)1 Zl

glmivh

Warunek zbieznosei | €2 | < 1 juz spelniono przez to, zemy polozyli:
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Wyraz w nawiasie da sig przeto rozwingé podiug e>* dla wszelkich 7, lezg-
cych w dodatniej pétplaszezyznie (o) ¢, sa przeto funkeyami analitycznemi
argumentéw w; i w,. W dolna polplaszezyzne (r) ¢, nie da sig prze-
prowadzié¢, gdyz wyraz w nawiasie dla wszelkich wymiernych = jest
nieskofczony, wtedy bowiem ¢ = 1, a wigec w mianowniku:

1—gteie = 0,

3. 7 posréd tych form ¢, zastuguja na najwiekszg uwage t. zw. nie-
zmienniki funkeyjeliptycznych g,1p,, bedace takze forma-
mi eliptycznemi, gdyz jak z teoryi funkeyj eliptyeznych wiadomo:

ga = 60cs, gy = 140¢,.

Z ogbluej formy (2) widag, ze g, jest forma modulows (—4) tego, g, (—6) te-
go wymiarn.

Zbudnjemy jeszeze forme modulows (—12) tego wymiarn. Formg ta-
kg jest niezawodnie wyrdznik funkey] eliptyczuych, ktory ma ksztalt:
(5) A(wy wy) =g, — 27g,® =

16 G = 16 (3—e3)? (s— &)’ (e—es)? D,

edzie:
ey = p(w;) = plo, + ws),

ey = P(wy), €, == p{w,).

Formy te przedstawione jako funkcye jednej tylko zmiennej 7 =— —ZL od-
2

ksztaleaja sie za uzyciem grupy podstawien grupy liniowej z pewnym czyn-
nikiem, sa wiec funkeyami psendo-automorficznemi argumentu z.

Z form tych jednak da sig utworzyé t.zw. niezmiennik bez-
wzgledny J(z), bedacy juz funkeya antomorticzng argumentu z.

Funkeya J (2).
1. Niezmiennikiem bezwzglednym bedzie niezawodnie wyraZenie:

1 .(12 3

TO=F = G

) Patrz Schwarz Formeln n. Lebrsiitze zum Gebrauche der ellip. Funet., str. 61
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z ktérej to formy wprost widaé, ze niezmiennik ten jest funkeys eli-
ptyczng modulows.

2, Postarajmy sig obecnie o takie podstawienie fankeyi J(z), z kté-
rego moglibysmy poznac jej miejsca zerowe i nieskoriczonodciowe.

Wedtug wzoréw ogélnych na c,, mamy:

18

12 Ratizd

o= e = (] S e S |
p==l =1

8 ze

o )

3 L)*_ 4

i T 120 8

n=1
Wch:

i=1
‘Chodzi teraz o przedstawienie mianownika:
A =16 G =16 (e,—6;)? (e;—&5)? (e, —€y)%

Do obliczenia tej funkeyi posinzg nam zwiazki nastepujace, znane w teoryi
funkeyj eliptyczuych ?),

— 1

Ve—e, — 2‘; &K% IT (1—12n)? IT (1-4-i2),
Ve—e, = 2_’;2_ an(l— 202 1}(1_}_]27&—1)4’

Vo—e, — %9— I (1~ IT (1T

1:r(1—h‘zn 1) (1R (1A = 11(1——71‘-’")

gdzie:
I = g,

) Patrz Biermann, loc, cit, str. 326.
%) Schwarz, loc. cit., str. 37.
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Napiszmy A w postaci:

A =16 (¢,—e,)® (M) (ﬂr =16 (+*+*) (e, —a)",

e;—e, & —e
gdzie:
e
3
)] I+V=1,
to poniewaz teraz:
. I (1+-h2 P8
2 — —_— 7
# =160 | e
e [ I (1—7::2"—1)_]S
“=lmareey ]
przeto:
12 50
©) A= (l) B I (-l
W3 n=] )
Dostaniemy zatem:
3
1 h—"
== - 20
(10) 3 {12 Z }
J (_[} — g — =] .
—27¢,°

B IT (1—Pery

#=1

8. Grupsy funkeyi J(x) jest grupa nieskonczona.

(I, ’“+b) ad—be=1,

Tcefal’

a jej wielobokiem zasadniczym tréjkat CEDD,,C, (por. fig. 1):
2

E=i

3 E
C=¢ =y, Coo = o0t.

Zbadajmy zachowanie sie funkeyi J (z) w tych wierzcholkach.
Wezmy mianowicie pod uwage wierzcholek r=p¢:
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60 ! 1
=000 =gy X G

Sumowanie odbywa sig na wszystkich wu’, a poniewaz ¢, 53 jako fun‘kcye
analityczne szeregamisg bezwarunkowo zbieznemi, przeto mozna w ¢, zbieraé
kolejno po trzy wyrazy w sposob nastgpujaey ’):

(#—l-lu’e )4 T ( — M+§N—M')Q \)4 - ((/L—,i’) —#9)4

1 \)4 ( 1 1 )
= [—— 14+ —-4+ =
( utu'e + 0 + o?
1\ ( I .V8 1 V3 ) 0
= - —_— —t—5 — 5 == U,
(M-Ht’e) 2 2 2 2
a wiee:
—) =0 i gy(0) =0
Z (#_Hﬁ)r:g— ,  ooyli ga(o) = 0.
4
Rowniez i na miejscu réwnowaznem D (z = — @) :

g3 (—@) = 0.

Przeciwnie g, (49) == 0.
Leez za to gy (¢) = 0. Albowiem:

140 ! 1 6
g3 — 14003 — (2(01)5 Z (M_!_M,T) .

s

Dla = = 1 zbierajmy po dwa wyrazy:

(7—%#7)6 - (:ﬂiFﬁ’i)g - (/H},u'i)b_i_ _%1“ (m)ﬁ
VA

a wige gy (3) =0, za§ g. (i) == 0.
Stad wynika, ze:

JEo=0,

Y. Por. Hurwitz. Mathem. Annal.,, XVIII, str. 554.
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a ze:
27,2
J{tj— 1= JIJ:’— ,
przeto:
J(i)—1=10, Jli) = 1.
PrzejdZzmy obecnie do wierzcholka 7 = cci; dla niego:
T _ Wy o
i wel
wiedy :
- m
limh=e¢ | =¢ "‘L =10,
T=cai L =os

czyli w J(z) znika mianownik, leznik redukuje sie do % , ezyli J(7) staje

si¢ nieskoniczonoseis.

Atoli whedy J (¢) bt = J(z) ¢}
miejsce 7=—=oco % jest dla J(r) miejscem istotnie osobliwem.
Zrozumied to latwo, gdyz w punkeie v = oo ¢ schodzg sig wszystkie tréj-
katy, a wigc schodzg sie wszystkie wierzehotki réwnowazne, czyli J(z) pray-
biera w punkeie z = co ¢ te samg wartosé nieskoniezenie wiele razy; punkt
ten musi by¢ zatem istotnie osobliwym. ‘

Oczywisty jest rzeczs, ze J(r) przybiera wartosé 0 na wszystkich
wierzchotkach réwnowaznych z wierzcholkami C'i D, wartosé 1 na wszyst-
kich punktach réwnowaznych z Z.

W trojkgeie zasadniezym funkeya J(r) nie ma miejsc zerowych ani
nieskoficzonosciowych, gdyz na innych miejscach ani g,, ani g, nie staje sie
0, ani co.

Oczywisty jest rzeczg, ze funkeya J(r) musi w wielobokn zasadniczym
przyjaé kazda warto§é jako funkecya automorficzna i to kazda raz tylko, gdyz
w wieloboku tym nie ma dwéch miejse réwnowaznych. Na osi rzednych
(z = f¢) argument funkeyi J (z) ma postaé:

ma wartosé skonczong, czyli

€7t = ¢ = g=mf,

a wige J(z) przybiera na osi rzednych same wartoseci
rzeczy wiste, lezgce, jak z poprzednich rozwazai wynika, w granicach
@...4co)
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1 ,
Réwniez na ograniczeniach wieloboku (r==% ?—I—ﬁz)
przybiera J () warto§cirzeczy wiste, gdyz wtedy argument:

w(Eg+e)  £F
[

h= =

e

a ze W J(z) wechodzg same parzyste potegi argumentu h, przeto czynnik

bl
2 da -+ 1; wartosci te rzeczywiste leza w granicach (0 ... co).

Zreszta wszedzie w wieloboku przyjmuje J(z) wartosci ztozone.

Na punktach p6iplaszezyzny (2), lezgeyeh po za wielobokiem zasadni-
czym, przyjmuje J(r) jako fankcya antomorficzna takie tylko wartosei, ja-
kie posiada na réwnowaznych miejscach wieloboku zasadniczego.

4, Wyprowadzimy teraz zwigzki miedzy funkcys J(z), a innemi wy-
razeniami z teoryi funkeyj eliptycznych.

Poniewaz:

1
‘%‘= ) (6 + e + 7).

a nadto:

7% =
&6 o’
gdzie »? nazywa sig modutem funkcyj eliptycznych, zas:

e—€
=)= x'2,
&

przeto mozemy napisaé:

go = % (1—A42) (g—ey)?. |

A poniewaz dalej:
A =16 (e3—ey)* (e,—e;)* (6,—e5)?
= 164212 (e,—e;)® = 16 [1 (1—1)]? (e,—ey)",

przeto mozemy ostatecznie napisaé:

4 (1—1+23)8
(. 70 = 5 Gt
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Funkeya J(z) wyrazZasigprzeto wymiernie przesz
modul 1 (stad nazwa funkeyj eliptyeznych modutowych).

Naodwrét. (gdy nie uwzgledniamy, ze Jjest funkeys ilodei <) 1 jest
algebraiczng funkeys argumentn J:

1=1()

i to, jak z r6wnania (11) wyplywa, funkeys szeSciowartosciows.
5. Wyrazimy obecnie J wymiernie jeszeze przez jedem parametr u.
Jak wiadomo, catka eliptyczna 1-go rodzajun ma ksztalt:

e l dz
JVFG)

k]

gdzie f (2) jest najogélniej funkeya 4-gostopnia. Kladge 2 = Z—’ , otrzymamy
forme jednorodng dwukwadratowa: i
flzy, 28) = az* - 402,% 2, + 602, 2,7 -+ ddez, 2,® + ezt

Niezmiennikami tej formy, t. j. wyrazeniami, ktére sig nie zmieniaja przy
wszelkich podstawieniach liniowych jednorodnyeh, sg tu wyrazenia :

gp == ae — 4bd -}~ 3¢2, 1

(12)
g2 = ace + 2bcd — ad® — b% — 3.

Forme 7 (2, 2,) mozna przeksztatcaé w rézny sposéb i nadawaé jej réung

postad, przyczem niezmienniki nie ulegajg zmianie. Takiemi postaciami bgda
normalne formy Weierstrassai Legendrea:

fel=ds—gpz—yg, [flO=01—2)01—12".
Nadajmy formie f(z,, 2,) ksztalt:
F={(?2?® — m® %) (m?2® — @27,

to poniewaz niezmienniki tej formy majg by¢ identyczne z niezmiennikami
formy ogélnej, to na podstawie réwnan (12), musi byé:

129, = m® + M p po* + o,
2169; = ™ — 33" pp* — 33u* 1o + "%,

(13)

1} Por. Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen, str. 15.
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a wtedy wyrdznik:

168 = py* pro* (un* — ¥ .
Kladac u ——'l—l‘, z= i—‘ i uzywajac podstawienia z ==py, otrzymamy
obecnie dla calh ehptycznej 1-go rodzaju ksztalt:
J = , . dy
S Py (A—pty?)

Widzimy przeto, ze u! jest obecnie tak samo modutem, jak poprzednio »*
Podstawiajge otrzymane wartosel na gq, g, 1 A w J(7), otrzymamy (po
skréeeniu licznika i mianownika przez u,**) nastepujace wyrazenie:

‘14 . . (ut - p—t - 14)°
14 J(@) = s
) © = o8 i mi—2r

J jett przeto funkeya wymierng argumentu u; naodwrét p jest
funkcyaalgehraiczna J:

p==pu(J)

ito, jak z rownail (13) widoczne, 24 — wartosciows.
Z poréwnania réwnai (11) i (14) wyniknie nastepujacy wazny zwigzek
migdzy i1 u:
12— 1\2
(15) P (-” 1) .

2u

Zajmiemy sie teraz temi odwroceniami funkeyi 7, t. j. funkeyami 2 (/) i u (J)

Funkeya 2 (J).

1. Widzielismy, ze J jako funkcya argumentu r posiada nieskoliczong
grupe modulowa: obecnie wykazemy, ze J w funkeyi 4 nalezy do grupy skof-
czonej,

Zauwazmy skoticzong grupe szesciu podstawien!):

) Por. Weber: Ellip. Funct,, u. alg. Zablen, str. 141.
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1 1 —1 A
. , PR . ,
= = 4, == 1 — 4 == — A o= - A
(&) i Gy A 3 p 1 T -]

i utwérzmy iloczyn:

= (1= %) e - [r— ’{i) [

to iloczyn fen da sig sprowadzié do postaci:
ye it
2 [ (22— iy

0 - - » i
‘Wnosimy stad, ze wyrazenie

(E—at 1)
e

—— nie zmienia swej postaci, gdy W niem
/ zastapimy przez podstawienia grupy (G). Skoro wiee to wyrazenie ma
wartosé J przy 7= i(Ji to ma te samg wartodé J(r) i pray 1=

. [P 1 . AM—1 D
,t_l—/.(J.,/,_l_l,_(J),/.—— Y]] ’/'_/'.(J‘—l’

i)

.\[»—-l*

. Zh., Ze 4, =,

i i—1
1—z27 2 7 i—1
Wszystkie wige pozostale galezie wyrazaja sie przez plerwsza galaz 1
liniowo, czyli:
Jir) wyrazone przez A niezmienia siew grupieli-
niowej (G).
‘Wartosei tych galezi wynikajg z rOwnai:

1—7 sa galeziami funkeyi 4.

iy = —, awiec 21=—+1
. 1
ly=1—1 awige l=—
=1
by = , awiee 2 —2-4-1=0 B
T P LA DR
1 ("‘”_—2_“’
iy a wige 12— A+1=0}

Ay = , awiee 22 —2i=0, 1=0,2.

Znaezy to, ze réwnanie (11) moze mie¢ punkty osobliwe w J = 0, 1, ca.
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no

2. Sprawdzimy, ze to sa punkty Wielokro_’cne osobliwe,
tak ze galezie funkeyi A (J) w tych punktach sg cyklicznie z .soba. zl@czon?.
W tym celn w rownaniu (11) uwazajmy J za zmienng niezaleing i pos"nara}—
my sig o catkowity obraz odwzorowania ptaszezyzny (J) na pkaszczyzn%e {4).

Gdy J rzeczywiste, musi 1 prawa strona byé rzeczywista, a gdy ja na-
piszemy w postaci:

e [ I
to widzimy, ze rzeczywiste musi byé A?—i=i(1—2).
Kladae l=z+iy otrzymamy:
A(l—2) = — x4 ¢ — iy (2x—1);
a przyréownywajae do zera czgsé czysto urojong, mamy:
y Qz—1) = 0.

1
‘Widzimy przeto, Ze J jest rzeczywiste na obu prostych y =0, = =35

a wige na osi odeigtych plaszezyzny (A) i na linii réwnoleglej do osi
rzgdnych. Kladge dalej (po podzieleniu licznika i mianownika przez 2%):

20 ,_ (=1 (=) + (12—

2L T=

1 R s I R s gy oy o R

gdy za 2 mozna polozy¢ (1—1) na podstawie grupy (&), widzimy, ze J jest
wtedy rzeczywiste, gdy 4 4 21 lub (1—2) 4~ (1—2)" jest rzeczywiste.
Kiadge 1 =z + iy 1 przyréwnywajge do zera czesé ezysto urojona, mamy:

a4y —1=0; (@—1)2+y*—1=0.

Widzimy wige, ze rzeczywista o§ plaszezyzuy (J) odpowiada na plaszezyznie
4 powyzszym dwom prostym i kotom o promieniu 1, a §rodkach 1=0, 1==1
(por. fig. IT). )

Dla J= 0 mamy 71> — 4 1 = 0, czyli:

(A) 121—_1-?.'1/3 =e+f[-'_

Dla J =1 dostaniemy:
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) — 1
(®) b1
, 2
i 2

wreszeie dla J = oz

A=,
© Vet
,2::::

W ten sposdb plaszezyzna (4) rozpadla sie na 12 tréjkstow tukowych; dwa
z nich graniczace przedstawiaja odwzorowanie cale vlaszezyzny (J) w ten
Sposéb, Ze jeden z nich jest odwzorowaniem polplaszezyzuy dodutniej, drugi
ujemnej pdlplaszezyzny (7). Cleniowaue trijkaty odpowiadaja pitplaszezyz-
nie dodatnie], giyz ich wierzcholki / = 0, 1, co tak po sobie nastepuja, ze
okrazanie odbywa si¢ w strone dodatnia (przeciwnie jak wskazéwka Zegaro-
wa). Widzimy dalej, ze rzeczywiscie puukty /=0, 1, oo sa punktamiroz-
galezienja dla funkeyi Z (/); mianowicie w dwoéch punktach 4 mamy po trzy
pary tréjkatow, majgeyeh w 4 wierzchotki, a stad wnosimy, ze w punkecie
J=0 ma funkeyaidwa punkty osobliwe, w ktérych
schodzasiepotrzy galeziezesoba.

W punktach B mamy po dwie pary trojkatow, t. zn., ze w punkcie
J=1mafunkeyaitrzypunkty wielokrotne osobliwe,
wktorychschodza siepodwie galezie ze soba.

Wreszeie w trzech punktach € mamy po dwie pary trojkatéw, a stad
wynika, ze funkeya Zma w punkeie J=cc trzy punkty
wielokrotne osobiiwe, wktéryech schodzg siepodwie
galgzieze soba.

Kazdy trijkat ma katy —g-, = =
Funkeya u ().

7. Rownanie (14) powstanie z (11) w ten sposcb, ze polozymy:

1= (-‘i:_l)

2u

Prace Mat.-fiz,, t. VIIT. 3
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. . N .
‘Widzieliémy dalej, ze J w funkeyi A nie zmienia sig W grupie G Gdy wige

ot A R ’—N—:—l—)ﬁ do staniem:
w grupie G za 4 polozymy — (Mgﬂ ) , za —( " , G y

. AR -

grupe H, w ktrej J dane w funkeyi ilogei w nie zmieni sig weale. Grupa
z ?

H ma postad:

wi—1 =_'_l‘2—1 \
2’ - 2
i N
o — u—1
W1 g
24 2
ui—l
Hz\ T el
.7/L
e S
2wl
1 o
w1
wi—1 2u
2 +'LL2:——1 —1
=75,

Kazde z tych rownafi da cztery podstawienia postaci:
=1 {u),
tak, ze grupa H po obliczenin przedstawi sig tak:

i L out

.
W=ty 2—, & ) U Ty 8 e, 4 ;) N
g’ op—1 " a7 p R0 p—17 =0,

zawiera ona zatem 24 podstawief linjowych. Gdy wiee w pojmuj emy :jako
jedng galaz funkeyi u(J), to pozostale 23 galezie wyrazajg sie liniowo
YZeZ .

’ 2".1 (ghodzi nam teraz o punkty wielokrotne osobliwe funkeyi g ().
I tu punkty osobliwe funkeyi wu(7) sa /=0, 1, co, jak z ksztaltu tej ful.lk-
cyi wyplywa. Jakos$é tyeh punktéw wielokrotnych zbadamy, odwzorowujge
ptaszezyzne (J) na plaszezyznie (u), a wiladciwie of odeigtych plaszczy-
zny (7).
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- e MU

J jest rzeczywiste wtedy,

rze gdy (1t -+ ¥ jest rzeczywiste. Kladge
tedy p=w-+iy i przyrownywajac ]

do zera czes¢ ezysto urojong, mamy:
Y2+ y) =) @yt — 1) = 0

a wigc na plaszezyznie (u) pozostaje y rzeczywiste na obu osiach, na dwa-
siecanych kata zawartego miedzy obu osiami i na kole o promieniu 1, a srod-
kn u=0. Mieliby$my przeto 16 obszarow. Atoli funkeya ma 24 gatezie,
musi by¢ przeto obszaréw 2.24 = 48 (gdyz 24 obszary odnosza sie do pé¥-
plaszezyzny dodatniej, 24 do pélplaszezyzny ujemnej).

W tym celu polozmy:

e SR
2u T 2(xFay)

J jest rzeczywiste, gdy 2 = 1, czyli gdy:

,549‘1' _ | letape—1

P 2wy }:1'

Bezwzgledna wartosé licznika ma by riwna bezwzglednej wartosei miano~
wnika; dostaniemy przeto: ’

@y 22 —1) (2 92— 20 — 1) = 0.
J jest przeto rzeczywiste na kolach:
(k1P 4y =2,

t. j. na kolach o Srodku g = = 1, a promicnin 1’7
Poniewaz nadto:

1—1= (‘“'QH)E

2u
przeto do poprzednich kot dolacza sie jeszeze dwa kola:
2 + (y= )= 27

& wige kola, praystajgce do poprzednich, o srodkach u = - (por. fig.
III).  Dostaniemy przeto 48 obszaréw. % figury wystepuje jasno jakosé
punktéw osobliwyeh 0, 1, oo, & mianowicie:

W punkcie J=0 ma funkcya p(/) osiem punktéw
0sobliwych, w ktérych schodzg sig pe trzy galezie,
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—1dwanasciepunktéw osobliwyeh, w kto-
dwiegatezie, W punkcie J=co szes¢
h, wktoryeh schodzg siepo cztery

wpunkeie J
rych schodzg 'sig po
punktéw osobliwye
galezie. )
Kazdy trojkat na plaszezyznie (u), odwzorownjacy gérng lub dolng po-

7T

towe plaszezyzny (), ma katy % , % * 1

Mamy przeto dotychezas nastepujace wyniki:

Funkeya Jz), przedstawiona przez 7, dopuszeza nieskonczong grupg mo-
dulowa; przedstawiona przez 1 dopuszeza grupe szeSciu podstawien; przed-
stawiona przez u-— grupg 24 podstawied linjowych. Qdwrotna funkeya 4 (J)
jest fankeya algebraiczng szesciowartosciows argumentu J; przez jedne jej
galaz wyrazajg sig liniowo pozostate galezie. Odwrotna funkeya u (J) jest
funkeys algebraiczng 94— wartodeiows argumentu J; przez jedne jej gataz
wyrazaja sie pozostate (w liczbie 23) liniowo.

Pozostaje nam zajaé sig jeszeze funkeya odwrotna z (J).

Funkeya z (/)

1. Co sig tyezy tej funkeyi odwrotnej, to odrazn widoczng jest rzeczg,
#e podezas, gdy J jest funkeyg jednoznaczng argumentu 7, 0 z jest nieskon-
czenie wieloznaczng funkeyg argumentu J. Wynika to stad, ze J(z) jest

funkeys modutows argumentu 7, & j. nalezy do grupy (r, f}i%), wszyst-

kie przeto galezie funkeyi = dadzg sie przedstawié w postaci ?::i‘:z .

Widoczng jest rzecza, ze punkty J =0, 1, co 53 punktami rozgatezie-
nia funkeyi = (J) na plaszezyinie (J), gdyz w punkeie J = oo schodzg sig
wazystkie gatgzie funkeyi = (J); W punkcie J = 0 jest 7=, schodzg sig
przeto w tym punkcie trzy galezie, bo o jest trojwartosciowe; dla J=1

many 7 (1) = ¢?, schodzg sig tam przeto dwie galezie.

2. Jak wiadomo 7= %‘—, wyprowadzimy przeto obecnie pewneréw-
panie rézniczkowe drugiego rzg(_lu dla tych peryodow, a sted przejdziemy do
réwnania rozniczkowego rzedu trzeciego, ktorego catky jest funkeya =

W tym celu zauwazmy catke eliptyczng pierwszego rodzaju w normal-
nej formie Weierstrassa; catka ta brana po drodze zamknietej da
peryod:

icm
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2(0 = ’ —/-*___.._____‘(Z‘i‘—: .
P Vdyd—g, y—gs

‘Wprowadzajgc nowsg zmienng na podstawie réwnania:

= 9 .
¥ 7 !
otrzymamnmy:
L ' ] % ge
2w = 92 :/ 9 .
@ ; fim % oo
. 4.é—2—§23——g2iz——g3 J I/-Lza'—é-(z—}l)
Lecz
gt __ 21 J
g~ J—1
wiec:
20.)] L—:: 5 — dz
21 J
: ]/4 s — 7—1 (z+1)

Idge za Kleinem, nazwiemy Q peryodem unormowanym
calki 1-go rodzaju. Zbadamy obecnie zaleznos¢ tego peryodu od funkeyi J.

Kazdy peryod @ da sie liniowo jednorodunie przedstawié przez dwa pe-
ryody pierwotne:

.QI.:I I 2, , Q,:]/ifizwg,

92 /g

wige:
(@) Q=my Q + my 2,
Stad mamy:

e de a0,
® =" T

20 a0 a2,
2 o EmaE T
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Eliminujge z (), (8), (y) ilosel my, ms, otrzymujemy:

e, o, o

)

dQ a9, aQ,
A7 A7t dJ

=0.

&*Q  d20, a0,
l ar ’ odr’  4r

Réwnanie to utrzyma sie, bez wzgledn na to, jakich par Q,, 2, nzyjemy do
przedstawienia peryodn Q. Gidy przeto réwnanie powyzsze rozwiniemy we-
{lug pionu pierwszego, to spolezynniki beds zawsze funkcyaml jedno-
znacznemi funkeyi J. Dostaniemy zatem:

a0 ae )
(16) 7 TN gz 4 () 2=0.
Musimy teraz zbadaé spolezynniki jednoznacane u, i ps.

W tym celu zauwazmy catke eliptyczng drugiego rodzaju, brang po
drodze zamknietej:
o = /‘ y dy

Viy—gy—g,
to po uzycin tego samego podstawienia dostaniemy peryod UNOrMmowany:

zde 27 J
— H= —, gd = .
S v =3

Polézmy : )
VT ) =
rézniczkujge @ i — H wedlug g, otrzymamy:

aQ N / dz i / 2 dz

7 27 B

dH ' zdz 22 dz
dg _‘, 2R3 + [“’Rﬂ :
Po prawej stronie mamy trzy catki:

2% dz
| 7% («=0,1,2)
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B
nej swej wartosei z punktd 2 po kole (), wraca do tegoz punktu z tg samg
wartoseig, wige:

Sa to calki brane po kolach zamknigtych; iloraz (—zi) , prowadzony od pew-

Dla a = 0 mamy:

1y —1222—yg
é (7?) 2RY
wige:
' 1o [2de dz
(17) —ﬂy+fm—&

Dla a == 0 mamy:

P 2a B2 22t — 2% (1222 4 g)
() BBty

wiec dla a = 1:

9
d (i)ﬂﬁ_:_gﬁd-_f’f_dy

RITE IRV T IR
? 26

[a[5)=o. (-2,
wiee:
a9 Cuf ey [fe=T

Analogicznie dla « == 2 otrzymamy:

2 dz zdz 1
(19 wf g +u[gm -7

&

Réwnania (17), (18), (19) dadza:
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2dz __ 2H—3Q f‘ zdz _ gQ-18H
f 2 R? 8 (g-+27) ’ 2R® T 4g(g27)
f dz  gQ—6H '
2R T 2 (g+320)

Otrzymamy przeto :

S s+ 2 us+ae+er=0,

@) iH 1
( 4(9 + 27)%;—& :z—gQ—(y+18)H=0.

WyprowadZmy tu znown:

to réwnania (20) przejda na:

(4) 36T —1) ifg- =3 (42 -2 (J-1) B,
(B) 24J(J—1)%=3J9_2(J+2)H.

Rézniczkujac réwnanie (A), otrzymamy:

20 aQ aH .
(©) 887 (U—1) 35 + (697—42) 33+ 2(J—1) 77 — 3@ —2H=0.

Eliminnjge z réwnan (A), (B), (0) H i %I, znajdziemy rownanie roznicz-
kowe :
31 7 1
: 20 1 de | T T H
21 T e —— B e =
@ d.J? J aJ - J? (J—1)? 2=0.

Poréwnywajae to réwnanie z réwnaniem (16), widzimy, ze:

7”1(‘7):'}7"3
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3,1
1417 7 38
7y (J) = ——c—7"-.
2 (J) T (J—1)°

Widzimy przeto, Ze spélczynniki » i 7y sa funkecyami wymiernemi
funkeyi J.

Ponjewaz catkami szezegblnemi réwnania (16), sa peryody £, i Q,,
peryody te mozna obra¢ za ukiad zasadniczy calek rdwnania (21), tak, ze
kazda inna calka wyrazi sie przez nie liniowo :

Q=my Q) - my Q,.

‘Widzimy zarazem, ze miejscami osobliwemi réwnania (21) sg J = 0, 1, oo,
bedace zarazem miejscami osobliwemi dla funkeyi 7 (7). Chcage znalesé roz-
winigeia funkeyi 7(J) w otoczeniu tych miejse osobliwych, nalezy znalesé
na podstawie réwnania (21) rozwiniecia dla catek 2,1 Q,, gdyz + = 'Z—‘ :
“=2

Tych badah przeprowadza¢ nie bedziemy, natomiast przejdziemy do
réwnania rézniczkowego 3-go rzedu, ktorego calks jest = (J).

3) Napiszmy rownanie (21) dla obu calek £2;1 £, i oznaczmy spél-
czynniki przy Q'1 Q przez p i g, to dostaniemy.

Q"+ pQ 4+ q2 =0,
Q" 4 pQy + 90, = 0.
Przez eliminacye ilodei ¢ otrzymamy réwnanie:
(22) (20" — 02, Q) +p (20— 8 &) =0

Na mocy tego, ze:

znajdziemy :
a7 Q2 !

za$ pochodna logarytmowa rowna sie:

Y 00" —0.Q" 9

T 0,0 =0, 9 9,

lub na mocy (22):
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7’ Qg’
(28) o

— = 9

7=rT25
Zrézniczkujemy to réwnanie, a z drugiej strony podniesmy (23) do kwa-
dratu i podzielmy przez — 2, to otrzymamy:

'E"I 'E" 2 Qn" QO’ 2
— =) = - =2 == 2=
ok ( ) v o, T (gg) ’

Dodajac te réwnania, otrzymamy przy uwzglednieniu istniejacych juz
zwiazkow:

7 2 \1

ne "2 1 2 . 1 N
R e e f e G LR Bt

Podstawmy za p 1 ¢ napowrdt ich wartosel i oblicamy p', to otrzymamy szu-
kane réwnanie: :

! 3 23
o7 T 3a—7 T Riu=1

Takiemn réwnanin rézniczkowemu czyni zado$é funkeya v (J). Idae za
Cayleyem nazywamy wyraZenie lewej strony sz warcyanem funkeyi
7z (J) i oznaczamy podiug Kleina przez [z],. Jak zteoryl réwnah réznicz-
kowych wiadomo, szwarcyan posiada te wlasnoé, ze nie zmienia sWej
wartoscl, gdy na ilosei ¢ dokonamy dowolnego podstawienia grupy liniowej

a6 |ad|__ P ) e o _— -
Py 2l lcd l = 1. Najogolniejsza przeto calka rownania (24), a zara

ar + b
cc+d’
skadingd.

Prawej stronie rownania (24) mozna nadaé postac:

zem najogdlniejszg gatezig fankeyi = jest co zresztg wiemy juz

1

p 1y
yy2—1 R
+ 2,577 +

2J (J—1) ’

»2—1

@5 [ =

gdyz rownanie to jest zgodne z réwnaniem (24) dla » =2, v, = 3, »; = oo,
A ze calkg réwnania (25) nazywamy funkecysg s—Schwarza, albo
funkeya tréjkgta ioznaczamy przez:

icm®
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1 1 1
‘5(;1_!’ ;?'a-/" =7)7

L&
przeto i funkeya z jest pewng funkeys trojkgta

T(J)_—.s(%, -é- 0, J).

Na tem poprzestajemy, nie wehodzae blizej w sama teorye funkeyj tréjkata.

Lwéw, lipiec, 1895.
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