H. 6YLDEN. TEORYA ANALITYCZNA ORBIT
PLANETARNYCH.

Traité analytique des orbites absolues des huit planétes principales.
Tome I. Théorie générale des orbites absolues, Stockholm, 1893, 4° sty. V—573.

STRESCIZ

M. ERNST.

Prace Gyldéna, dotyezace mechaniki nieba, specyalnie zag teoryi
perturbacyj w ukladzie planetarnym, znane sg po czeSel szerszym kolom
matematykéw z , Acta mathematica,* w ktdrych byly oglaszane. Podana
w 1-szym tomie niniejszego dziela teorya sktada sig z caterech czeei glow-

- nyeh. Ksiega I obejmuje cynematyke orbit bezwzglednych; IT - zwigzki
pomigdzy argumentami, nalezgcemi do dwu planet; IIT — rozwiniecie funk-
eyl perturbacyjnej; IV wreszeie ~— rownania rézniczkowe ruchu planet.

Metoda Gyldéna ma, wedlug samego autora, dwa gtéwne cele:
1) uezyni¢ rachunek mozliwym w tych razach, w ktérych inne metody pro-
wadzg do rozwinieé rozbieznyeh; 2) uproscié rachunek liczbowy.

Podstaws teoryi orbit bezwzglednych jest wprowadzenie, zamiast elips
keplerowskich, innyeh krzywych z ruchomemi absydami, mianowicie t. z.
krzywyeh periplegmatycznych.

KSIEGA 1.
Rozdziat I

Krzywa periplegmatyezng nazywa autor krzywa, ktéra
przebiega przestrzen pomigdzy dwiema kulami spdtsrodko-
wemi W ten sposéb, ze wklestosé jej zawsze zwrécong jest
ku pewnej prostej przechodzgcej przez Srodek, tak, iz normalna w danym
punkcie krzywej zawsze przecina kule wewnstrzng. Promien wodzacy
punktu, poruszajgcego sig po takiej krzywej, dosiega kolejno swej najwiek-
szosel I najmniejszosci w granicach skoriczonych. Na zasadzie wymienio-
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nych wlasnosei krzywej periplegmatycznej, jestesmy w §tanie Wyprowadz;é
jej réwnanie. Niechaj érodek wspélny dwéch' kol bedzie pocz@f,klem:'si)o -
rzednych prostokatnyeh; jezeli rozwazaé l?qdz1emy tylko krzyvv_e peu}y) eg-
matyczne, lezgce na jednej ptaszczyznie, 1 zastapimy _kule kolaml’, .to. v.a‘,ru-
nek, aby wklestodé zawsze zwrécon@.bﬂa ku prostej, przechodzgcej przez
grodek, wypowiada sig przez réwnanie:

Py _ o
J/W— >

i j e j artosé ig; praycz prosta, przecho-
dzie IT jest funkeys, majgeq wartosé dodatnig; prayczem p 2 Drze
(gizq,ca‘, przez §rodek, j:ast 0§ odeigtych. Warunek ten w ukladzie spibrzed-
nych biegunowych wyraza sig w postaci:

3

. 2 {—ZZ; cos (v—aw) — 7 sin (v— cuf]} .

r ﬂ — 2 (LL) —r= 7 sin (v—w) T
dv? dv _

gdzie v jest kat pomigdzy promieniem wodzgeym a 951@ u%da.du biegu‘nox;;gg,
o za$ kgt pomigdzy ta ostatnig a osig . Obierajge klEl:ullBk osi unktadu
biegunowego w ten sposéb, iz w =v — 90°, otrzymamy rownanie:

dr 9 ilr_)Z__ a— gl
1) YT ((Zr, ! ‘
Piszgc to réwnanie w postaci:
pl
r p__ P

gdzie p jest ilogcig stata, mozemy latwo wyraz.ié .drugf@ w.vl"asno’s‘g kl:zy‘;gﬁlz
periplegmatycznych, dotyczacs najwiekszosei 1 najmniejszoscl prom .

) = , otrzymujemy:
wodzacego. Kladae 1'—J =1-+p. I= 7 (1 -+ P), otrzymuj

d*o - P.
®) Lt
”
i —1i—>0, aza~
Azeby, wedtug warunku, bylo II > 0, musl byé P>—11 7 >

tem o > — 1; jezeli wiegc zcatkujemy rownanie (3), to krzyvga okreélonla
przeze to 1'éwna;11ie tylko wtedy moze byé perlplegmatyczn%, lg v gljn mac};
Procz tego jednakze, azeby promien wodzaey zawartym byl W g
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. . . . R e e . d%
skoficzonych i posiadal W pich maximum i minfmum, musi —%, a zatem

i P—p, przyjmowaé kolejno wartoei dodatnie i ujemne. Po za tym wa-
imkiem funkeya P moze byé obrana w sposdb bardzo rozmaity.
Whprowadzajgec w réwnanie zamiast o zmienng 7, okraslong zwigzkiem

v = Ye dz, 1 calkujac wedlug zmiennej z, mamy:

.;-2
} dry\? ¢ (T
) (_(E)—yj_ﬁh_zo =

Réwnanie to jest niezaleznem od drugiej pochodnej; — % I jest dowolng

stalg calkowania: Promied wodzacy dosiega maximum lub minimum, gdy
dr
o

¢ n
(5) '—=~h——20f7_—3 dr .

= 0; jest wtedy:

Jezeli mamy do ezynienia z krzywa periplegmatyczng o stalym diastema cie
t. j. taka, ktéra w maximum i minimum dotyka odpowiednio wiekszego
i mniejszego kota, przyczem promienie tych kol sa ilosciami statemi, to réw-
nanie (5) musi mieé¢ dwa pierwiastki #, i r;, odpowiadajace najwigkszej i naj-
mniejszej wartoSel promienia wodzgcego; diastematem jest 1—,. Jezeli
jednakze réwnanie (5) posiada wiecej niz dwa pierwiastki, w takim razie
krzywa, okredlona przez réwnanie (3) jest periplegmatyczng o diastemacie
zmiennym.
Roéwnanie (5) mozemy napisa¢ w postact

(7"“7'0) ("1_L) _

Feyr

gdzie F' (r) oznacza funkeye, ktéra nie jest zerem dla r=r;, ani dla r=1;
z rownania zatem (4) otrzymujemy.

VeF(r)dr

F (7) dr — albo e
72V (r—ry) (r—1)

e e dy =
V(r—rg) {ri—r)

dr =

Z tego ostatniego réwnania znajdujemy kat zawarty pomigdzy najmniejszym
i najwigkszym promieniem wodzgcym:

TV F dr
Ve [—refler
/ 2V (r—ro)r,—r)

7a
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Kat ten, jak widzimy, posiada wartos¢ stals i w ogdlnosei jest, oczy-
widcie, niewspllmierny z obwodem kola, i dlatego absydy krzywej pe-
riplegmatycznej przypadaja w najrozmaitszych kierunkach; krzywe peri-
plegmatyczne tedy muszs oczywiscie przecinad sig nieskoficzong liczbe razy,
jezeli liczba obiegéw naokoto kola wewnetrznego jest nieskoriczenie wielks.

Funkeya IT, jak wiemy, czyni zado$é jednemu warunkowi, mianowicie
II > 0; niech bedzie II = 1T+_i_il@2 , gdzie o > — 1, B, zas jest jakimkol-

wiek ntamkiem << 1. Podstawiajge to wyrazenie w réwnaniu (2), mamy:

.
o
dv?

T+ (1—p8)e=0, skad

o==ncos (V1—B,.v —I) = »cos[.

W réwnanin tem » i I' sa stalemi calkowania, a /= ¥1—p, .o — I} lub
tez jeszeze, kladae V' 1—f; = 1—g, mamy:

o =~xcosf, gizie f = (1—¢) v—T.
Latwo rowniez otrzymaé r jako funkeye ilosel £ w postaci:

a (1—=x?)

§o= —l-_—l_m—s-T 3 gdzxe a4 =

P
1—z2"’

Krzywa, wyrazona przez to réwnanie, jest periplegmatyczna, przecinajgea
samg siebie nieskoiiczong liczbe razy; punkty przecigeia lezg na kolach
__el=mn) gdzie d jest liczbg catkowita. Kolate au-
1 -+ % cos dgs’
tor nazywa izopyknotami. Poniewaz 4 oznacza jakakolwiek liczkg cal-
kowitg od — oo do -+ co, wige liczba izopyknot jest nieskonczenie wielkg.
Do dalszych wiasnosei krzywyeh periplegmatycznych, kiére moina wypro-
wadzi¢ analitycznie, nalezy ta, iz krzywizna rozmaityeh ich zwojow w punk-
tach przeciecia jest jednakows, Ze promied wodzacy, przechodzacy przez
jaki$ punks przecigcia, dzieli kat, utworzony przez dwie styczne do krzywe]
w tym punkcié, na dwie czesci rowne. .

Niechaj teraz IT bedzie funkeys, zaleing jedynie od v i zawierajaes
tylko wyrazy peryodyczne, postaci:

o promienin r; =

I=a,+ a COS(}.,IU'+’b1)+a2Cos(lp‘v—{_bg)_‘_"-

Wyrazenia formy Sa cos (v - b) 1 Za sin (Ao - b) nazywa a.l}tOI‘ agre-
gatami peryodycznemii podaje niektoére ich wiasnosci, w oddziel-
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nych wyrazach nazywa a; spblcz yonikami, A—szybkodciami
b—argumentami poczgtkowemi

Podstawiajac powyzsze wyrazenie funkeyi I w réwnaniu (2), otrzymu-
jemy réwnanie rézniczkowe liniowe rzgdu 2-go, ktérego calks jest:

p _ Clevr+vf:dv + 093““”-”./'“1”

© z T,

k]

glzie C;, C, sy statemi eatkowania, z—agregatem peryodycznym, kidrego
wartosé nie dosigga jednosei, » za§—sp6lezynnikiem stalym rzeczywistym
lub urojonym, zaleznym od statych e i s

Krzywa, wyrazona réwnaniem (6), w Zadnym razie nie jest krzywg pe-
V4

Py

P

riplegmatyczng. Jezeli bowiem » jest liczbg rzeczywists, to moze wzra-

sta¢ do nieskonezonoSci, jezeli za§ » jest liczbg urojong, to przechodzi

nieskoficzong liezbg razy przez zero Wpierwszym razie mogltoby byé %: 0,

¢o nie zgadza sis z warunkami, i)rzy ktorych krzywa periplegmatyczna jest
mozliwg.

Jezeli jednakze mamy II = 2"'7 —_

(1 — —:—) 4, gdzie 4 jest agrega-
4

tem peryodycznym z wyrazem stalym, to wprowadz&jgc“y—zf =149

i wstawiajae w rownanie (2) wyrazenie I7, otrzymamy :

d2g
dv?

+ 14+ 4)e=0,
skad
) = 018”"+"f:d” + CQG_"“—VJ“'“’”
=4 Vm b

Poniewaz o musi mie¢ warto§é skorczons dla krzywej periplegmatycznej,
wiee, wylaczajac wartoscl rzeczywiste spotezynnika », i nwzgledniajae tylko
urojone, otrzymamy dla g rezultat w formie agregatu peryodycznego; ozna-
cza to, i% o, a zatem r oscyluje pomiedzy granicami zmiennemi. Piszac za-
tem 7v zamiast » i kladac

L% W G
itz 2"

TR

otrzymamy dla promienia wodzgcego:
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— P ’
7 = L-+neos(ve 4+ vfzdv —T)°

Widzimy stad, iz w rozwazanym przypadkun » zawsze jest ilogeig skonezong,
jezeli |9 | < 1; a warunkiem koniecznym i dostatecznym na to jest, azeby
zawsze 4 ) Oy << 1 -2z W tym razie krzywa, okredlona przez réwnanie
(7), jest periplegmatyczng o diastemacie zmiennym.

Dwa rozwazane rodzaje krzywych periplegmatycznych, mianowicie
¢ diastemacie statym lub zmiennym, majg te wspilng wiasno§é, iz diastemat
staje sig zerem, jezeli stale calkowania sy zerem. Autor nazywa te dwa
rodzaje krzywych orbitami posredniemi, poniewaz dajg one przybli-
zone wyobrazenie o ruchu cial niebieskich; mianowicie pierwszy rodzaj wy-
obraza drogi komet w poblizu planet, drugl zas ruchy ksigzyca i cial niebie-
skich, znajdujacych sig w warunkach podobnyeh jak ksiezye.

Ogolniejszym typem krzywych periplegmatycznych o diastemacie zmien-
nym jest ten, gdy diastemat nie rowna sig zeru, a stale catkowania sg ze-
rami. Taka krzyws otrzymamy naprzykiad, gdy:

o Ve ¥ P
H=T)+(ﬂx+ﬂsﬂ) (1— 7)‘) '—?A,

gdzie H jest funkeya pewnych spélezynnikéw statych, 4 zas agregatem pe-
ryodyeznym postaci:

71608 [(1—0y) v—B;] —+ 75 cos [(1—0y) v—By] 4 .. .3
7: 1 0; 83 matemi ilogciami dodatniemi.

Podstawiajae wyrazenie IT w réwnaniu (3), mamy:

ZQ
(®) L8 —p—p H) o =—4,

oznaczajac Vi — g, — p, H Drzez 1—¢, otrzymujemy:

) o=xcos [(1- ¢) v —I'} % eos [(1—a;) v— By]
duycos [(1—oy) v—Bo] 4 .-

glzie i I'sa stalemi calkowania, a spétezynniki maja postaé:

- e
T d—a)f—(0—F—F B’

Wyraz f; H wystepuje zawsze W réwnaniach rézniczkowych, okresia-
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jacyeh ruch planet, funkeya za¢ H, odpowiednio wybrana, czyni rozwiniecie
catki ¢ zbieznem; w danym razie dowodzi autor zbieznosci szeregn (9), jezeli

H=u24u ...

Funkeye H nazzwa z powyzszych wzgledéw horystyczna.
odpowiednio funkcye s i zz, mozna réwnanie (9) napisa¢ w postaci

Okreslajac

o = 7 cos [(1—¢) v—a],
skad
P
17 cos [(I—¢) 2—mn]

o=
Znalazlszy maximum i minimum dla 7, otrzymujemy dla diastematu w danym
momencie, Wwyrazenie:

QQM]
1—g? "

Fi— 1y =

Funkeya  nazywa sie diastematyczng. W teoryi planet jest to fank-
cya, zawierajgea, précz wyrazu statego, tylko wyrazy peryodyczne, ktére
przyjmujg wartosei stale, kiedy szybkosei avgumentu znikajg; w tym osta-
tnim razie 5 ma warto$é stats, mianowicie oznacza mimodréd elipsy. Wszyst-
kie wyrazy funkeyi diastematycznej, odnoszace sig do mimosrodu, nazywa
autor wyrazami elementarnemi. T¢samg nazwe nadaje tez wyra-
zom, ktérych spotezynniki nie stajg sig zerem wraz z sitami perturbacyjnemi.
Wyrazy, posiadajace powyisze wlasnodel, ktérych argument ma postaé
ov 4 4, nazywajg sig elementarnemi typu (4), wyrazy zas z argu-
mentem (1—¢)v 4 B sg elementarnemi typu (B). Poniewaz wteoryi
planet 6 jest iloscia pierwszego rz¢du wazglgdem sit perturbacyjnych, wige
Tatwo dostrzedz, ze peryod wyrazéw typu (4) jest zawsze bardzo dingi, wy-
raz0w za$ typu (B) nie o wiele dtuzszy, anizeli czas obiegu.

Wyrazy, majgce ten sam argnment, co wyrazy elementarne, lecz kio-
rych spétezynniki zawierajg jako czynnik potege lub iloczyn sit perturbacyj-
nych, nazywa autor podelementarnemi rzedu 1,2...n, zaleinie od
rzedu owego czynnika; wyrazy, ktdre stajg sie nieskonczenie wielkiemi, gdy
sity perturbacyjne sg zerem, nazywa nadelementarnemi.

Bezwzgledne orbity planet sg krzywemi periplegmatycznemi, ktérych
réwnanie ma postaé:

a (1—n?)

10 T -+ 5 cos [(1—¢) v—a] °

Autor dowodzi, ze réwnanie to tylko wtedy jest rownaniem krzywej periple-
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gmatycznej, jezeli  jest funkeys, ztozong z samych wyrazéw elementarnych
typu (4); o zas musi by¢ wyrazeniem typu (B), jezeli, wychodzge z réwna-
nia (10), dla obrachowania ¢ otrzymamy réwnanie formy:

d% 3 1 dy* do 3 1 dip® \?
R i ol i i (“‘)

dv

1 d*y?
Lo — .
1—n?  dv? } ¢ X

X okresla sig rownaniem:

1 1 1 Ay de | 1 1 dn? )2
= 1+o {1 T X+ 31— dv dv T2 0—)® (—tlT b
2 dy?\? 1 a2
+ A=) ((Z_L) + 1—n* dv? }

Wartodé liczebna ilodei ¢ zawsze pozostaje << 1.

Odniesmy ruch punktu po krzywej periplegmatycznej
do dwoch ukladéw spotrzednych o spdlnym poczatku
W pierwszym ukladzie, majacym polozenie niezmienne w przestrzeni, niechaj
spolrzednemi punktu beda x, v, z; w drugim zag, ktérego osie £ iy zawsze
lezg na plaszezyznie, okreslonej przez dwa po sobie nastepujace promienie
wodzgce, a zatem wmiennym, spolrzednemi punktu niech byda &, #, {. Nieck
dalej 7 bedzie pochylosciy zmienny ptaszezyzny «y wzgledem plasz-
czyzny &y, § — katem pomigdzy linig przeciecia plaszezyzn azy i &n,
a oslg « W plaszezywnie 2y, ¢ zad katem pomiedzy linig przecigeia a osig &
w plaszezyznie &. Wreszele niechaj danym bedzie jeszeze trzeci uktad,
zwigzany niezmiennie z plaszezyzny chwilows, tak, iz spélrzedne punktow
stalych tej plaszezyzny wzgledem tych osi nie ulegajg zadnej zmianie; spél-
rzednemi punktu ruchomego w tym uktadzie niech beda x, ¥, #, katowi o
w tym ukladzie niech odpowiada kat 5. Jezeli oznaczymy szybkosé obrotu
plaszezyzny chwilowej przez A, u, », to warunek, aby obrét odbywal sig na-
okolo promienia wodzacego, wypowie sig przez réwnania:

Rozdziat II.

do dy N
(11) Zl:O;O:—'EZ_f+GOSZ—¢T{’O—M1—_W"'

Jezeli kat pomigdzy promieniem wodzgeym a osig 2, oznaczymy przez w,
a promien wodzacy przez 7, to bedzie @, == 7 cos w; o = r sin w. Pod-
stawiajac te wartosel w trzeciem z rownai (11) 1 zwazywszy, iz
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— di —_. . d
A = co8 6 —; — S8in o 810 ¢ —
dt dt ’

.= di — . d
y:@luam—l—cos(ysm i

do . df
ar—-———(ﬁ—}—cos i
otrzymamy, jako réwnanie trzecie:
- di - . df
(12 n (1 — ) — = — o)sind = .
(12) sin (1w °) cos (w o) sind —

Niech bedzie I katem migdzy osig  a rzutem promienia wodzacego na ptasz-
eczyzne y, b za$ szerokoseiy punktu ruchomego wzgledem tej plaszezyzny.
Wyrazajac @, y, z przez », b 111 wprowadzajae do tyech wyrazen katy
w, 6, o, i, za pomoea odpowiednich przeksztaleen, otrzymamy migdzy innemi:

(13 3 = sin b = sin 4 sin (w0 — 0);
dy » — dw o ' Y
77 = sin @ cos (w — o) 3 =+ cos 4 sin (w — o) =

Lo — do
— sin ¢ cos (w—o) e

- . . . . . — @
Podstawiajge w ostatniem réwnaniu zamiast sin (w — o) o prawg strong
[£

réwnania (12) i uwzgledniajac drugie z réwnan (12), znajdziemy:

Ay . — dw ) S =,
(14) 77 = sin dcos (w — o) R albo Ty = Sin i cos (w— o)

z réwnat za$ (13) i (14) wyplywa:

o dz \? . R dz\*
sma:]/g*—f—(?ﬁ) ; cosq:l/l—s-—-(ﬁu).

Polozenie osi £ w plaszezyznie £y jest w ogélnosei zmiennem; niechaj omo
sie zmienia wedlug pewnej funkeyi skoficzonej cigglej czasu N. Wzigw-
WSzy

;. do . d
(15) N= b7 + cos ¢ a7
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mozna otrzymaé réwnanie

B ill_‘_’(lv .
Cosbdt:—h‘m—k‘?zi\a

gizie v oznacza kat pomiedzy promieniem wodzgeym a osig & zas y, = cos i.
7 drugiej strony jest:

dl . dw

el ) v aw
cos? b 7= s o

skad wyplywa

dw v .
m = —Et‘ + N .

dg

Oznaczajac N przez T

znajdujemy, przyjmujac stals catkowania réwng
Zeri:

w=v4g.

Biorge na uwage warto§é Y — N zvownania (15) i nwzgledniajge drugie
z rownai (11), mamy:

i d{o—0a) -
%=-‘(a_dt—o“a GA=a+g?

wW—0 = v— 0.

7 powyzszego wyplywa, iz g jest to kat w plaszezyznie chwilowe] pomigdzy
osig stala a ruchomg.
Okreglajac kierunek osi & przez waronek ¢ = 6, otrzymamy:

dg o

. a8
i (1—cos ) T

o oznacza, iz g jest wielkoseig drugiego rzedu wagledem pochyltosel. W te-
oryi perturbacyj planetarnych %{% jest ilogciy zawsze bardzo mala, gdyz
plaszezyzne stala mozemy obraé tak, aby dostawa kata i niezbyt réznila sie
od jednosci, a drugi czynnik po prawej stronie, wyrazajacy szybkosé ruchw
wezla, zawsze jest ilodcig bardzo matg. Dalsze badania wykazuja, iz funk-
cya g ma postaé
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g=got T G

gdzie g, jest staly 1-go rzedu wzgledem sit perturbacyjuych i drugiego
wzgledem 4, G za$ jest agregatem peryodycznym. Procz tegow przypadku
ogélnym jest ¢ = o + ¢o ¢, zatem

6 =10+ G,

t. j. w przypadku ogéluym (gdzie ¢ nie réwna sig 8) srednie wazrastanie kata
o jest takiez, jak 1 kata 6.
Poniewaz w — ¢ =v — § — @, mamy:

3 = sindsin (v—6— @),

3

. , dt
7y = Sindcos v—80—G) (1+yn )

Ay

W ten sposéb fankeya 3 (jak rownies oczywiseie 11 7) jest zalezna od agre-
gatu peryodycznego. Autor stawia wiec sobie w dalszym ciggu zadanie
znalezienia podobnych wyrazen dla funkeyj trygonometrycznych katow 61 4.
Przypusémy, iz w szukanych wyrazeniach wystepujg wyrazy elementarne
i ze dla § mamy rozwinigeie formy:

y=usin [(1 -+ o—08] 4y sin [(147)v—S]+...

gdzie v, v, S; s stalemi, przyczem pierwszych kilka . sg rzedu pochyltosei
i—r; rzedu sit perturbacyjuyeh, S zag—pewnemi katami; o, f niech beds nuwa-
zane za stale catkowania pewnego rownania drugiego rzedu, okveslajacego
funkeyg3. Obierajge odpowiednio funkeye 71 £, mozna napisac takie:
3=ZIsin [(1+47)v— 2,
d

E-ﬁ-:lcos[(l—l—r)v*-Q]—l—(C):

gdzie () jest pewna funkcya natury okreslonej. Autor znajduje szukane
wyrazenia w postaci:

sinésin = — I sin (w— Q-+ &) 4+ (D) . sin (v— &),
sin 7 cos 8 = I cos (v — Q -+ @) 4 (()) - cos (v — G).

(10)

Z tych wzoréw wyplywajs wzory dla wszystkich funkeyj trygonometrycz-
nych katow 0 1 4.

Wysokosé po nad plaszezyzng stals, do ktorej sigga krzywa periple-
gmatyczna, nazywa autor anastematem. Wartodé tego anastematu jest
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dana przez iloczyn rI, jezeli » i I oznaczaja te wartosel funkeyi » oraz I,
jakie odpowiadaja tym funkeyom, gdy ich argumeut

(1+no—Q=Qn-1)=,

gdzie n jest jakgkolwiek liczbg calkowity. Z tego powodu nazywa autor
Ifunkcya anastematyczng, argument za§ powyiszy —argu-
mentem anastematycznym Procz tego argument ten, jak idru-
gi (1—s) v—m, nazywa autor argumentami astronomicznemi,
poniewaz od tych argumentéw, nader ezgsto uzywanyeh w astronomii, zalezy
promief wodzacy oraz spélrzedne prostokgtne punktu, poruszajacgo sig na
kizywej periplegmatycznej. Ogolniej, nazwa argnmentéw astronomicznych
przyshuguje tym wszystkim argnmentom, ktérych réznica od argumentow, wy-
zej wymienionych, wyraza sig pruez agregat peryodyezny; dwa takie argu-
menty nazywajg sige izocynetycznemi. Wreszcie, gdy agregat pe-
ryodyczny, stanowiaey réznice pomigdzy dwoma argumentami izocynetycz-
nemi, zalezy rowniez tylko od tych argumentow, argumenty te nazywajg sig
homorytmicznemi Spétezynniki x, x, ..., 0 ktéryeh byla mowa
wyzej, s spolezynnikami diastematycznemi, spotezynuiki
a8 1, 1. - . —anastematycznemi. Jezelite spotezynniki wazyst-
kie rownaja sie zeru, to funkeya diastematyezna, oraz anastematyczna majg
wartodei stale, mianowicie y = », I ==
Te dwie wartogci autor nazywa odpowiednio modutami diaste-
matycznymianastematycznym.
Rozdziat IIL. Wedlug 2-go prawa K eplera, mamy

#2
= —— dv.
Ve

W teoryi orbit bezwzglednych taki zwigzek nie zachodzi; tu bowiem za-
I

miast ¢ wystepuje funkeya £, przyczem %‘;— nie bardzo vézni sie od jednosei.

Zwazywszy to i podstawiajac zamiast r wyrazenie jego wedlug réwnania (10),

otrzymamy:

3 3
_ e A—y%*
(16) = v {1—n cos [(1—g) v—m)}t

dv .

W réwnanin tem zamiast ¢ podstawiono przyblizenie réwng mu wartosé
ua (1—n?); p jest stalg, ktérej wartodé w ukladzie stonecznym dla wszyst-
kich planet jest prawie jednakowg. Aby zcatkowac wyrazenie (16), ozna-

Prace mat.-fiz. t. VIL 1
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.o-3 . .
ezgamy Vupa * przez #, argument diastematyczny (1—g) v—=a przez I
i wprowadzmy zamiast F argument E, homorytmiczny z F wedlug zwigzku:

cos BE—y sin ¥ F1—y? sin E
sin o= ——

08 F = ———~ L L A—
608 I—zcos &7 l—y cos B 7

tak, iz odwrotnis jest

- . cos F -+ o . T—y* sin F
(17) cos B = L—U?—j— L sin B = “—7/——\]—”~—Jj ,
149 cus F 15 cost
oraz
1 1= enn B
T+tgeosF 1—n?

Ostatnie wyrazenie, podstawione w riwnanin (10), daje
(18) # o= (1 —y cos E).

Réwnania (17) 1 (18) sa zupelnie analogiczne z zachodzgcemi w teoryl orbit
eliptycznyeh: F odpowiada anomalii prawdziwej, & anomalil ekscentrycz-
nej, 9 zad mimosrodowi, tylko ze w teoryi orbit absolutnych » jest fankeyy
elementarna typu (A), jak powiedziano wyzej.

Mnozace rownanie (16) przez (1—sz) i oznaczajac (1—¢) v—I, przez f,
Kladae zatem F =7 (z—I), wyrazamy df, jako funkeye ilo§ci B w po-
staci:

Vi—? sin
CAf = ——— AF +
1 —75 cos K ” I'1—n* (1 —y cos L)

dy + d (a—I).
Mamy zatem po podstawieniu, dla & réwnanie:

(1—y cos E) sin B

1—y?

(1—5) nd¢ = (1—y cos B) dE —+

dy

+ (1—7y cos E)?

3

- 1 (a—1").
V1i—y? =i

Przypusémy, ze po scalkowanin tego réwnania, otrzymaliSmy wyrazenie

(1_.;) WA+ Ad—n=8—y s B (1—e) X,
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gdzie / jest dowolng stala catkowania, X zag funkeya dotad nieznang, od
ktorej okreslenia zalezy okreslenie funkeyi . Oznaczmy

1

(19 G=(1l—-nl+J4—a-+(1— X,

zatem

G=FE—ny sin E
7 tego ostatniego réwnania widzimy, iz pomiedzy G 1 E w teoryi orbit
bezwzglednych zachodz taki sam zwigzek, jak pomiedzy anomalia $rednig
a ekscentryezng w teoryi keplerowskiej.

Funkeye & mozna rozwinaé na szereg, wedlug wstaw wielokrotnych
kata F, wianowicie:

G=I—+ [—]1— 4, — —i- 3 (AD#AE)] sin F

-+ [——i— 45 ——3? bt (.—51—.43\] sin 2F - ...

gdzie

4= '—1)?.2.(*-1_# )
{ 1+ FVl—p?

Wszystkie ilofel 4 mozna rozwingé na szeregi wedlug poteg fankeyi
diastematycznej . Przy pomocy dosyé zlozonych rachunkdéw otrzymuje sie
szereg na (1—¢) X, i okazuje sie, iz X jest zawsze ilofeia malg pierwszego
rzedu wzgledem sit perturbacyjnyeh, oraz fankeya liniows spbtezynnikow
diastematycznych.

W dalszym ciggu antor podaje rozwiniecie poteg caltkowityeh dodat-
nich agregatu (G—F), rozwinigeia sin 1@, cos G, sin i (F—@), cos % (F— @),
gdzie A jest jakgkolwiek liczbg rzeczywista. Spélezynniki wyrazdéw tyeh
rozwinieé s fankeyami funkeyl diastematycznej i moga byd rozwiniete na
szeregi wedlng poteg tej ostatniej. Autor podaje te rozwinieeia z wyracho-
wanemi liczebnie spélezynnikami az do wyrazéw, nie moggeych wplywacé na
dokladnogé rezultatéw. Wazystkie te rozwinieeia maja na celu okresli¢ za-
leznos¢ miedzy argnmentem diastematycznym a czasem zre dukowanym,
jak antor nazywa fankeye £, jak rowniez pomigdzy { a dlugoseis, rachowa-
ny w ptaszezyznie ruchomej; z tych zad zaleznoscl wyptywaja przez zasto-
sowanie odpowiednich zwiazkow wyrazenia innych funkeyj, okre §lajacych
polozenie punktn ruchomego w orbicie periplegmatycznej.

‘We wszystkich wyrazeniach, okrelajgeych zalezno$é

Rozdziat IV. . e . ; .
ozdziat IV. 1\ miedzy polozeniem punktu, poruszajgcego sig po krzywei
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periplegmatycznej, wystepuje pewna ilo$é stalych, niezaleznych od siebie
wielkosci, majacych znaczenie elementéw krzywej. Pomigdzy temi elemen-
tami autor rozréznia elementy pierwotne, t. j. wystepujgce jako stale
catkowania przy rozwigzanin zadania o ruchu punktu o masie réwnej zeru,
przycigganego wedtug prawa N ewtona przez inng mase ruchoms, oraz
wtoérne, ktre algebraicznie wyplywajs z elementow pierwotnych. Ile-
mentami pierwotnemi sg:

A — dlugosé bezwzgledna punktu rnchomego;

I' — diugosé bezwzglgdna punktu przystonecznego;
6 — diugosé bezwzgledna wezta wstepujgcego;

« — protometr;

» — modul diastematyczny;

« — modul anastematyczny.

Przez dtugosé bezwzgledng autor rozumie diugo$é dla epoki ¢ =0, przez
protometr za§ — element, odpowiadajacy W teoryi orbit eliptycznych
potowie osi wielkiej.

Do elementéw wtornyeh zalicza antor spélezynniki diastematyczne
i anastematyczne, oraz odpowiadajgce tym spolczynnikom argumenty po-
czatkowe; co sig tyczy szybkosel, te, jako niezalezne od wyzej wyliczonych
elementéw pierwotnych, nie zaliczajs sie do elementdw.

Jezeli zamiast w, jako element pierwotny uwazaé bedziemy ruch dre-

3
dni, dany przez réwnanie: n = Vu @ °, to zamiast x i. wystapia jako ele-

menty: ¢ (sigma) — stosunek sredniego ruchu punktu przystonecznego do
$redniego ruchu punktn ruchomego, oraz — v, t. j. stosunek sredniego ruchu
wezla do Sredniego ruchu panktu. Dwa w ten sposéb otvzymane ukiady
glementéw pierwotnych, wszakze nie zawsze jednakowo dobrze wyobrazajs
ruch punktu, a to dlatego, iz szybkosé argumentn, ktérej jako spétezynnik
odpowiada jeden z moduléw, pomnozona przez Sredni rnch punkiu ru-
chomego, tylko wtedy réwna sig Sredniej szybkosei punktu przystonecznego
lub wezla, kiedy 6w modut jest wiekszym od sumy wszystkich innych spoi-
czynnikéw diastematycznych lub anastematycznych. Wogdle nalezy tu roz-
rézniaé trzy przypadki:

1. modut diastematyczny (lub anastematyeczny) jest wigkszy od sumy
spotezynnikéw diastematyeznych (lub anastematycznych), przytem wartosé

_ tych spétezynnikéw ma byé dodatnis;

2. jeden z spdlezynnikéw jest wigkszy od sumy pozostalych spélezyn-
nikéw w polaczeniu z modutem;

3. ani modul, ani zaden ze spélezynuikdw nie jest wigkszy od samy
reszty spélczynnikéw.

‘W pierwszym przypadku szybkodé argumentéw jednego z wyrazdw,
zaleznych od moduldw, jest jednoczesnie ruchem srédnim punktu prazysto-

icm
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necznego lub wezla, gdy szybkosé sredniy punktu przyjmiemy za jednosé.
W tym przypadku wzory bez Zadnych zmian odpowiadajg rzeczywistosei.
W drogim przypadku wyprowadzone wzory zachowujg w zupetnosei swa po-
staé, tylko nalezy w nich x, ¢ i I" Zastgpi¢ przez s, ox i B, jezeli chodzi
o spolezynniki diastematyczne, albo ¢ i © przez um, vu, Sm, jezeli chodzi
o spétezynniki anastematyczne; skaznik n oznacza te spdlezynniki i odno-
szace sig do nich wielkodei, ktore s wieksze od sumy pozostalych spélczyn-
nikéw. W tym razie kat o, nt wyraza sredni ruch punktn przystonecznego,
zad v, nf — $redni rueh wezla. Co sig tyezy przypadku trzeciego, to jak
pokazuje autor, i w tym razie zachodzi redni ruch punkte przystonecznego
i wezta; wartos¢ tego ruchu jest s, gdzie o jest ilofeia rzeczywista skon-
ezong; jedynie gdy o = 0, ruch punktéw powyzszych zasadza sig na waha-
nisch w okreslonyech skofezonych granicach.

7 pownych rozwazan wynika, iz Srednie wartosel wyrazei 5 cos (z—1I)
insin (n~I’,) sg odpowiednio » i 0 (w pierwszym przypadku) oraz i, i0
w drugim. Srednia wartogé % ktorg oznaczamy przez 5,® wyraza si¢ przez

Ne? = At (1-szy przypadek)
przytem Xx® << %, tak iz w przyblizeniu 7,* = »*. Wprowadzajac
w réwnanin (10) zamiast 5% 5 cos (m—1I') i 7 sin (@—1I) ich wartosci Srednie,
otrzymamy w pierwszym przypadku:

. @ (1—x2)
T T Fxcos[l—gv—T)

i odpowiednio w drugim:

_ @ (1—5,)?
T Tdxeos[(I—g) v — B’

Krzywe, wyrazone przez powyzsze réwnania, w przyblizenin odpowiadaja
ksztaltom orbit planetarnych; za pomocs kolejnych przyblizen mozna przy
pomocy tych réwnai okresli¢ droge planety z zgdanym stopniem doktadno-
gei. Krzywe te, jako uzywane juz niegdy$ przez Clairauta, antor nazy-
wa krzywemi Clairauta. W trzecim przypadku, jak pokazuje autor,
krzywa Clairauta jest kolem.

Niechaj bedzie dla jakiej§ planety

t=0+4T;

Funkeye 7, okreslong w sposéb powyzszy, autor nazywa re dukecya czasu.
Niechaj dla drugiej planety bedzie:

KSIEGA II.
Rozdziat I.
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t=('- T
zatem
t=041—7,
albo
1 I
= — Wf+nwT) —al. (u = -”—)
i y n

Podstawiajae nf w réwananiu (19), otrzymujemy tatwo

o e 1—s¢ v ' Nt -
(r-—}—:"tv— Al——m (G -}~'r — A" 4 (1—¢) [A.——’HT

— L@y,

Iuﬁ krocej
G+a—d=¢(F+a—4"+U
i analogicznie dla 2-ej planety:
Fda—d =G +a—d)+ U
Znaczenie wielkoscl g, ¢, U, U jest widocznem Oznaczajge jeszcze
L=g(— d)—dT"— .1, L=¢ I —A)— (I' = d),
V=¢(—o)+L, V=t —ao)+L,
mamy zaleznosel nastepujace:
g =1; Le=— @l I'=— ¢'L; U=—¢lU; U=¢U.

Przez uwzglednienie dawniej wyprowadzonych zwigzkéw, dochodzimy do
réwnait:

Gda-T =V g (¢ —F)+U=¢ (0 + & — Py [ T
G 4a —-I'=FV+eo(G—N+U=¢ppv—at+G—FN+L+T.
‘Whprowadzajge te wyrazenia do otrzymanego przez antora rozwiniecia

(20) gim (0—) — XO(W” gim | Gta—T) + ‘Yl r_‘m),i & (L (Gt T) =i (—1') + .

w ktérem X(y) sa fankeyami funkeyl diastematycznej, znajdujemy zale-
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nosé pomiedzy fankeya diastematyczng a katem v—co lub o'—o, jak row-
piez pomiedzy katami v-—w: »—a'.  Jezeli dalej oznaczymy: ’

He=F — G — ¢ (F— .

H=F— G—qg (F— "
to okazuje sie, iz
Vet — ' —H—01% V=t—w—H-U.

Poniewaz H, H' wyrazajg sig przy pomocy agregatéw peryodycznyeh, wiee
wyptywa stgd, iz argument 7 jest izocynetycznym z argumentem v-—— 2-ej
planety, argument za$ ¥’ jest izocynetycznym z tymze (v—) argumenten
1-¢j planety. Uwzgledniajac powyzsze rezultaty, autor daje rozwiniecie
funkeyj et oraz e o7 na szeregl, postepujace w 1-ym razie wedlug
wstaw 1 dostaw wielokrotnodel katow (¢ — )i ¥, w drugim zad razie
wedlng wstaw i dostaw wielokrotnodel katéw s~ i ¥y epotezynniki w tyeh
rozwinieciach sg funkeyami funkeyj #, ', a—I, #'—T ', Nastepnie pokazu-
je, jak szeregi, postepujace wedlng wstaw i dostaw wielokrotnodel argu- -
mentow o, o' i V7, zastgpi¢ szeregami. postepnjgcemi wedlug wstaw 1 dostaw
wielokrotnodei argumentéw », o i V. Wreszele daje sposdb rozwinigeia
funkeyi e " +0 wedlug argumentiw G 4-a —I'i 6 + a2 — I'. Analo-
giezne rozwiniecia zachodzg dla e+ 7 tyeh zas dwaeh rozwinied w po-
lgezenin z (20), wyplywaja szeregi na g T uio—an - gimt PR Uprie =o'y,
Niech », o, y, z oznaczajg odpowiednio promien wo-
dzgey 1 spolrzedne prostokgtue ukiadu niernchomego dla
jednej plauety; 1, o, y'. & odpowiednie wielkogel. odnoszace sig do drugie]
planety. W tym razie dia kgta H pomiedzy » i+ mamy :

Rozdziat II.

el = gy +
i /A
(].)J

cos H =
wyrazajae @, @ itd, praes szerokost, dlugesé 1 r, mamy:

cos H == cos b cus U cos 1 cos b - cos b cos ¥ osin @sin I - 33

Podstawiajge otrzymane tu poprzednio wyrazenia dla sin b, eos b itd., jako
funkeyj ilodel I, &, (), 2, @ itd., vtrzymamy

cos H = cos (v—v) -+ &,

glzie v = v — G, /i zas jest funkeya postacl
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b= Dy Iy QN ) 0 () (€

Tigy gy oy 53 funkeyami ilodel Z, I', », o, &, &' itd. Autor podaje rozwinie-
cia tyeh funkeyj i obliczywsay kg, o2, B, plzystgpme do rozwiniecia funkeyi
cos nH, gdzie » jest jakakolwiek liczbg calkowita. Romwmecle to podaje
dy 13’

ddrn=1don=9z2 poczatku, prayjawszy, iz 3, —— 3 —;—f—- wyrazajg
sig jako agregaty wyrazéw elementarnych i nadelementamych nastepnie
za$ uwzglednia i przypadek zwykly w teoryl planet, mianowicie, iz opréez
wyrazéw peryodyeznych wystepuja takze i nieper, yodyczue.

Rozwiniecia funkcyi cos nH sg wszystkie zbieine, jak
wogéle zbieznemi sg szeregi, postepujgce wedlug poteg
funkeyi anastematyeznej. Co sig tyczy szeregdw wedlug poteg fankeyi dia-
stematycznej, to sg one nie zawsze zbieine; naprzyklad rozwiniecie funkeyi
G~ F przestaje byé - zbieznem, jezeli » > 0, 6627...; jednakze wartosé
funkeyi diastematyczne] dla 9 gtéwnych planet uktadn slonecznego o. wiele
jest mniejszg od powyzszej liczby i dlatego zbieznodé szeregdw rozwazane]
postaci w tych razach zawsze zachodzi.

W dalszym ciagn podaje autor rozwinigeia na szereg ileczynu postaci:

Rozdziat IIL

iy
F

58

= o° o cos nH ,

’

gdzie o = 7 c0s.[(1—¢) v—su], ¢'—odpowiednia funkeya, dotyczaca drugiej
planety, s i s’ liczby catkowite lub 0. Rozwiniecia te, jak réwniez rozwinie-
cia funkeyi 3 cos nH, 3 cos nH, gelte="1+m1 o ktéryeh szezegblowiej na
tem miejscu méwi¢ nie mozemy, zajmuja przeszio 120 stronic. 83 to tylko
rezultaty nader skomplikowanych rachunkow, dajace pojecie o ogromie pra-
¢y, dokonanej przez autora; liczby, wystepujace jako spotezynniki w znale-
zionych szeregach, autor uwaza za zupetnie wiarogodue, gdyz /Obta]y one
obliczone niezaleznie przez dwie osoby.

W réwnaniach rozniczkowyeh, ktérych catkowanie do-
prowadza do wyrazenia spolrzednych prostokatnych plane-
" ty, jako funkeyi czasu, Lag range wswej metodzie daje skladowym sil
zaklbcajgeych forme pochodnych czastkowyeh jednej funkeyi, zwanej funk-
cya perturbacyjng. Funkcya ta jednakze jest bardzo skomplikowang i nie
sposéb _znalezé wyrazenie spolrzednych, wychodzae z pierwotnej formy
pochodnych. Dlatego okazuje sie potrzeba rozwiniecia funkeyi perturba-
cyjnej takiego, azeby, wybrawszy z rozwiniecia tylko wyrazy najwa-
#niejsze 1 podstawiwszy je zamiast funkeyi perturbacyjnej w wyrazeniu po-
chodnych, calkowanie réwnah ruchu uczyni¢ mozliwem. Metody tego ro-
dzaju, jezeli chodzi o rdwnania ruchu w orbicie periplegmatycanej, tj. jezell
mamy do czynienia z orbitami bezwzglednemi, musza byd, wedlug zdania

Ksigga IIL
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autora, wyprowadzone czysto analitycznie, jak np. metody Laplacea,
Loeverriera, Newcomba, Hansena, i Backlunda O swo-
jej metodzie powiada autor, iz posiada ona te same strony dodatnie, co i me-
toly Laplacea, Leverriera i Newcomba, a przytem pod
wzoledem zastosowania w praktyce nie jest nizsza od metod Hansena
i Backlunada, szezegdlnie przy uzycin tablic calki

sin ¥ ¢ de
(I—a *sin g3 °

& W

abrachowanych przez Masala.
Funkeya perturbacyjua, odnoszaca sie do sil, zaklbca-

Rozdziat L s A
‘ jacych ruch planety a, wyraza sig przez

Qa = Qa,b—{‘-Qa,c_i_Qa‘d -{" e

gdzie ogdlnie:

O = 1 @ 2~y Y ez
bt == B {/‘ 3 71 Y, Y 3}

Vi — w0 + (i — 9 -+ (ar — 20 Vi@ +yr + 27)
W tem wyrazenin oznacza woglle w'; = fin, gdzie my jest masg planety [,
wyrazony jako ulamek masy stoiica, f spélezynnikiem stalym dla wszyst-
kich planet; @, g, 21 0raz @, ¥x, 2 53 odpowiednio spolrzgdnemi prostokat
nemi planet ik Rozwazajse wypadek ogélny, mozemy opuseié skazniki
i napisaé:

_Q:#'{%_._‘ﬂ.—]%u__},

gdzie

)2 (o (=) = A% 0yt e

R(‘)wnan'ia ruchu planety sa:

d%e ,uw 20
A toT T

20 |
s el

o d% uz 20

di? T oz
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W ukladzie biegunowym funkeya 2 wyraza sig tak: L. ; ) ¢
° R 3 yraza sig Qznaczajac jeszeze a (1—y?) przez u, mamy:

n

g1 7" cos H
Q= \—— — —, } .

LA Y 3 20 0 wr? 20
20 C(g)w—‘ (¢) o7

Na zasadzie tych rownai autor wyprowadza znaczng ilo$é pozytecz-

nych zwiazkow miedzy pochodnemi czastkoweml fankeyi 2 wzgledem xz, y, 2, I ﬂ“ <zukana zalezno<é mied 20 20
a pochodneml tejze funkeyi wzgledem 0, I, , i przystgpuje do rozwiniecia esh 10 SZUKANA ZRICZNOSE Mglry éo Yo
funkeyi @ wedlug funkeyj tlygouometucznych wielokrotnodei kata H. 3_2
W dalszym ciagu autor 7 , ktore okaznje

Niech bedzie

( 77 T | ‘ gig rdwnem 29 a nastepni ' a dl h dcos nl znajdnje
(21) Q= U, 20, cos H+4 30, cos 2H + . .. slg ro oy o B hasuep e wyrazeni da = Tesm ° janje
L., aQ a0 . . .
Spotezynniki U7 sa funkeyami ilosel » i wyrazajy sig w formie: Wreszele, 1L 5o T G0 P80 W plywa, iz calka rownania
Too= Ay 0= At - dy - a .
U= dor 4, ' Tonegr = W F 2k B W
gdzie 4, sg funkcyami flodei »'; z rozwinigeia (21) zatem latwo otrzymaé .
20 , . P EIC 19! o (1—y%) posiada postac:
Fr Aby znalezé dalej zaleznosé nnqdzyT a5 mamy ,,.::__1+_0 .
] <l < - - “
A «‘0(1;1]"') H. . Q= W, 4 Wi h+ W 17+
Jezeli jednakze z réwnania » = l+———, po podstawieniu
- : ‘ : Zy ajg postad:

0 =1 ¢os [v — o — (z — I}, wyrachujemy r, to otrzymana wartosé » nie Spétezynniki TV majy postad
przedstawi rzeczywistej wartosci prumienia wodzgcégo planety, gdyz ta . ,

: L X . SO " 3 o2 w ., gdzie w=v—V
ostatnia zalezng jest jeszeze od zmiennege wzglednego polezenia planet. SHO 20 cos w205 cos P2l cos .. 8
Wyrazy. wyrazajace wplyw konfiguracyi na wartosé », autor nazywa nie- @) W =2{P, U+ %% U + .U+ },
rownosclami diastématycznemi.

; 7 == 24, Uy = W Ty ¥hpa Uy -

Oznaczmy przez (1) 1 (g) wartodei, odpowiadajgce ruchowi planetv | Wy =2 ¥ Up P Tyt ¥in Uyt

w orbicie periplegmatycznej, » i o za$ rzeczywiste wartodei promienia io- Lo e e e .

dzacego i fonkeyl o; polézmy
Funkeye ¥ okreslone s przy pomocy rdwnan:

— = R;— &
e =4 vy T ¥,y Vs =2 cos e - 2¥1a cosw,
@ (1—p* . Yo b Wrmzs =23 Fpyy 1 2 W2 COS U,
Poniewaz (r) = T g mamy wige B == (1 57 & i dalej: .
ylnuwl =AW, 1,52 + Dpen1 n—1 COS 20,
20 1o} a0 1 80
—_— J— il jand s —
69 - 3"0) - VSR' - 1__772 2 ’ Iu‘n = 2%:—1‘ -l
oraz przytem .
ar ' 2 P, =1; P, =4 cosw; Yoo = 2.
a7 o (1—n?)
e B ‘ ? i » . . . .
* tte Wreszcie antor wyprowadza kilka pozytecznych zwigzkow pomiedzy
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pochodnemi czgstkowemi funkeyi perturbacyjne], wzigtemi wzgledem wspol-
rzeduyeb rozmaitych planet.

Rozdziat II. Przystepujac do rozwinigeia funkeyi autor ogranicza

1
—A_ 3
sig na tym specyalnym przypadku, iz jezeli dla jakiegokolwiek momentu jest
7 > r;, to nieréwnodé ta zachodzi zawsze; gdyby warnnek ulegt zmianie,
tak iz ;—‘ > 1, to rozwiniecia, dane przez antora, przestajg by¢ zbieznemi.

Niechaj bedzie ogdlnie

a fym m-p1
(4T = 8 a2 57 e

7

.12 7 \im2
42 (%) (i) Gy cos 2H - ..

7./

Spotezynniki Csg funkeyami stosunku;;, mianowicie dla m = 1; jezeli

a .
-ozNRcZymY a = — bedzie:

sin® ¢ de
J 7, w2 fr\? .
I ]/ 1—a? (7—,) (Z) sin %p

1(1)

()
{— a71+1
3 T

T—ela

Dla osiagniecia szybszej zhieznosel autor rozwija funkeye C
funkeyi, okreslonej przez réwnanie:

a\2[r\®
=1 = [ 2]

wedlug poteg -

tak ze:
=
5
g - -
o = 2 g / ’ sin 1o dep .
" “ V 1—a? sin 2p -+ a?y sin *g
Oznaczajac
z
I’J’(S) _ 2 Y sin 2 do
" 7 ) (1—a? sinﬁ'q:)'% !
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“l‘u_ ]-3~5...(2S—1) n’—Ll s+1)
T TR 1.6, 3% g

3 N s s s D .
otrzymamy rozwiniecie funkeyl )’ w postaci:

1 {5 \n L g
d =Yy +77 “—’;'3 f/A aR IR

¢ mozemy jeszeze wyrazié, jako funkeye ilosei 5 i o:

R B St/ ) (‘TQ')°

2=1 ( f—y"2 114
a zatem spolezynnik C5 mozna rozwingé na szeregi, postepujace wedlug po-
teg lub ileczynéw funkeyj o, ¢’y #% %'?; spétezynniki tych rozwinieé sg wie-
lomanami skofiezonemi i zawierajg wszystkie funkcye p* w pierwszej pote-
dze. Dla ostatecznego otrzymania tych spétezynnikow, jedynie jako funk-
cyj ilosel 4 17/, nalezy zamiast ¢°, o' podstawié otrzymane dla tyeh iloczynow
rozwiniecia wedlug poteg ilosé 1, ', Jezeli jeszeze wyrazimy cos nH przex
szeregi postepujgce wedlug poteg funkeyj diastematycznych, mozemy funk-

cyi —11— daé postaé takiegoz szeregu.

W ogdlniejszym przypadku, mianowicie gdy m jest liczba calkowita

nieparzysta, wigkszg od 1, t. j. gdy chodzi o rozwinigcie funkeyi —;7 , Spol-
czynnik €, ma postad:
oo _ (21 (7L—]—3 (2h42m—1) 2atHiEn / sin 2o
" TS D) (I 7 ) VITk? s g

2k (2k—1)

{(1—7::1? sin Zp)t - 1.9 (1—Te,® sin 3)2=1 72 cos 2 . .. } de .

W wyrazenin powyzszem oznacza k jakakolwiek liczbg calkowits, tak iz
2k + 1 =m, aly =ay]—, - Funkcyey w tym razie majg postac:

@h1) QhL3) ... @kF2m—1) b
(2n~1) O—a

_H) (1——a) ps_EJ,—..‘}.

Spétezynniki p sa, funkeyami catek ﬁ,;‘), dla tych ostatmch jak juz wspo-

a1

s 1.83.5...

; 2k o
[po 4 B g 4 2
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mnielismy, wyrachowal Ma s al tablice, wyst-argzaj‘c‘me dla “'sz?‘st:kiell
przypadkiw, mogacych zachodzié w praktyce. Pomimo to, autor daje jesz-
cze wzory do obliczania tych catek w jakimkolwiek przypadku.

W réwnaniach rozniczkowyeh, o Lktoryel zeatko-
wanie chodzi, wystepuja wyrazy, zalezne od pochodnych

174 M. ERNST.

Rozdziat IIL

80 20 2.0 s
R S Oznaczajac:
[T o oz
P r? ol Q= r? 40
I R R O I

a 503 o o
p:_%_i-ﬂ_:—zzuosﬂ.
2cos H
Q o
M7 e J_]___.]._\
E=G T w T

R I m . .
Wprowadzajge do tych wyrazen rozwiniecia, otrzymane dla (T) . wyrazi-

my P, @, R przez szeregi, postepujace wedlug dostaw wielokrotunodel
kata H. W szeregu na ) wszystkie wyrazy beds mialy spolny spolezyn-

2 o oh .
< c“iﬂ = —sin (v—»") 4 = Azeby szeregi, otrzymane w ten
v

nik &

sposob zastapié takiemi, w ktoryel zamiast H argumentem jest » i+, mozna
 nie za wyrazenia na cos nH podstawié otrzymane poprzednio, albo tez roz-
wingé je wedlug poteg ilosel h, rowniez zaleznych od » i »' i podanych przez

. [ e
autora. Obierajac druga droge, otrzymujemy dla o £ rozwiniecie postaci:

oW AW R
F22
gdzie TV, oznacza warto$é funkeyi % 0, jezeli podstawimy w niej »—»'=w

zamiast H, spélezynniki za§ W, utworzone sa w taki sposdb,
wyrazenia (22). Niech bedzie:

W = Wom = 2W, 00 cos 10 - 2,0 cos 2w . . .
P = Fo 4 pw), + PO ..

Q=0+ QUi+ QUi+, + B

R = R% 4 RVh 4+ RO 4 ...

jak pokaznja
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. . 44 N . N
Autor pokazuje, iz — # P wyraza sie przez szereg. postepujacy wedlug
dostaw wielokrotnosei kata w, przyezem spolezynnikami wyrazow SZETEQ
2T S I .
54 —Ef;w; W rozwiniecin — o @, postepnjacem wedlug dostaw wielo-

krotnosed kata w, pierwszym spofezynnikiem jest 2 . —— . imme zas

S LA

majg formeg 4 . IT - Wlesy'mewwuwmlgcm L R, wedlug cosiw,

1+

1-—1;'

&
plerwszym wyrazem jest (m -+ 1) 1 +0'_ W+, inne za§ wyrazy posiadaja

spotezynniki formy 2 (m—H1) ) - T, Funkeye W00 mozna rozwi-

ngé wedlng poteg ilodei £1 5, st@d zas’ wyplywaja rozwinigcia dla T7,, F~.
G, A W dalszym ciagn otrzymujemy rozwiniecia podobnej formy dla
P, @, B, przytem spélezynuiki tych rozwinie sg funkeyami fankeyj (p) 1 (o)
i mogg byd rozwiniete na szeregi:

My = 2\'__5:‘ { Mo (ky B, my s, 8o — MYy 9?2005 ¢ comb ey (e ()

Spdlezymniki 3™ tego rozwiniecia s funkeyami liczh catkowitych, umiesz-
czonyel w nawiasie i funkeyj y i 9, z ktorych ostatnie wystgpuja jako spél-
AN

XIS . . 3 . 7 7 . - P
crynniki w rozwiniecin funkeyi ([7) (7) C.™ wedlug poteg ilogei. Osta-

tecznym rezultatem jeszeze kilkn podobnych przeksztaleen i podstawien jest,
iz gléwna czesé funkeyi perturbacyjnej, t. j. —f—\[— wyrazons jest w postaci sze-
regu, postgpujacego wedlug poteg fuukeyi diastematycznej oraz iloczyniw
poteg o°1 o™, Dla otrzymania calkowitego rozwiniecia funkcyi 2, nalezy
jeszeze do czedel wymienionej dodad:

ar
— 77 cos Hw- — (coﬂ w 4 h),

a to w przypadku, jezeli nalezy obrachowaé wplyw planety, odleglejszej od
slofica, na blizszg. Jezeli mamy do czynienia z przypadkiem pierwszym,
rachunek odbywa sie nieco inaczej.

Reasumujge wszystkie otrzymane rezultaty, autor daje postaé funda-
mentalng rozwinigcia funkeyi perturbacyjnej wedlug swej metody. Jest ona
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N=3IX{N(0,s55) — N{0,s )0+ ...
. V(0,5 80, nt— .+ } (o) (00

+ 3 ZZZ{N(n, s 80— N, s oy’ 4. ..

§ 8

, €08
N (nys, o2 — o Y (o) () sin ">

gdzie wszystkie N;r sa znanemi funkeyami. Szereg ten jest zawsze zbiez-
pym, jezeli n << 1. Z tej formy fundamentalnej mozna wyprowadzié jeszcze
rozmaite inne formy rozwinigé funkeyi perturbacyjnej.
Autor zastanawia sie blizej nad formg, jaka to rozwiniecie
otrzymuje, jezell do niego wprowadzié rozwinigeie loezynow (o) (o) e*;
forme te nazywa formg diastematycznga, poniewaz w niej argu-
ment diastematyczny wystepuje jako argument zasadniczy. Wyrazem ogol-
nym rozwiniecia floczynu przytoczonej formy jest:

Rozdziat IV-

(e}
Vi ('g.\‘, Q‘ er‘nw) = F ns—[—-p 77'5'+,u’ et s —2r} e T)d(s ' 2r") (' — 171

W 8 1 Tt =20y w—lnck g =201 P29 B}

(e}
gdzie n, s, &, u, w, ¥, 7 83 calkowitemi, a K oznacza spélezynnik, zalezny
jedynie od tych calkowitych, przytem (¢) u gory wskazuje zaleznodé ilofci £
od kombinacyiznakéw w wykladvikach. Autor wprowadza jeszceze oznaczenie:
§ = n 4 (p'—2"),

p=s—+u; p=¢+u; S=nF (p—2;

mamy zatem
c)
T (Qv 9!.»:' emw) p— _(E'ﬂp 7]rp' (300==8) (@ = I )et(§'~ )t = T} [S(w = G5)— & Tn(@— ')

Potega wyrazu, do ktérego nalezy spélezynnik l{f') jest d=p-p". Liczba
wyrazow, dla ktérych s i s’ pozostajg te same, jest nieskonczenie wielka;
wszystkie wyrazy, nalezgce do tych samych s i s nazywa autor synechia
tych Hezb, a oddzielne wyrazy, tworzace jedna synechia — wyrazami
spéirzednemi. Wyrazy spélrzedne tworzy szereg nieskohcezony, poste-
pujacy wedlug poteg i iloczynéw poteg funkeyj 5 iy, Wyrazy synechii
najnizszego stopnia okreslaja stopien synechii; wyrazy te—moze ich w sy-
‘nechii byé pewna liczba skofczona, jak wogdle wyrazéw jednego stop-
nia — nazywa antor wyrazami naczelnemi, ipodaje niektore prawi-
dla, okreslajace liczbe wyrazéw jednakowego stopnia w synechii. Aby otrzy-

icm

GYLDENA TEORYA PLANET. 177

maé forme diastematyczng rozwinieeia funkeyi perturbacyjnej, nalezy roz-
maite iloczyny ¢f o' e”* pommozyé przez odpowiednie N (n, s, &), tak iz
ogdlna postaé spélezynnikéw w tem rozwinigcin jest:

(r*v) , , §=p, 8'=p' . )
G (.pa P, 'n)v,?" = X {A (7@, 8 Slhwy - E:l\'z—ﬂ,P'v‘?';fﬂ"} 3
S=s'=0

8
gdzie J(E}f’i;-_'j.r_sr,,,,r jest formg symboliczng, shizgea do oznaczenia réznych
wartodel, jakie prayjmuje spolezynnik Z, zaleinie od rozmaitych n,s, & it. d.
i od kombinacyi znakéw. Wyrazenie formy diastematyeznej rozwiniecia
funkeyi 2 jest nader skomplikowanem: powtérzenie wszystkich szezegélow
za autorem na tem miejscu jest zupelnie niemnzliwem.

Rozwigzanie réwnain dynamiki, odniesionych do ukila-
du spélrzednyeh prostokatnych, nastrecza w badaniach ru-
chu planet prawie nieprzezwyciezone trudnoscl. Wygodniejszemi s3 te réw-
nania, odniesione do spétrzednych biegunowyeh, poniewaz nie sg symetryczne
i Yatwiej dadzg sie przekssztatcad odpowiednio do celu, do jakiego w danym
razie dgzymy. Dosyé przypomniec postaé, uzyty przez Laplace’a wjego
teoryi ksigzyca, oraz postad, otrzymana przez Hansena. Autor stawia so-
bie zadanie wyprowadzenia rownai analogicznych do réwnai Laplace’a
i Hansena z ta réznica, iz w jego réwnaniach zamiast elementéw sta-
Iych wystepowaé majg odpowiadajgee teoryl orbit bezwzglednych funkeye
elementarne. Nowy uk}ad réwnan ma si¢ rozktada¢ na uklady czesciowe,
ktérych rozwigzanie, przynajmniej w przypadku gtéwnych planet, ma by¢
mozliwem. Opierajge sig na poprzednich rozdzialach, autor wyprowadza
13 réwnai zasadniczych, ktérym nadaje taks postaé, azeby z Ilatwodcia
mozna bylo oddzielié funkeye elementarne od nieréwnosei peryodycznych.
Réwnania te dajg sie rozwiazaé za pomocy kelejnych przyblizen. W przy-
puszezeniu, iz praystepujemy do badan nad ruchem planet, znajac tylko mase
stofica i planet, potozenie stonica i planety w pewnej okreslonej epoce oraz
ich wzgledng szybkosé w tej epoce, autor rozwaza, jaks warto$é funkeyj
poszukiwanych nalezy uwazaé za pierwsze przyblizenie. Rozwazania te, jak
i dalsze poszukiwania antora w tej kwestyi, nie nadaja sie do streszezenia.
Ostatni rozdzial wreszcie podwigca autor kwestyi wyrazéw krytycznych,
t. j. tych, w ktérych wystepuje maly dzielnik, moggey rozwinigeie uczynié
malo zbieznem, albo tez nawet rozbieznem, i pokazuje, w jaki sposéb dadza
sig usnaé nastregezajgce sie tu trudnosei.

Tom I, ktdrego tresé przytoczyliémy w krotkosel, stanowi czesé pierw-
szg dziela Gyldéna. CzeSé druga traktowaé bedzie o nieréwnoseisch pla-
net, zaleznych od zmiennego wzglednego potoZenia; wreszcie w czedel trzeciej
znajdzie sie rachunek wyrazéw elementarnych, oraz wartoSci liczebne ele-
mentéw hezwzglednych.

KSIEGA IV.

Prace mat.-fizyes., t. VIL 12
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