icm®

136 SOPHUS LIE.

ktéore zachodzg w danej grupie nieskoficzonej, mowiac
doktadniej, od klasy réwnanf okred§lajgcych (Defini-
tionsgleichungen) odnosng grupe.

ZaYozmy teraz z innej strony, ze mamy uklad inwolucyjny w zmien-
nych @, y, z, ktéry zezwala na nieznang grupg przeksztalcen styeznosei;
wowezas zachodzi naprzid kwestya, jak okreslic wszystkie te grupy naj-
prostszym sposobem. Dla ogélnego rozwigzania tego zagadnienia trzeba
naprzéd wszystkie te grupy doprowadzi¢ do ksztaltow kanonicznych. Moje
teorye ogdlne pozwalajg, jak to oddawna zauwazylem, rozwigzaé wszystkie
te zagadnienia.

Wizystkie rozwazania tej pracy, posrednio lub bezposrednio polegajs
na mojej ogdlnej teoryi przeksztalcein. W mej nastepnej pracy, ktorej
tresé juz dawniej zakomunikowalem temu Towarzystwu, probuje zupel-
nie ogdlnie traktowaé kwestyg, w jaki sposob pojecie grupy moze byé wyzy-
skane dla teoryi réwnan rézniczkowych. Jakkolwiek nie moze byé mowy
o tem, aby pytanie to rozwiazaé w ostatecznej formie, to jednakowoz
oSmielam sig utrzymywad, ze moje ogélne rezultaty zastuguja na uwage ma-
tematykow.

W moich wykladach podezas zimowego pélrocza 1893—1894 zilustro-
walem teorye ostatniego rozdziatu za pomocg pewnych nowych przykladéw.
Dwaj z pomigdzy moich stuchaczéw, mianowicie pp. Beudon i Wil-
liams, sprébujy prawdopodobnie naszkicowane przezemnie teorye wyzy-
ska¢ dla zagadnienia, na ktére w tym czasie zwrécilo nwage Towarzystwo
im. ksigeia Jablonewskiego!).

') W pracy, ktora niebawem wyjdzie z drukn, podaje w obszernem opracowanin od-
dawna ogloszone przezemnie wyzuaczenie wezystkieh powierzchni, ktore zezwalajg na cig-
gty grupe rzutows. Jestem do tego zmuszony: okazato sig bowiem, Ze matematycy,
ktfrzy sig temi badaniami interesujg, nie sa w stanie samodzielnie wykonaé opuszezonych
przezemnie prostych rachunkéw. (Por, Archiv for Math., t. 7, Chrystyania, 1882,
a takze , Theorie der Transfgr.,“ tom 8, Lipsk. 1893),
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Czytanie pigknej rozprawy Picarda (,Mémoire surla théorie de.s
équations aux dérivées partielles et la méthode des approximations succesi-
ves“1)) nasuwa bezposrednio my§l, ze wiele wynikéw, otrzymanych przez
znakomitego geometrg dla réwnah o pochodnych czgstkowych z dwiema-
zmiennemi niezaleznemi, moznaby rozciggnaé do przypadku wigkszej" liczby
takich zmiennych., Widaé bezposrednio, ze rzecz ta sprowadza sig do wy-
kazania pewne] wilasnoéei funkeyi Greena, latwej do uzasadnienia
na plaszezyznie, przy pomocy odwzorowania podobnego, lecz daleko mniej
widocznej w innych przypadkach. Oto whasnosé ta stanowi przedmiot pra-
¢y niniejszej. .

Ograniczymy sie na trzech zmiennych niezaleznych, co stanowi przy-
padek najbardziej interesujacy; lecz zobaczymy, Ze metoda uzyta daje sig
stosowaé i w przypadku ogélnym.

2. Oto jak brzmi whasnogé, o ktorg nam idzie: - o

Niechaj & (i, y, 2, @, ¥/, #') bedzie funkeya G reena wodniesieniu do
obszaru D ograniczonego powierzehniz wypukl S, majges w kazdym z8
swych punktéw okreslone promienie krzywizny. Niechaj d oznacza naj-
wigkszg odleglo§é dwdch punktéw, wzietych na powierzehni S, a— granice
nizszg promieni krzywizny powierzehni S w punkeie zmiennym. Powiada-
my, ze calka

1) Journal de Mathématiques (4), VI, 1890.
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- I LS
(1) i J w[” |5 | dz' dy' a2,

rozeiggnigta na caly obszar D, ma wartos¢ mniejsza od liczby &, majacej na-
stepujace wlasnosei:

@) liczba N zalezy jedynie od powierzehni §;

b) liczba N dgzy do zera, gdy powierzchnia S zmienia sie w ten spo-
8dh, ze 4 dazy do zera, stosunek zag

° a
«

nie przekraeza nigdy liczby skonczonej /.

Kladg,c
o=V —aV -+ y—yP F(z— )%,
mozemy napisaé:
@ Gty e,y )= % —v (@Y 5y, ),

gdzie wyraz drngi strony drugiej jest fankeys, ktérej pochodne czastkowe
sy skoiiczone 1 ciggle w calym obszarze D i na powierzehni granicznej
§ tego obszaru.

Poniewaz funkeya G jest dodatniy wewngtrz powierzehni S, przeto
funkeya w, okredlona na tej powierzchni przes réwnanie

1
i rln ( ) ;Z:z !

gdzie kazdy wyraz strony drugiej wyobra,za, jak zwykle, pochodng wzigts
w kierunkn normalnej wewnetrznej w punkeie P powierzehni, nie stanie sig
ujemng dla zadnego polozenia punktu P.

Z drugiej strony, oznaczajge przez do element powierzehni S, wewnytrz
ktirego znajduje sig punkt P, przez 7 za$ odleglogé punktn 2 od punktu
o spélrzednych z, y, 2, widzimy odrazu, ze funkcya

(3) w (:’L’, Y, Z) == ‘ULZC‘,“J 3
7

&

w ktdrej calkowanie rozeigga si¢ na calg powierzchnip 5, zlewa sie wewngtrz

tej powierzehni z funkeyg v, zewnatrz za$ tejze z funkeyg L .
0

&

icm
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3. Postarajmy sig utworzyé funkeye, ktéraby wewnatrz powierzchni
S nie miata nigdzie wartosci muiejszej niz funkeya f, okreslona réwnaniem

;= (8@0) au> + (21;)2.

W tym celu oznaczmy przez A punkt: (wewnatrz powierzehni §), ktdrego
spélrzednemi sg @, ¥, 2, i niechaj A, bgdzie punktem powierzehni & (wogole
jedynym), ktorego odleglosé od punktu 4 nie ma by¢ mniejsza od odleglo-
$ci kazdego innego punktu powierzchni.

Wezmy précz tego inny punkt 4, symetryczny do punktu 4, odnosnie
do punktu 4,, i potdzmy

r= AP, vy = A, P, b = Ad,;

niechaj nakoniec & oznacza dtugosé rowna wiekszej z dwoch dhugosei 1.
Bedzie

(5) U< R
oraz, ze wzgledu na wypuklo§é powierzehni .S,

n R+
©) T <zE—

niezaleznie od potozenia punktu P na pow1elzchm 8.

4.  Uwazajmy prosts nieograniczong A4, za of £ skierowany od
punktu 4 do punktu 4y, i odniesmy te o8 do punktu 4. W tem zatozenin
szukajmy granicy wyzszej bezwzglednej wartosel pochodnej

aw j % COS (AP 13) dw
5 )

w tym celu poréwnajmy ja z pochodng:

o o / U cos__(AlP, £) dw
(.3—5_ E=a) R 7,2 ’

Poniewaz powierzehnia § jest wypukls, przeto

cos (4,P, ) < 0,

| cos (AP, &) | << | cos (4,P, &) |
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Z nieréwnosei (5) i (6) wynika zag
' 13
—_—<<—
» 7y
a wiee, pamietajac, ze w nie jest nigdy njemnem, znajdujemy:

l (%;i)szo ? t (%350— s:—zb] )

Niechaj 4’ bedzie punktem, ktorego spélrzednemi sa ', ¢/, '
whasnoéei funkeyi w wewnatrz powierzehni 8 bedzie

Na zasadzis

(e =
(G| < 4,
a poniewaz ze wzgledu na wypuklosé powierzehni 8 jest:
A4 < 44,
przeto:

_ 9

~ A—lz?~

|G,

5. Poprowadimy przez punkt 4 of jakakolwiek 7 prostopadly do osi &,
odniesmy tg o$ do punktu 4 i szukajmy gr anicy wyzszej bezwzglednej war-
tosei pochodnej:

(610)

f % COS (AP ) Pw

W tym celn praeprowadzmy przez punkt 4 o 71, podobnie jak poprowadzi-
lismy of 4, odnie¢my jg do punktu 4, irozwazmy pochodng:

aw [u cos (4 P, 71) d

37] 1/ g0 !

Kladge

A=rcos (4P, n) = r cos (4P, n)

bedziemy mieli:

icm®
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(8) (_%%)1):” 87!/

37]1 =0

Uwzgledniajac zas tozsamodé

1
7"17—_7; ( +/;1+_~)<_——>’
oraz, ze:
r <y,
znajdziem :
: 1
©) %"%<ﬁ%*ﬁf

L 20
— < z
& poniewaz
b < 7’1 ]
przeto
1 1 2
(10) T Tn S E

Stad, uwzgledniajac nierdwnosei (9) i (10) i zwazajae, Ze
[A] <7,

znajdujemy ze zwigzku (8):

dw dw | 6 f u dw
[EE— < e
( ),,_K, ( Iy )n‘=0\ R ro 7
Iub, ze wzgledu na okreslenie funkeyi w,

(11) l ( - )q,—-o ' I g:;j m=0

|+6w

Poniewaz 4’ oznacza zawsze punkt («', ¥/, ), wige:

f/lu 7;———7—3) dw .
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'(au
any =0 <
awieca fortiori

di 1
» [
(12) (a,h),]_”! =

Punkt 4 jest wewnatrz powierzehni S, wiec:

?l;<ﬂ,

a zatem, pamigtajac ze d oznacza najwiekszg odleglosé dwdch punktow
wzigtych na powierzehni S, znajdujemy:

d
13 < —
(18) < =

Mozna tez wniedé z nierdwnosci (11), (12), (18):

dw 6rl 1
’ ay ),,—nl (l +z) ot
stad, poniewaz
a < B,
wynika:
LANR
o/ 44°

GH | <0+

6. Z nierdwnosei (7) i (14) wyprowadzamy bezposrednio:

dw ow dw 3 N2 1
= )+ (G + ) < (e ()

=0

lub

- gdzie

2
I
joe]
pat
+
F G
_
+

)5 A=
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7. Poréwnywajac te nieréwnosé z nierdwnoseis (2), dostajemy

06 149
| < ==
dz 0?

a wiee calka J, okre§lona réwnaniem (1), czyni zado§¢ nieréwnosel

J< {4+ @ U‘ lZJ (lJ dz'

gdzie catkowanie rozcigga sig na kulg o §rodku .4 i promieniu d. Wynika
stad nieréwnodé

J<dw (14 Q)d,

wyrazajaca twierdzenie, ktore nalezato ndowodnié.

Nimes, (Franeyal,
1896 r.
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