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108) - Math, Aun., XXX, str. 496—515 (1887).

109)  Math. Ann, XXIX, str. 157—170 (1887), ¢f. Reich ardt, tamze XXVIII,
s, 84—08 (1887).

110) Math. Ann., XXXTIII, 5. 317—344 (1839).

.My Jordan, Traité des substitutions, 1871.

Co do zwigzku obu zagadnief patrz K1 ein, 1888, Journ. de Math, (4), IV, str. 169—
1771 Burkhar dt, Gott. Nachr. 1892, str, 1--5.

12y 7 badaniami, poruszonemi w tekdcie, o ile odnoswg sie do grup skoidezonych
dwéjkowych i tréjkowych, znajduje sig w zwigzkn seistym szereg prac Autonne’s, C.R.,
XCVII, str. 567—570; (1883}, C. R, XCVIIL, s. 565—567, IC, s. 646—649; (1889), C. R. CI, str.
53—56, Journ. de Math. (%) I, s, 431—454; (1885), C. R. CII, s, 3183—316, CIII, s, 1176—1178,
Journ. de Math. (4), II, 5. 49—10%; (1886); C. R. CIV, 8. 767—770, 14221425, CV, 5. 267—
270, 929—05, Journ. de Math. (4), IIT, s. 63—85; (1887). Journ. de Math. (4), IV, s 177—

247; 407—464; (1888). W tych pracach autor zatozyt sobie oznaczenie wszystkich skofczo- 7 r r AT N 7 A T AN

nych grup i podgrup przeksztalcei Cremony (plaszezyzny), a specyalnie przeksztateei PRZ1 GZX NEI“ DO OGOLI\ EJ TEOR}I ROWB Al\

kwadratowyceh i szefeiennych. Couf. 8. Kantor, Wisn. Denk., 1882, s. 46. ) AT A T AV T T 1
113)  Teber allgemeinere Inva.rianten—Systen';e, Miinch. Ber,., 1888, 8. 103—150. ROZNIGZKOYV] GH GZASTIXO“ Y GH DOW OL}‘\EGO RZED L

14)  Pozostaje to w swej mocy, jak to zaznacza Maurer, gdy f jest wogéle
funkeys wymierng i jednoredng zmiennyeh .

us) L e, str. 107.

18)  ‘Wtedy wyznacznik funkeyjny ilogei ¢ albo rowna sig 7 albo téz ma dzielniki
elementarne tylko pierwszego rzedu i nadto pierwiastki calkowito-liczbowe, Twierdzenie
to podal i vdowodnit autor jeszeze w rozprawie swej. Strasburg, 1887.

17y Str. 138,

18y W innej rozprawie (Journ. fiir Math.. CVIL, str. 89116, 1890) Maurer roz-
ciggngt badania swoje na podstawienia nieliniowe.

PRZEZ
SOPHUSA LIEGO.

Przelozyt z niemieckiego za zezwoleniem autora

KAZIMIERZ ZORAWSKI.

(Nowe teorye w tej pracy zawarte zakomunikowatem Krolewskiemn Saskiemu Towa-
rzystwu Umiejetnodei 11 PaZdziernika 1893 r. Nastepnie rozwinglem je szezegélowo
w wykltadach moich na Uniwersytecie w Lipsku podezas zimowego péirocza 1893/4.

Sophus Lie)

Teorya réwnah rézniczkowych jest w calej matematyce wspélczesnej
dzialem najwazniejszym.

Zdanie, ze pojecia pochodnej i catki, ktérych pierwsze poczatki spoty-
kamy juz w Archimedesa, w swych cechach zasadniczych wprowadzone
zostaty do nauki przez Keplera, Descartes’s, Cavalieri'ego, Fer-
mata i Wallisa, wydaje sig byé zgodne z prawds. Pomimo to jedna:
kowoz, badaczy tych w zadnym razie nie mozna uwazaé, jako zatozyecieli ra-
chunku nieskoriczenie matych, co zdaje sig wynikad stad, ze nie zauwazyli
oni, iz vézniczkowanie i calkowanie sa dzialaniami odwrotnemi. Wapa-
nialte to odkrycie *), dzi§ dla nas zupetnie widoezne, zawdzigezamy Newtono-
wii Leibnizowi, ktérzy oprécz tego poznali niezmierzong warto$é tych

) Dla rozstrzygnigeis dawnego sporu o pierwszeistwo w sprawie odlkryeia rachun-
ku nieskoriczenie matych, oczywiseie bardzo wazna jest kwestya, czy Newton, ezy tez
Leibniz pierwszy zauwazy!, ze rézniczkowanie i calkowanie sg dziataniami odwrotnemi.
Pan Zeuth en, ktory tyle juz zdzialal dla historyi matematyki, zamierza, oile go dobrze
zrozumialem, kwestye te traktowaé w pracy, majgeej nishawem opuseié prase.
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pojeé i wprowadzili jednoczesnie odpowiednie algorytmy. Wyjatkowo
doniostym byl z jednej strony odkryty przez Newtona wzér na potege
dwumianu, za pomocg ktérego mozna bylo wyznaczyé wiele pochodnych
i catek, z drugiej zas wprowadzone przez Leibniza symbole dz, dy, jako-
tez wreszeie traktowanie i zastosowanie pochodnych rzedéw wyzszych.

Zastosowania poje¢ rézniczki i catki, dokonane przez poprzednikéw
Newtona i Leibniza, odnosily sig prawie tylko do sposobdéw prowadze-
nia stycznych, obliczania diugosei tukdow, péli objetosei. Szersze trakto-
wanie tyeh pojgé przez Newtona i Leibniza, pozwolilo tym wielkim
uczonym podjaé juz zupelnie powaznie takie:zagadnienia, ktére dzi§ wkra-
czajg w dziedzing r6 wnan rézniczkowych. Prawdziwym, zdaje sie,
jest poglad, ze wiasdnie redukcya pewnych zagadniend do calko-
wania réwnal rézniczkowyech jest epokowg zdobyecza, chara-
kteryzujacgzaréwnoere Leibnizai Newtona, jakotezidzi-
siejszg wyzsza matematyke.

Wielce stawnym, i to zupelnie stusznie, jest dokonany przez Newtona
wywod praw Keplera z ogblnego prawa cigzenia, ktére sformutowal takze
Newton. Odkrycie to, epokowe nietylko dla mechaniki, polega wtasnie na
catkowaniu pewnego ukladu réwnan rézniczkowych; prawo cigzenia daje
tu réwnania rézniczkowe ruchu planet, a prawa Keplera sg odpowiednie-
mi réwnaniami catkowemi.

Bracia Jakdb i Jan Bernoulli (1654 —1705, 1667 — 1748) podali
wiele przyczynkéw do teoryi réwnan rézniczkowych; stawnemi sa ich ba-
dania linij geodezyjnych i zagadnien izoperymetrycznych; badania te nalezy
uwazadé za poczgtki rachunku waryacyjnego.

Wioski matematyk Riccati (1676—1754) zwréeit nwage na pewne
przypadki wslawionego pézniej réwnania rézniczkowego:

Y =@ + X@y + K@,

ktére uwaza¢ nalezy jako najprostsze i najwazniejsze pomiedzy réwna-
niami, nie dajgcemi sig calkowaé za pomocy kwadratur. Nowsze badania
z teoryi grup wykazaly mianowicie, ze réwnanie to mozna uwazaé jako
analogie do réwnania algebraicznego pigtego stopnia.

Clairaut (1718—1765), ktory odzmaczyt sig szczegélniej badaniami
swemi o krzywych skosnych, zajmowal sig réwnaniami postaci:

Y—ay —o(y) = 0.

Qa.l‘kowanie tych réwnai stoi, jak wiadomo, w Scistym zwigzku z po-
Jeclem spéirzednych liniowyeh, mozna wiee uwazaé, Ze pierwotne
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zaczatki tego pojecia (a nawet i zasady dwoistosci) znajdujy sie juz
u Clairanta.

Jeszeze silniejszym byt wplyw d’Alemberta (1717—1783) na ogélna
teorye réwna i rézniczkowych. Przez postawienie znanej pod jego imie-
niem ogélnej zasady w mechanice ') sprowadzit on wszystkie zagadnie-
nia dynamiki do réwnafi rézniczkowych i dal przez to
forme okredlong i ogélnie stosowad sie dajgca epokowym ideom mechaniki
Newtona Waznemibardzo byly takze piekne badania ’Alemberta
z zakresu réwnai rozniczkowych liniowych, zwyczajnych i ezgstko-
wyel.

Imiona Eulera, Lagrangeai Laplacea, Monge'a, Am-
pérea i Pfatfa stanowig nows epoke w ogélnej teoryi réwnan roz-
niszkowyeh. Charakterystyczng cechs tej epoki miedzy innemi jest to, ze
rozpoezeto 1 rownania czgstkowe traktowadé z ogélnyeh punktéw widzenia.

Nie moge oczywiscie przy tej sposobnosei zastanawiaé sie nad wszyst-
kiemi przyczynkami do teoryi réwnai réZniczkowyeh, pochodzacemi od tych
wielkich matematykow i ich jeszeze wigkszych nastgpeow: G aussa, Cau-
chyego, Fouriera, Abela Jacobiegoi Riemanna.
Sprobuje wszakze w Rozdziale I, chociaz w grubszych rysach, krétko scha-
rakteryzowaé pewne z najwazniejszych kiernnkow, ktére dostrzedz mozna
w nowszych badaniach z zakresu réwnan rézniczkowych. Obszerniej tra-
ktowaé bede te tylko kierunki, ktére stojg w zwigzku z memi wiasnemi ba-
daniami. Nastepnie w Rozdziale I postaram si¢ scharakteryzowaé pewne
moje teorye, ktére dotychezas naszkicowatem tylko bardzo krétko i tylko
w jezyku norwegskim. W nastepnych Rozdzialach rozwing wreszcie dosé
obszernie wazne i ogélne teorye calkowania, ktére takie s3 mojg wia-
snoéeis:

ROZDZI1IAL L

Poréwnawcze rozwazania o nowszych badaniach z zakresu teoryi réwnan
rézniczkowych.

W tym rozdziale podajemy naprzéd przeglad badan o réwna--
nisch rézniczkowyeh, dokonanyeh od czaséw Bulera i Lagran-
g e'a. Mimo niezupelposei i niedokiadnodei, roztrzgsania te postuzg do

') W najnowszym czasie probowal p. Ostwald postawié ogolng zasade, majges
obejmowaé wszystkie prawa natury. Jednakowos, jak juz dawniej zauwazylem, nalezy
za} owaé, ze dotychezasowe matematyczne sformutowanie tej zasady jest tak nieokreélm}e
i niejasne, iz matematycy nie mogs pojmowaé jej sensu. Dopiero na podstawie prawd?l—
wego sformutowanis tej zasady mozna bedzie rozstrzygnaé kwestyg, ¢zy np. Hertz miak
podobne idee.
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wyjasnienia tendencyi naszych wlasnych usitowan. Nastepnie zajmiemy
si¢ obszernie teoryg charakterystyk, rozwinigts przez Mon ge'a, La-
pPlacea, Ampérea i Darboux'a. W ten sposéb uzyskamy podstawe
do wylozenia wlasnych badaf, ktore podamy wirozdzialach nastepnyeh,

§1
0 réinych kierunkach w teoryi réwnari rdzniczkowych.

O ile moge sig zoryentowad, prawdziwym powinien byé poglad, ze ba-
dania o réwnaniach rézniczkowych, ogtoszone w eiggu ostatnich lat stu-
dwudziestu, mozna podzielié na cztery lub pieé rézmych kategoryj,
ktére zawierajg coprawda wiele punktdéw wspdlnych.

Do pierwszej kategoryi zaliczam naprzod badania o réwnaniach cz3st-
kowych rzgdu pierw sz eg o, rozpoczgte przez Eulera, La grange’a
i Monge'a, a prowadzone w dalszym ciggu przez Pfaffa, Cau-
chyego, Hamiltona, Jacobiege, A. Mayera i innych, Tu
zaliczam takze badania, rozpoczete przez Mongea i Lia placea o ri-
wnaniach czgstkowych drugiego i wyzszych rzgdow. Z pomigdzy na-
stgpeow Mongeai Laplace’s natem polu Ampér e, Darboux
i kilku innych matematykéw francuskich uzyskato rezultaty najwazniejsze.
We wszystkich tych pracach odgrywa wyraznie lub niewyraznie bardze
wazng role wprowadzone przez Mon g e'a pojecie charakterystyki.

Do drugiej kategoryi zaliczam badania, rozpoczete przez d'Ale m-
berta, Fourierai Cauchy'e g 0, & prowadzone dalej przez Rie-
manna, Weierstrassa, Méraya, S chwarza, C.Neumanna
Poincarégo, Picarda i wieln innych wybitnych matematykéw;
badania, w ktéryeh chodzi z jednej strony o podanie warunkéw catkowal-

nosei, z drugiej zas o wyznaczenie calek, odpowiadajacych danym warun-
kom granicznym.

Do trzeciej kategoryi zaliczam wigkszg cze$é nowszych badad z za-
kresu réwnan rézniczkowyeh liniowyeh, ktérych podstaws jest wiaseiwie
ogélna teorya funkeyj, wprowadzona do nauki przez Abela i Caw
chyego. Jakkolwiek nalezy przyznaé, ze Ganssi Riemann wy-
tkngli droge tego kierunku, to jednakowoz za istotnegn zatozyciela tej kate-
govyi badant trzeba nwazaé Fuchsa (1866). Ten kierunek zyskal nowy
donioslosé przez zastosowanie Dojecia grupy nieciaglej, wprowadzonego
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przez Galois'a. W znanych mi pracach Riemanna pojecie to wy-
raznie nie zachodzi 1); niema go takze w dawniejszych pracach Fuchsa.
Pierwszemi pracami, w ktérych pojecie grupy znajduje zastosowanie do
ogélnej teoryl réwnai rozniczkowych liniowyeh, g, o ile mi wiadomo, pu-
blikacye C.Jordana z pierwszej potowy 1874 roku. Z drogiej strony
pewien postep sprawilo zastosowanie przez Fuchsa (1875) teoryi nie-
zmiennikéw Cayleya do réwnan rozniczkowyeh lniowych. Badi co
bgdZ, nalezy zwrécié uwage na to, ze rezultaty te, jak to pokazal Klein,
mozna wyprowadzié prosciej i zupelniej przez polaczemie rzeczonych badan
C.Jordamna i przeprowadzonego przez Kleina (1874) wyznaczenia
wszystkich nieciggly ch grup rzutowyeh linii prostej ?).

Do tego kierunku nalezy wielka liczba teoretyczuo-funkeyjnych badan
Schwarza, Hermite'a, Thomégo, Frobeniusa, Fuchsa,
Kleina, Poincarégo, Picarda, Appela, Painlevégo i in-
nych. Nie mamy potrzeby omawiaé tych badaf; natomiast, jakkolwiek po-
bieznie, oméwimy péZniej badania Cocklesa, Laguerrea Hal-
phena, atakie Picardai Vessiota z zakresn rownai rozniczko-
wych liniowyech.

Do czwartej kategoryi zaliczam te badania, ktére wyraznie lub niewy-.
raznie spozytkowujg moje ogélne pojecie grupy cigglej (continuirliche Grup-
pe) dla teoryi calkowania. W pracach tych odgrywa jednoczesnie role za-
sadniczg pojecie niezmiennika rézniczkowego (Differentialinvariante), wy-
nikajace z pojecia grupy. Nie mam potrzeby zastanawiaé sie przy tej spo-
sobnosci nad historycznym rozwojem tych dwu pojeé. Ten caty kierunek
zawdziecza swoj poczatek memn odkryciu z lat 1869-—1870, ze teorye catko-
wania dawniejszych matematykoéw, traktowane poprzednio, jako teorye
odosobnione, mozna przez wprowadzenie pojgcia grupy cigglej wyprowadzié
7 jednego wspblnego zrédta. Uwaga ta doprowadzila mie do szeregu no-
wych, co prawda, prostych teoryj calkowania, ktére wszystkie charaktery-
zuje pojecie grupy (Ges. d. W, Christiania, 1871, Math, Ann., t. V).

!y Pewnem jest, ze pojecie grupy zachodzi nie wyraznie ziréwno w pracach
Riemanna, jakotez 1 innyeh pracach dawniejszyeh, Nic nie wiadomo jednak, ezy
Riemann istotnie posiadal pojecie grupy. Riemann w badaniach swych o catkach
A bela nie cytuje weale G aloisa, a okolicznosé ta oczywiseie nie wskazuje tego, aby
idee Galoisa byly Riemannowi dokladniej znane.

2) W listopadzie 1875 zakomunikowalem Kleimn o wi. ze przeprowadzilem re-
dukeye wszystkich ciggiych grup jednej zmiennej do grap rzut<_)wych. Teu. mbj
komunikat stanowil, jezeli sig nie myle, pobudke zewngtrzng dla K le ina do podjecia
rozwigzania na wiosng w 1874 zagadnienia o wyznaczenin wszystkich -meclqglych grup
rzutowych o jednej zmiennnej. Nalezy jeszeze zanotowad, e Klein juz w tym czasie
(list z 30 kwietnia 1874) zajmowal sig kwestys wszystkich funkeyj jednowartosciowyeh,
niezmiennych przy grupach rzutowych nieeiggiych.
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W roku 1872 naszkicowalem, chociaz bardzo zwigZle, wiele ogélnych
teoryj calkowania, opartych na teoryi niezmiennikéw nieskonczonej grupy
wazystkich przeksztatcen stycznosei (Berithrungstransformationen), a takze
na teoryl niezmiennikéw wszystkich przeksztatcen punktéw (Punkttrans-
tormationen), (poréwn. , Kurzes Resumé mehrerer neuer Theorien, kwiecien,
1872; Zur Theorie der Differentialprobleme, 1872; Zur Invariantentheorie
der Beriihrungstransformationen, Grudzien, 1872; Gtes. d. W. Christiania).
Obszerniejsze opracowanie tych teoryj podatem w tem samem wydawnictwie
z lat 1873 — luty, 1876; por. Math. Ann,, t. VIIIi XI. Niema potrzeby
cytowad tu moich licznych pézniejszych publikacyj o tych przedmiotach;
zaznaczam tylko, ze moje najwazniejsze rezultaty zestawilem w krotkosei
w tomach XXIV i XXV Math. Ann. We wszystkich tych badaniach
charakterystycznem jest, ze nie ograniczam sie na
wykonaniu pewnych calkowan, lecz zarazem w kai-
dym szezegélnym przypadkun dokladnie podaje mo-
zliwe nproszezenia. Co prawda, nalesy zauwazyé, ze dotychezas
posiadam in exstenso jeszcze nie wszystkie dowody na to, iz wigk-
sze uproszezenia s3 niemozliwe.

Do tegoz kierunku zaliczam dalej pigkne prace Laguerre'a i Hal-
phena o przeksztaleaniu liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
W istocie swojej badania te odnoszg sie do grupy nieskonczonej:

&y ij(w)v K40 —’:yW(w)v

czego jednakowoz nie zaznaczajg obaj autorowie. Zmuszony jestem pray-
puseié, Ze zaréwno Liaguerre (1879), jak Halphen (1882) pierwo-
tnie nie znali blizej ani mojej teoryi niezmiennikéw przeksztatcen stycznoei.
ani opierajgeych sig na tem teoryj catkowania, bo byliby przeciez powolali
sig na wiele analogij, istniejacych pomigdzy ich badaniami i mojemi teo-
ryami’). Nalezy wreszeie zauwazy¢, ze angielski matematyk Cockle
juz w roku 1870 rozwingt dla réwnai liniowych idee, ktére, pomimo, iz nie
majg cechy ogolnosci, sg wszakze spokrewnione z ideami L a guerrea.
Wreszele do tego kierunku zaliczam szereg nowyeh badadi Picarda
i Vessiota, ktérych waznosé poduosilem Jjuz przy wielu sposobnosciach,
] Jezeli podany tu przeglad historyczny jest praw-
dziwy, to moge przypisaé sobie pierwszeligstwo w za-

{) Ze moje dawniejsze prace geometryezne o krzywych i powierzehniach z nieskori-
czong liczby przeksztateed rzutowych znane byty Halph e nowi, wynika to 2 cytat jego
Tozprawy doktorskiej (1879). Ze jednakowoz nie znal on pierwotnie doniostodei moich
teoryj catkowania, wynika to juz stad, ze jego teorye catkowania nietylko majs charakter

zu.pt‘alnie specyalny, ale nadto nie doprowadzajg ani liczby, ani rzedu dziatan catkowych do
minimam,
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stosowaniu pojecia grupy do ecalkowania rownan
rézniczkowych. W dziale badaih Fuchsa pojecie grupy i mia-
nowicie pojecie grupy nieciggtej zastosowane bylo poiraz pierwszy
w roku 1874 przez Jordana. Natomiast moja teorya grup funkeyj
(Functionengruppen) pochodzi z roku 1872, a poczatek mejej teoryi
catkowania ukladéw zapeinych z grupa znang skonczong lub nieskonczong,
jest jeszeze dawniejszy.

Oczywiseie dcbrze mi wiadomo, Ze istnieje bardzo wiele waznych ba-
dah z zakresu réwnaf rézniczkowych, ktérych nie moina zaliczyé do zadne-~
zo z czterech oméwionych kierunkéw. Do takich nalezg teoretyczno-funk-
cyjne badania Briota i Bougqueta,prace D arboux’a o algebraicz-
nyech réwnaniach rézniczkowyeh, dalej wielkiej wartosei badania Brunsa
i Poincarégo z zakresu zagadnienia trzeeh cial, wreszcie pewne inne
badania teoretyczno-funkcyjne. To tez poprzednie uwagi kry-
tyczne nie majg bynajmniej pretensyi do wyezerpania catosei przedmiotu.
Gdy jednak liczba badan o réwnaniach rézniczkowych, szczegélniej w osta-
tnich lat dziesigtkach, wzrosta tak nadzwyczajnie, zdawalo mi sie rzecza
potrzebng sprébowaé podania wzajemnych zwigzkéw, pomiedzy temi
wszystkiemi badaniami istniejgcych. Gdy ukofiezg potrzebne studya biblio-
graficzne w innem miejscu obszernie przedmiot ten traktowaé bede.

Pomiedzy temi roznemi kiernnkami znajduje sig wiele punktéw styez-
nosei, bardzo interesujgeych. Moje wiasne dazenia idg przedewszystkiem
w tym kiernnku, aby pojecie grupy ciggle] znzytkowaé i dla trzech pierw-
szych kierunkow.

Juz w moich najdawniejszych pracach wykazalem, ze zgoduem jest
z naturg rzeczy traktowaé cals teorye rownai rozniezkowych czgstkowych
rzedu pierwszego ze stanowiska teoryi grup. W pracy niniejszej prébuje
w mozliwie najwickszym zakresie zredukowaé teoryg réwnai czastkowych
dowolnego rzedu do teoryi réwnah czgstkowych rzedu pierwszego, aby
W ten sposéb nmozliwié traktowanie ogdlnej teoryi za pomocg pojecia grapy.
Moja nastepna praca, ktérej tres¢ podatem temu Towarzystwu juz na po-
czgtku roku zeszlego, idzie w tym kierunku znacznie dalej.
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§ 2

Teorya charakterystyk rownan czqstkowych.

Z teoryi Lagrangea rozwigzah zupelnych réwnania czgstkowego
1-go rzedu:
F(@y 27p40=0

wynika, jak zanwazyl M on g e, Ze wszystkie powierzehnie catkowe takie-
go réwnania, dotykajace sig w jednym punkeie, majg wspélng linig krzywa
inadto dotykajg sig wzdluz tej linii krzywej. Mon g e nazwal te krzywe?)
charakterystykami; dowi6dl on, ze do kazdego réwnania F =0
nalezy (najwyzej) co? charakterystyk, i ze kazda powierzchnia calkowa za-
wiera co? charakterystyk. Stad wyprowadzil w szczegélnosei wniosek, ze
przez kazde krzywg, ktéra nie jest charakterystyks, mozna przeprowadzié
tylko jedne krzywa catkows.

Monge rozszerzyl pojecie charakterystyki, co prawda, w formie
malo Scislej, na réwnania czgstkowe dowolnie wysokiego rzedu pomie-
dzy =, ¥, 2.

Dla réwnan drugiego rzedu:

F(a,y,200780)=0

to rozszerzone pojgcie charakterystyki mozna podaé chociazby w formie na-
stepujacej: .
M onge nazywa charakterystykami te krzywe na kazdej powierzeh-
ni catkowej, ktére czynis zadosé réwnaniu;
oF oF oF
—_— 2 . Puindl p—
3 dy 73 dydx 4 37 dax? = 0.

Kazda powierschnia calkowa zawiera tym sposobem co! charakterystyk,
ktére sktadaja sie z dwéeh nieskoriczonych gromad linij krzywych, a wiec
dwa razy pokrywajg powierzchnie, jezeli tylko wyrazenie:

0F o F (BF)‘“’

9r 8f T \ o5

.1) Wielka zastugs Monge's w teoryi réwnan rézniczkowyeh polega na tem, Ze
umozliwit on pogladowe traktowanie tej dziedziny przez wprowadzenie prostyeh pojeé ele-
l'nentarnych. Jemu i jego spétezesnym brakto swobody w operowanin ilogciami uro-
Jonemi, braklo znajomosel pojecia przestrzeni n-wymiarowych, a po-
czgdel 1 teoretyeano-funkeyjnej §cisto §ei. 7
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nie réwna si¢ zern. Najlatwiej zdefiniowad te krzywe posrednio. Je-
zeli mianowicie przeprowadzimy na dowolnej powierzehni calkowej linie
krzywg, ktdra nie jest charakterystyka, to niema zadnej innej powierzehni
catkowej, ktiraby wzdiuz tej krzywej byla scigle st yczng z powierzch-
nig dana,

Odpowiednim sposobem rozszerza sig pojecie charakterystyki na do-
wolne réwnania czgstkowe (w zmiennyeh 2, y, 2).

Te rozwazania doprowadzity Mongea i Ampérea do teoryj cal-
kowania, ktére w kazdym razie pewne z rownan czgstkowych postaci:

A@t—) 4+ Br4+C+ Dt + E=0

redukuja do rownan rézniczkowyeh zwyczajnych.
Monge | Ampére wykazali mianowicie, ze mozna podaé trzy
réwnania rézniczkowe:

1) "o Gx by dy oo de F di dp e dp=0, *=1,3,8)

ktérym ezyni zado§é kazda chavakterystyka jednej z dwun gromad.
(Odpowiednio charakterystyki drugiej gromady eczynia zadoS§é analogi-
eznemn ukladowi réwnai o rézniczkach zupelnych, ktéry na razie moina po-
mingé). Moze tu zachodzié wiele rdzennie réznych przypadkéw. Zwrécimy
uwage wraz z Mongem i Ampeérem w szezegolnosei na ten praypadek,
gdy uklad (1) jest calkowalny i mianowicie zatozymy, ze istniejg dwie i tylko
dwie calki niezalezne:

(@Y, 509 ,0 &Y 20 9
Na kazdej powierzchni catkowej majg w i v wzdluz jednej i tej samej
charakterystyki wartosei state, wartosci te zas (wogdle) zmieniajg sig przy
przejscin od jednej do drugiej charakterystyki na tej powierzchni. Zatem
na kazdej poszczegélne] powierzehni catkowe]j w i v s3 zwigzane réwnaniem:

v—og (w) =0,

ktérego ksztalt dla réznych powierzehni catkowych nie zawsze jest ten sam.
Lecz w1 v sg okreslonémi funkeyami zmiennyeh z, y, 2, p, ¢; réwna-
nie wige:
v— g u)=10
jest réwnaniem czastkowem rzedu pierwszego, a méwiae dokladniej, gdy ¢
oznacza funkeye dowolng, réwnanie:
v — @ (u)=20

przedstawia nieskoficzenie wiele rownai czgstkowych rzedu pierwszego.
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Stad wynika, ze ogdélne powierschnie catkowe danego rownania
Mongea-Amp ére’a drugiego rzedu otrzymujemy przez wyznaczenie po-
wierzehni catkowych wszystkich réwnaf rzgdu pierwszego:

v— @ (u) =0

i odnalezienie z pomiedzy tych powierzehni wszystkich takich, ktére istotnie
czynia zadosé rownaniu czgstkowemn rzedu drugiego. Ale atwo dostrzeds,
ze istnieje jedno 1 tylko jedno rownanie czgstkowe drugiego rzedu, ktéremn
cuynia zado§é powierzehnie catkowe wszystkich réwnar:

»— @ (u) = 0.
Istotnie, oba réwnania:

dv , du __
Y @' (u) = 0

dajg przez rugowanie ¢’ (u) jedyne-roéwnanie drugiego rzedu:

dudu__@f_lg_ﬂo
dz dy dy dz — '

ktoére jest oczywiscie réwnaniem Monge’a-Ampére'a,

W ten sposéb otrzymuje sie pigkne twierdzenie Monge'a i Amnm-
pérea:

Jezeli charakterystyki pierwszego rzgdu (je-
dnego szeregu) na powierzechniach catkowych dane-
goréownania Mongea-Ampeérea:

Ar -+ Bs -+ Ct+ D <+ E (1t — s?) =0

¢zynig zados§é dwu ré6wonaniom postaci:
% (Z, ¥, 2, p, 1) = a = const.,
v (z, ¥, 2, p, Q) = b = const,,

to ogdélne powierzchnie calkowe mozna okreglié
przez wyznaczenie powierzcehni catkowych wszyst-
kich réwnand czgstkowyeh 1-go rzedu:

v — @ (u) = 0,
gdzie p jest funkeys dowolng.
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Jezeliby chodzito w szczegolnosei o znalezienie tej powierzehni calko-
wej danego rownania Mongea-Ampeér e'a, ktora przechodzi przez krzy-
wy dana: =X (t), y = Y (), 2 = Z () i wzdluz niej dotyka danej po-
wierzehni rozwijalnej. to naprzéd nalezy weding danych rownan krzywej
i zwigzkéw dodatkowyeh p= P (), ¢ = Q (¢) wyznaczyé v (z, ¥, 2, P, q)
iv(z, vy, 2 p,q), jako funkeye zmiennej ¢ oraz przez rugowanie zmiennej
t okreslic zwigzek » — ¢ (u) =0, ktéry nalezy traktowaé, jako réwnanie
czgstkowe rzgdu pierwszego; nastepnie trzeba okreslic te powierzehnie cal-
kowg owego réwnania rzedu pier wszego, ktéra zawiera krzywg dang.
Pomijamy tu mozliwe w pewnych przypadkach uproszezenia w catkowaniu.

Uwazajmy teraz zupelnie dowolne réwnanie czgstkowe rzedu drugiego:

F oz, y,2,p 9758t =0

Na wszystkich powierzchniach calkowych wstegi charakterystyczne
(charakteristiche Streifen) drugiego rzedu!) czynia zadodé Szesein réwna-
niom liniowym postaci:

ay di 4+ by dy + ¢ dz -+ dp dp + e dg +
@) + frdr +ge ds + Iy dt = 0,

FE=12..,06,

ktére tworzg uklad réwnad o rdzniczkach zupelnych.
Zatézmy teraz wraz z Darboux’em, ze uklad ten jest calkowalny
i posiada dwie i tylko dwie calki niezalezne:

u (z, Yy By o 1,8, 1), (wa Yoy ooy 738 1)

Wiwezas wielkodei te nie zmieniaja swych wartosei na kazdej powierzchni
calkowej wzdluz kazdej charakterystyki (jednej gromady), przy praejscin
za$ od jednej charakterystyki tej powierzchni do drugiej wogéle obie podle-
gajg zmianie. Stad wnosi Darboux, ze kazda powierzehnia calkowa
rownania F' = 0 czyni zado§¢é réwnanin postaci:

v — @ (u) == 0.

To nowe rownanie zas, gdy funkeya ¢ jest dana, jestréwnaniem czast-
kowem drugiego rzeduy, ktére ma z réwnaniem F =0
pewne powierzchnie catkowe wspdlne.

") Wstggami charakterystyeznemi pierwszego, drugiego i t.d. rzedéw nazywam
charakterystyki, wzdluz kttorych nwzglednia sig nie tylko wartodel zmiennych z,-y, =, ale
i wartodei poehodnych p, ¢, 7, 5. ¢ i t. d.
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Jakkolwiek D arboux tem si¢ nie zajmuje, wyznaczymy tu te po-
wierzchnig ealkows, ktéra przechodzi przez dang krzywa:

y=Y(@), 2=2(@

i wzdluz niej dotyka danej powierzchni rozwijalnej. Inaczej méwise: uwa-
zamy wedle mojej terminologii dang wstege elementarng :

y= i’(m)r 2 =17 (x), p = P (x), 7= Q ('7")
i szukamy odpowiedniej powierzehni catkowej réwnania F == 0.
Roéwnania :
Pl=r-4sY', Q' =s -+ 1Y’
wraz z dF = (0 wystarczajg, przynajmniej wogole, do wyznaczenia wielko-
dei 7, s, ¢, jako funkeyj zmiennej 2 dla wszystkich punktéw krzywej da-

nej. To okreslenie jest, wedlug Monge'ai Cauchy’eg o, iluzoryczne
tylko wiéwezas, gdy wyznacznik:

1 ¥ o |
01 ¥ |=FY!—FY+PF
F B, F

znika dla wszystkich punktéw krzywej danej, inaczej mowige, gdy ta krzywa
jest charakterystyks. Pomijajac ten przypadek wyjstkowy, mozemy za po-
mocg podobnych roznmowah wykazaé, ze nietylko 7, s, ¢, ale i pochodne trze-
clego 1 wyzszych rzedéw sg wzdluz krzywej zupetnie okre§lonemi funkeyami
zmiennej #. Przez podstawienie wartodei:

y=TY), e =Z@),p=P(@),q=Q@),r=R(),s=5(), t=T()
w funkeye w (z, ... 1) i v (z, .., ), otrzymujemy:
we=U(x), v =V (x),

t. j. takze jako funkcye zmiennej @ wazdluz uwazanej linii krzywej. Stad
przez rugowanie zmiennej z otrzymujemy zupeinie okreslone réwnanie:

v—o) =0,

zawierajgce tylko wielkosei i v. Poniewaz za$ ogdlna teorya Cauch y'ego
wykazuje, ze przy danych warunkach granicznych istotnie mamy powierzch-
nig catkowsg réwnania F = 0, poniewaz z drugiej strony wiadomo, ze dla
wszystkich punktéw nasze] powierzchni catkowej istnieje jedno
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i tylko jedno réwnanie v — y (u); poniewaz nareszeie znalezione rownanie
v — ¢ () = 0 zachodzi dla co! punktdw naszej powierzchni calkowej, wige
pewnem jest, ze wlasnie to réwnanie v — @ (1) = 0 ma miejsce dla wszy-
stkich punktiw naszej powierzehni. Pokazemy potem, jak stad mozna
okredlié samy powierzchnie.

Darboux zwraca uwage, Ze réwnania liniowe (2) zawieraja pier-
wiastek kwadratowyi w ten sposéb przedstawiaja dwa uklady
réwnan zupelnych. Ogranicza sig on do przypadkn, w ktérym kazdy
z dwn ukladéw zawiera d wie calki niezaleine:

Uy, U 1 Ugy Ty

Wowezas kazda powierzehnia calkowa réwnania eczyni zado§é pewiemu
réwnanin » — g () =0, atakze pewnemu réwnaniu v, — g, () = 0.
Jezell zas na odwrit ¢ i @, sy dowolnie obranemi funkeyami swyeh argu-
mentdw, to znajduje Darboux, e trzy rownania czastkowe drugiego
rzedu:

F=0,5—q ()=01—g¢ (4)=0

zawsze tworzg uklad nieograniczenie catkowalny; ich oct powierzehni catko-
wych wspdlnych okresla sig przez calkowanie rownai zwyczajnych.

To jest wiasnie punktem zasadniczym teoryi Darboux, ktérg, jak
on sam podaje, mozna rozszerzyé w wielu kierunkach. Szczegdlnie
uwzglednia on przypadek, gdy uktady réwnan o rézniczkach zupelnych wsteg
charakterystycznych jakiegnkolwiek rzedu posiadajg po dwie calki ug, v,
iy, v, Zwraca on uwage, ze wowezas uklad réwnaii:

F=0,v — ¢ (1) =0, v, — @, () =0

jest zawsze nieograniczenie calkowalny. W teun sposdéb Darboux
catkujeprzezréwnaniazwyczajne wszystkieréwna-
niaczgstkowe ktérychcalkaogdlnanalezy do pierw-
szejklasy calek Ampérea.

Szkoda wielka, ze D arboux naszkicowal tylko te badania, tak war-
tosciowe i daleko siegajace. Jego publikacye nie wyczerpujs bynajmmiej
zastosowan jego nowych idej.

M. Levy!?) nzupelnit okolicznosciowo teoryg D arboux za pomoca
waznej, chociaz blizko lezgeej uwagi. L e vy traktowal réwnanie czastko-
we rzedu drugiego F = 0, majace z innem réwnaniem drugiego lub wyzsze-
go rzedu takie powierzchnie catkowe wspélne, ktérych wyrazenie analityczne
zalezy nietylko od statych dowolnych. Przekonal sie on, ze te powierzchnie

1) Comptes rendus, 1872.
Prace mat.-fizyczne, t. VIL 6
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catkowe posiadaja takie wstegi charakterystyczne, ktére mozna okregli¢
przez calkowanie ukladu réwunan rézniczkowych zwyezajnych.

Wiyrazajge sig Scidlej, L e vy wykazal, ze powierzchnie calkowe ta-
kich dwdch r6wnai, dotykajgce sig §ecidle w jednym punk-
cie,dotykajgsigdcidle wzdluz pewnej krzywej, ktora
jest charakterystyka obu tych rownan.

Stad wyprowadzil wniosek, ze r6 wnanie drugiego rzedn F=0 mo-
e by¢ zcalkowane za pomocy ukladéw réwnai zwyczajnyech, gdy z po-
migdzy dwu ukladéw rownan wsteg charakterystycznych, dajmy na to m-go
rzedu, chociazby jeden tylko posiada dwie catki niezalesne w i w.
W ten sposéb Levy zcalkowalréwnaniaczastkowe dru-
giegorzgdu ktérych catka ogélna nienalezy do ca-
ek Ampéreaklasy pierwszej.

Levy podal, ze wtym celu trzeba zcalkowad tray
ukladyrdwnairézriczkowychzwyczajnych

W rokn 1874 zauwazytem, ze przy warunkach L e vy’'ego, w y-
starcza zcatkowaé dwa uktady réwnairézniczkowyeh
zwyczajnych Gdy mianowicie wielkosei » i v s3 znalezione przez
calkowanie wiadomego ukladu réwnai o rézniczkach zupetnych, mozna sobie
postawié zadanie o wyznaczeniu tej powierzchni catkowej réwnania F = 0,
ktora zawiera krzywg dang 1 wzdluz niej dotyka danej powierzehni rozwijal-
nej. Te warnnki graniczne dajg cztery zwigzki:

y=Y (@), e=Z@),p="F (@), 1= Q (),
ktére wyznaczajy u, 2,p, q jako funkcye zmiennej z. Przytem funkeye
Y, Z, P, @ eo ipso czynia zado§é réwnaniu:
Z'—P— QY =0.

Jezell teraz wartosei pochodnych r, s, ¢ wzdluz tej kizywej oznaczy-
my przez B (z), 8 (z), T («), to dla wyznaczenia tych wielkosci otrzymamy
zwigzki: :

PP—R—8Y'=0, Q' —8— T7 =0,
F(az, Y, Z, P, QB 8 T)=0,
ktére wogéle moina rozwiazaé wzgledem E, 81T Zalozmy teraz dla

uproszczenia, ze w i v zalezs tylko od pochodnych pierwszego i drugiego
rzgdu, to odrazn mozna bedzie wyznaczye % i v jako funkcye zmiennej z:

w=U(z), v= TV (),
skad przez rugowanie zmiennej otrzymaniy zwigzek:

v — @ (u) == 0.

icm®
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Réwnanie to posiada wedlug D arb o u x'a takie powierzehnie calkowe wspdl-
ne z réwnaniem F' = 0, ktére zalezy nietylko od stalych dowolnyeh. Od-
powiednie wstegi charakterystyczne mozna na podstawie nwagi L e vy'ego
znaleZé przez catkowanie ukladéw jednoczesnych rownan zwyczajnych.
Z pomigdzy tych wsteg nalezy wybraé oo! takich, ktére maja dla wielkosei
@, Y, 2,y q, 7, 8, t uklad wartosei wspélny z wartosciami:

Y = _Y’ E‘:Z,]):P}{Z= Q, T‘:R’ e-:S(J,), f = T(JS)

W ten sposob szukana powierzehnia calkowa réwnania F = 0 jest zna-~
leziona 1),

Dodajg tu jeszeze, za pomocy Jjakich rozumowad poznalem plerwotnie praw-
dziwodé twierdzed L e vy’ego.

Uwazajmy naprzéd réwnanie czastkowe pierwszego rzedu F (2, g, 2, g =0.
Dla wszystkich powierzehni calkowych takiego rownania rézniczkowego, kidre majg
element 2, y, 2, p, ¢ wspéiny, odpowiednie wartosei pochodnyeh 7, s, £ czynia zadogé
dwu réwnaniom linio wym. Jezeli nastepnie utworzymy réwnanie:

e=4r(X—a)P 45 (X—a) (F—p) 4 (Tmy)? & ...,
ktére przedstawia linig wskazujaca Du pina wszystkich tych powierzehni, to do~
strzezemy, ze te krzywe drugiego stopnia tworzg p e k krzywych i ze nadto pek ten
sklada sig z oo! spélérodkowych przecieé stozk owyecl, ktére doty-
kajg sie wzajemnie w dwun punktach. Uwaga ta prowadzi bezpogre~
dnio do twierdzenia, bedaeego podstawa, teoryi calkowania I, a grange’a i Mon-
g e'a réwnania F (2, y, z, p, ) = 0, mianowicie do twierdzenia: Jezeli dwie po-
wierzchnie catkowe réwnania F (2, y, z, p, @) == 0 majg jeden element , Yy 2,D, ¢
wspllny, to majg takze i sasiedni element wspélny.

Zaldimy teraz wraz z Darboux'em i Levy y'm, ze dwa réwnania czgstlko-
we drugiego rzedu:

r—f(x, Y, %P, 4, S)= 0, ¢t — @ (z, Y, 80,9, §)=0
maja co* powierzchni calkowyeh wspélnych i w ten sposéb czynig w kazdjm razie

zadodé warnnkowi: /7 @' — 1 == 0; widzimy bezposrednio, ze linie wskazujace
trzeciego rzedu tych powierzehni:

a(X—2)"+38 (X ~2) (Y—y)+ 8y (X—2) (T —y)*+ 6 (T —y) =&

stanowig co! krzywych trzeciego rzedu, ktére sg do siebie Seiéle styczne,

) Lie, Rozpr. Tow. nauk. w Chrystyanii 1874, str. 274,
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Stad wynika bezposrednio, ze wszystkle wspdlue powierzchnie
calkowe ktére stykaja sig $cidle wjednym punkecie
stykajg sie $cisle wzdluz pewnej kraywej.

ROZDZIAL IL

Uzupetnienie teoryi charakterystyk Mong e’a.

Gidy udato mi sie¢ dokladnie zrozumieé teorye Mouge's, Ampere's,
Darboux’a i Lievy'ego, co z powodn bardzo trefciwej redakeyi badan,
szezegOlniej Lievy’ego, wymagalo w kazdym razie pewnej pracy samodziel-
nej, dostrzeglem zaraz, ze nowe idee Darboux’a nie zostaly w zupelnogel
wyzyskane przez Lievy'ego. Pierwotnie poprzestatem nanaszkicowaniu pew-
nych metod w lutym 1880, ktire oglositem w rozprawach Towarzystwa nan-
kowego w Chrystyanii. Metody te w rzeczy samej uzupelniaja teorye cha-
rakterystyk moich poprzednikéw. Rozwijajac w rozdziale tym te moje da-
wne teorye obszerniej, uwazam naprzéd za potrzebue, wyjasnienie mej zwy-
klej terminologii.

Powiadamy, ze ukiad dwu réwnan czastkowyeh drugiego rzedu

(3)

jest nieograniczenie catkowalny, gdy posiadaja one takie wspél-
ne powierzehnie catkowe, ktére nie czyniy zadosé zadnym innym réwnaniom
czgstkowym drugiego lub pierwszego rzedu. Wedlug ogélnej teoryi D a
boux’a sg tumozliwe tylko dwa przypadki, zaleznie od tego, czy réwnania
te posiadajg cof, ezy tez co* powierzehni calkowych wspélnych. W ostat-
nim przypadku powiadam, Ze nasz nieograniczenie catlowalny uklad rownan
czgstkowych drugiego rzedu jest uktadem inwoluc yirym, lub ukla-
dem Darbouxa

Odpowiednio powiadam, ze uklad réwnan ezgstkowyeh m-go rzedn jest
nieograniezenie calkowalny, jezeli posiadajg one taki utwor
catkowy wspdlny, ktéry nie ezyni zadosé zadnemn réwnanin m-go Jub niz-
szego 1zedu.  Nazywam nastgpnie uklad nieograniczenie calkowaln y réwnan
czgstkowych ukladem Darb oux’a, jezeli wspilue utwory catkowe nietylko
zalezg od stalych dowolnych. W szezegolnosei uklad Darbouxa nazy-
wam ukiadem inwolucyjnym, jezeli liczba wspélnyeh utworow
catkowyeh dochodzi do maximum.

Fo( 420,978 0 =0, Fy(...)=0
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W naszym szezegdlnym przypadku (3) kazdy nkiad Darboux’a jest
ukladem inwolucyjnym. To bynajmniej nie zachodzi zawsze. Pomiedzy
ukladami nieograniczenie catkowalnemi istniejg rozne klasy, ktore wedlug
mojej terminologii nalezy nazywaé ukladami Darbouxa. W szeregu tych
klas uklady inwolucyjne same dla siebie tworzg pewng klase, ktora
nalezy uwazaé jako najwazniejsza.

Wyprowadzimy raz jeszcze rezultat, zualeziony przez L ev yego.

Zwracamy sie wige do ukladéw nieo graniczenie catkowal-
nyech drugiego rzedu:

-Fl(x1y7z1p~‘2a".:s: f)=OsF2(-")=O'

Jezeli z pomiedzy wszystkich powierzehni catkowych takiego uktadu
wybierzemy co?, to bedziemy mogli co?® powierzehni nieskofczenie wieloma
sposobami rozlozy¢ na co! gromad, ktére wyznaczone beda przez réwnanie
postaei:

Q‘(x,y,z,a‘,b)zc‘

Wielkosci «, b, ¢ oznaczajs tu stale dowolne, z ktéryeh stala ¢ dla wszyst-
kich-powierzchni jednej gromady ma warto§é okreslong. Rugujac nastep-
nie z réwnah :

D+ D.p=0, B+ D. 9= 0

iréwnania @ = ¢ parametry a i b, otrzymujemy réwnanie czastkowe pierw-
szego rzedu:

V(m’17211)’ q) = c’

ktére dla kazdej wartosei parametru ¢ ma (conajmniej) oo? powierzehni cat-
kowych wspélnych z réwnanjami F; = 0i F, == 0. Mozna wiec, gdy dany
jest uklad nieograniczenie calkowalny F, = 0 i F, = 0, postawi¢ z a-
gadnienie wyznaczenia wszystkich takich réwnan
V(z,y,2p,q9=c ktore dla kazdej wartosci emaja conaj-
mniej co? powierzchni catkowyeh wspélnyeh z F, =0
i Fy=10. Warnnek ten rownowazny jest z zadaniem, aby cztery réwnania
rzedu drugiego:
B =0, F, =0,

Vet Vept+ For4+T,5=0,
Vo+Vg+ VsV, t=0
miaty (econajmniej) co? powierzehni catkowych wspélnych.

Jezeli z pomiedzy tych réwnan wyrugujemy 7, s, ¢, to otrzymamy jedno,
Iub w pewnych okoliczno§ciach dwa réwnania, ktére maja postaé:
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Q(az,1,z,]1, {I.i VI) Vyr 'V-H VP: V‘Z):O

i wzgledem pochodnych funkeyi V sg jednorodne.
Tdge dalej, mozemy bez istotnego ograniczenia przyjaé, ze réwnania:
F, =01 F, = 0 zachodzs w ksztalcie:
V—]_ R(%, Y, Z,P,Q,3)=O,
¢ t-FT(...)=0%.

Jezeli oba te réwnania zrézniczkujemy wzgledem 2 i y, to otrzymamy dla
wyznaczenia pochodnych rzedn trzeciego a, 8, y, 8 zwigzki:

a+R B4+ . .. =0,
B+ Bey+ ... =0,
L + y+ ... =0,
Toy+o6+...=0.
Jezeli wyznacznik :
1 R 0 0
01 R 0
orn 10 =1— TR =1—1"R'
0 01T 1

jest rézny od zera, to nasz uklad nieograniczenie catkowalny

posiada doktadnie co* powierzehni calkowych., Jezeli za§ wyznacznik ten

jest tozsamosciowo rowny zeru, to ukiad Fy = 0, F, = 0 jest ukladem

Darboux’a, lub,cotunajedno wychodzi, uktadem inwolucyjnym.
Jezeli wyrngujemy z pomigdzy czterech réwnari:

r+R=20 t+4+T=0,
Vot Vip+Tpr+Vys=0,
Vy+TV.qg-+Vys+V, t=0

wielkosel #, ¢ i 4, otrzymamy jedno lub dwa réwnania czastkowe pierw-
szego rzedu dla wyznaczenia ¥V jako funkeyi piecin zmiennych x, v, 2, p, ¢

) Do tego ksztaltu mozna zawsze doprowadzié nasz ukiad przez odpowiednie prze-
ksztalcenie stycznodei.
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zaleznie od tego, czy w macierzy:

1 B 0 i
0 7 1 l
v, ¥V, 0 l
0V, T |

wyznaczniki trzeciego stopnia:
Vi = RB'Vy, T'Vy =V, Vo (Vo — B V), e (T Fy — W)

wszystkie znikajs tozsamosciowo, czy tez nie. Widocezna bezposrednio, ze
oba wyrazenia ¥V, — R’ ¥, i T' ¥, — ¥, w kazdym razie mogg znikaé
tylko wtedy, gdy 1 — B’ 7' =0,t. j., gdy rownania r + R=0if 4+ T=0
tworzg ukiad inwolucyjny. W tym przypadku wielkosei:

v, T,
zalezalyby tylko od z, y, 2, p, ¢ i odpowiednio R i 7 miatyby ksztalt:

R=s «—;‘L +m (%, ¥, 2, 9, ¢) = as + m,
»

v, , 1
T=s —Vf +n@hapn g =—_stn
‘Wobec tego wielkos$é s wypadlaby z réwna:

Vet Vep— 7V, (sz’i-{—m) —+ Vs =10,
Vs

¥, V.q+ Vs — 7, (s%—{—-n) =0
i ¥ musiatoby ezynié¢ zadod$é réwnaniom:
Vot Vop—mVy=0V,+V.qg—aV, =0,V —aV, =0,
ktére sg réwnaniami czgstkowemi rzedu pierwszego. Wowcezas ¥V = ¢ by-

toby wspdlng catkg posredniag réwnan F; =01 F,=0 iten przy-
padek mozemy pozostawié na uboczu.
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Jezeli tedy mamy ukiad nieograniczenie catkowalny dwu réwnaf czgst-

kowych rzedu drugiego:
‘ Fl(a;,v,z,p,q,r,s,t)=0,F2(... )=O

to mozliwe sg trzy nastepujace przypadki.
R6éwnania nasze mogg mieé je d ne wspolng catke posrednia:

W (2, y, 2, p, Q) = ¢,

ktéra otrzymuje sig przez calkowanie zwyczajnego réwnania rézniczkowego
rzedu pierwszego. W tym przypadku uklad réwnai £ =0, F, == 0 jest
réwnowazny z réwnaniami:

aw _ o A _
de — " ' dy

Dalej mozliwe jest, ze rownania Fy = 0, F, = 0 posiadaja doktadnie
oot powierzehni calkowych, ktére mozna wyznaczyé przez catkowanie zwy-
czajnego rownania rézniczkowego czwartego rzedu. Nareszeie ukltad
Fy = 0, Fy = 0 moze mieé oo™ powierzchni catkowych wspélnych, z pomie-
dzy ktérych niema wiecej, niz co? takich, ktére czyniy zado$é okreslonemu
rownanin czastkowemu pierwszego rzedu.

Do odréznienia tych trzech przypadkéw prowadza kryterya naste-
pujace.

Doprowadzamy réwnania F, = 0, F, = 0 do keztattu:

?'+R($,y,2,p,q,8) =O:i+T(~-~)= 0
i tworzymy nastepnie réwnania:

Vot V.p— TV, R+ V=0
VyFViqgFV,s—V, T=0;

4

jezeli wielko§é s sama znika z obu tych liniowych réwnah czastkowych, to
mamy przypadek pierwszy. Wowezas R i S majg ksatalty:

R:‘-‘-ﬂ,(x, y’z’p, (Z) s+1”’(x’y’ Zﬂp’ (2)7
8
8 = @ + 7 (x,faz:lJ,lZ),

a trzy liniowe réwnania czgstkowe:
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F,—a P, =0

H

Vet+p Ve.—m T =0,

Vy4qV:—n ¥, =0
wraz z czwartem, otrzymujgcem sie za pomocg symboléw Poissona,
stanowig uktad zupelny, ktéry posiada jedno i tylko jedno rozwiazanie:
V= W (=¥, 2 p,q); wéwozas W = ¢ jest szukang catks posrednia.
Jezeli dopiero co podane kryterya nie sprawdzaja sig, to przez rugo-
wanie wielkosei s otrzymujemy jedno tylko réwnanie czastkowe:

‘Q(‘Ts Y, 2:2)5 9« V-Tl Vg/a FH V}!s ‘VQ)ZO!

ktére okresla ¥ jako funkeye zmiennych =, y, 2, p, ¢ i nadto jest jednorodne

wzgledem pochodnyeh ¥, . ..

Jezeli tedy ¥V (z, v, 2, p, ¢) jest dowolnem rozwigzaniem rownania
£ = 0, to réwnania:

Fi=0,F,=0,V=c¢

dla kazdej wartosei statej ¢ tworzg ukiad nieograniczenie catkowalny z co?
wspélnemi powierzchniami catkowemi.

Tu mamy oczywiscie zawsze oo™ rézunyeh réwnan V= ¢, z ktérych
kazde daje oo? powierzehni catkowyceh ukladu Fy = 0, 7, = 0.

Nalezy jednakze zauwazyé, ze stagd bynajmniej
nie wynika, aby dane réwnania F, = 0 i F, = 0 mialy oo™ powierzch-
ni catkowyeh wspélnych. To zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wielkosé
R, T, — 1 znika tozsamosciowo. Jezeli warunkowi temn nie staje sig za-
dosé, natenczas réwnania Fj = 0, F, = 0 maja tylko oo* powierzchni cat-
kowych wspélnyeh.

Jezeli tedy mamy ukiad nieograniczenie catkowalny:

Fo(@y, 20 91ns f,)=01F2('"‘):0’

to we wszystkich przypadkach zgodnem jest z naturg rzeczy szukaé takich
réwnah czagstkowych rzedu pierwszego:

V(.’E,:I/, Zspaq)__—'G:

ktére miatyby z uktadem conajmuiej co? powierzchni catkowych Wsp(_ilny’ch.
W tym celu rugujemy wielkodei 7, s, ¢ pomigdzy Fy = 0, Fy = 0 i réw-
naniami:

Vek Vep+ Vor 4 Ves =0,

|
BN
Vy+ Veqg+ Vs Vet =0,


GUEST


90 SOPHUS LIE.

a przez to, oprécz przypadku, w ktérym F; — 0 i F, = 0 majg posre-
dnia calke wspilng, otrzymujemy jedno réwnanie rézniczkowe czgstkowe
rzedu 1-go:

“-) ('Z': Y, 2, D Qs Vw: Vfli Vz, VIH Vfl) = 01
ktore okresla ¥ jako funkcye wielkodel «, , 2, p, ¢. Pokazemy, ze to réw-

nanie czastkowe jest zawsze pélliniowe (semilinear). Pokazemy na-
stepnie, ze jezeli

2 =171 (&Y

jest wspélng powierzchnig catkowa dwu réwnah 7, = 0 i F, = 0, wéwczas
trzy rownania:
z2=71(zy), p="lo q:f;,
przedstawiaja w pieciowymiarowej przestrzeni z, y, 2, p, ¢ takg dwu-
wymiarows rozmaito$é punktow, ktére wedle mego sposobu wyrazenia sie,
jestistotnym obrazem catkowym réwnania czastkowego rzedu
1-go 2=0.
Niech w rzeczy samej
z= f(x’ y’ (l/, b’ G)

bedzie réwnaniem co? powierzehni catkowych dwu réwnat F, = 0 1 F,=0.
‘Wiéwezas (por. str. 85, 86) istnieje nieskonczenie wiele takich funkeyj
V (x, ¥, 2, b, 9), %e réwnaniom 2-go rzedu:

V'n_l‘ Vzp—|~ Vs 7‘—I—Vq s=20,

Vy £ 7.9+ Vy s+ 7, t=0

staje sig zado$é przez podstawienie 2 — f przy dowolnyeh wartodciach para-
metréw a, b, c.

Jezeli tedy réwnania: z =/, p = [, g = f, rozwigzemy wazgle-
dem a, 8, ¢:
a=Ad @, y,2p,q, =B, ¢c=C
i wprowadzimy oznaczenie:

b (2,9, 4,B, C)= B (2,9, 4, b, o),

%) Zobacz mojs notatke w Gottinger Nachrichten, pazdziernik, 1872, str. 480 i nast.
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to mozemy napisaé, ze wyzej uwazane funkeye Vi f zawsze czynia tozsamo-
Sciowo zados$¢ zwigzkom:
® Vet Vefet Vi frat Vi foy =0

Vy+ Vil Vol + Vo fo =0

Ale zwiazkis
(7) Fl(%%&}’s%ﬁz,ﬁgﬂaﬁg/)=0yF2(~--):0
zachodza takze tozsamosciowo. A wiee, jak zanwazylismy juz poprzednio,
réwnanie:

Q ('-Ta Y 205 @ VW} ry# V:: Vllv Vq) :0:

otrzymujace sig przez rugowanie frz, Fry, Fy z v6wnan (6)1(7), musi takze
zachodzié tozsamoseiowo. Przytem jedynem naszem zatozeniem jest to, Ze
funkeye ¥ obralismy tak, iz kazde z oo! réwnai ¥ = ¢ posiada (conajmniej)
oco? powierzehni catkowych wspélnych z rownaniami Fy = 0, F, = 0.

Jezeli tedy zakladaé bedziemy, ze réwnanie z ==f (2, y, ¢, b, ¢) daje
oo? powierzchni catkowych wspolnych obu rownah 7y, = 0iF, =0 i ozna-
czaé:

Yy 4, B, C) = V;

wowezas zaloZenie nasze wyrazaé sie bedzie analitycznie tozsamosciowem
zachodzeniem zwigzkow :

(8) F1(¢=?/73,P,‘Z7f—:x»ﬁyaﬁy)zaFz(---)=0~
Réwnania:
Z:f(wl .Z/ﬂ , b7 c)’p :fz,‘l:fy
okreslajg tedy w pigcio wymiarowej przestrzeni co? rozmaitosel dwuwy-
miarowyeh, z ktérych kazda posiada co* elementdw, ktorych spélrzed-
ne: (Math. Ann., t. IX, str. 250 — 251)
myi/gzﬁﬂ,‘l, VI; V_l/ : Vl: VP VG

okreslone sg przez rownania:
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z=hp="fnq=1
Va + Ve fo+ Vy faws ~|“ | fx.r/ =0,
Vy + V- 1y + 7 for + Vo ﬁ/y = 0.

Wiec te co? rozmaitodei punktéw posiadaja razem co®. oot = co’ elemen-
tow, ktére z szeregu wszystkich oco? elementéw pieciowymiarowej prze-
strzeni wyszezegdlnione sa przez réwnania:

Vocd Ve Vy foo Vo fr =0,
Vy A Tep -+ Ty foy =+ Vo frg = 0.

Jezeli oba réwnania czastkowe ¥, = 0, Fy = 0, jak zatozyliémy, ma-
ja wieeej niz co® powierzchni calkowych wspélnych, to oba réwnania (9)
mogg mie¢ oo™ roznych postaci. FTatwo dostrzedz wszakze, e nasze oo?
elementéw w pigciowymiarowej przestrzeni czynis zawsze zado§é jedn e-
mu réwnanin, posiadajgcemu zupelnie okreslona postaé. Réwnaniem tem
jest réwnanie:

.Q(Z’; Y&, 0,9 Ve, V_,/, .Vﬁv Vp, Vq)=0,

®

ktére, jak wiadomo, otrzymuje sie przez rugowanie wielkoei Fumy Fays foy
z pomiedzy réwnan (8) i (9).

Dowiedlismy tedy, Ze réwnanin czastkowemu rzedu pierwszego Q =0
mozna uezynié¢ zado§é przez kazds dwuwymiarows rozmaito§é punktéw
Y =1 p="r qg="[,, jezell tylko rownanie # = f w przestrzeni tréjwy-
miarowej z, ¥, z, przedstawia powierzchnie, czynigcsg zado$é obu réwnaniom
F,=0iF =0

Jezeli uklad nieograniezenie calkowalny posiada w przestrzeni z, y, z
tylko co* powierzehni catkowyeh z = ¢ (2, 9, 4, D, ¢, d), to rezultat ten nie
daje nic nowego. Wowezas bowiem réwnania:

Z=(P(m,?/,ﬂ',[/,0,d),])=apx,Q":Q’y

wyznaczajg w przestrzeni z, y, z, p, ¢ doktadnie oot dwuwymiarowych roz-
maitosci punktéw, ktorych cot. cot = oof elementow

Ty g Vot Vyt Vot V7
czynig widocznie zados¢ jednemu i tylko jednemu réwnanin

8(%, Y, &, a '8 VT’ V_’Ix VZ: VP: V'I) =0

prz'ytem te co* rozmajtosei punktéw stanowig wedle mojej terminologii
eo ipso zupeline rozwigzanie réwnania czgstkowego rzedu pierwszego 6 = 0.
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Przeciwnie gdy dwa rownania F, = 0 1 F, ==1{ tworza uklad inwolu-
cyjny, rezultat ten jest nawet bardzo interesujacy. Z teoryibowiem réwnan
czgstkowych rzedu pierwszego wiadomo, ze kazd y prawdziwy utwér cal-
kowy (t. j. kazdy utwor calkowy, posiadajacy mozliwie najwickszg liczbe
elementdw) sklada sie ze wsteg charakterystyeznyeh. W szezegdlnosel
wiadomo, ze utwory calkowe rownania 2 = 0 skladaja sie z oo” wsteg cha-
rakterystycznych i przytem, ze kazdy utwiér calkowy zawiera co? tyeh
wsteg charakterystycznych. Utrzymujemy, z¢ miejsce geometry-
czne punktow wstegi w przestrzeni o 5-cin wymiarach jest linig krzy-
w3 a nie punktem; inaczej miwiae, utrzymujemy, ze wielkosel =, v, 2, p, ¢,
nie dla kazdej wstegi charakterystycznej moga posiadaé wartosei stale; wy-
nika to bezposrednio stad, ze w kazdym razie pewne z pomiedzy 5-ciu wiel-
kosei V., V,, V., V,, V, muszg zachodzi¢ w réwnanin @ = 0. Dodajemy,
ze 1 trzy wielkodel z, y, 2 takie nie moga mie¢ wartodei stalych dla kazdej
wstegi charakterystyezuej; wynika to stad, ze liczba dwunwymiarowych
utworéw calkowych jest eo najmniej cct, i Ze wazystkie dwuwymiarowe
utwory catkowe nie czynig zadosé zadnemu innemu réwnaniu czastkowemn
rzgdu pierwszego, procz @ = 0 tak, ze kazda wstega charakterystyczna na-
lezy co najmmiej do jednej rozmaitoici dwuwymiarowej: z=f, p = fa
q = f,- Stad wynika, ze gdyby x, », z lub tez tylko a, y dla jakiej§ wstegi
charakterystycznej mialy wartodci stale, to 2, p, ¢ bylyby dla tej wstegi
takze wielkosciami statemi. Tedy oo’ wsteg charakterystyeznych w prae-
strzeni pieciowymiarowej przedstawione s przez réwnanie Q==0 i przez
siedem réwnan pomiedzy wielkoSciami:

T Y 2Py @ Fu: Vy: Vot Wyt Py

isiedmioma statemi dowolnemi, z ktérychto rownan mozna otrzymad
dwa i tylko dwa réwnania pomigdzy , y, # i statemi dowolnemi:
%1 (.13, Ys By Cpyo v e 67) =0 » @2 (CE, s &y Cpy ve s "‘7) =0

Stad wynika wszakze, Ze W tréjwymiarowe] przestrzeni wszystkie po-
wierzehnie z = f zawierajg nieskoiczenie wiele krzywyeh, nalezgeych do
gromady ¢, = 0, @ = 0.

Mozna dowiesé, ze gromada krzywych ¢ =0, @, =0 obejmuje nie co’,
lecz co® krzywyel, i odpowiednio, ze wprawdzie w pieciowymiarowej prze-
strzeni liczba wsteg charakierystycznych réwna sie co?, to jednak liczba
krzywych charakterystycznych jest w tej przestrzeni oo’ ).

1) Juz w pierwszej mojej pracy z ogélnej teoryi rownaf ezgstkowych zwrécilem
uwage na takie réwnania ezgstkowe rzgdu pierwszego, dla ktérych liezba wsteg charakte-
rystyeznych jest wigkszg od liezby krzywych charakterystycznych. (Towarzystwo Naul't
w Clrystyanii, 1872, krotki komunikat...). Przy innej sposohnosei zajme sig migdzy innemi
waznemi stosunkami obu pojeé: uktad Darboux iuklad inwolueyjny.
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Poniewaz mianowicie liczba istniejgeych dwuwymiarowych utwordw
. réwnania Q = 0 wyraza sig symbolem co®, wiec kazdy utwor calkowy moze
zawieraé tylko co! krzywych charakterystycanyeh. Stad wynika, ze w pie-
ciowymiarowej przestrzeni kazda krzywa charakterystyczna jest miejscem
geometrycznem oo? wsteg charakterystycznych.
Stad wynika dalej, ze przez kazdy punkt pieciowymiarowej przestrzeni
przechodzi tylko oo' krzywych charakterystyeznych. Te krzywe czynig
tedy zado§¢ trzem réwnaniom nieliniowym postaci:

o (z, ¥, 2. v, q, de, dy, de, dp, dg) = 0.

Jezeli w przestrzeni pieciowymiarowej uwazaé bedziemy dowolng krzyws,
ktra tym trzem réwnaniom czyni zadodé i jezeli wykreslimy oo! styez-
nych charakterystyk, to otrzymamy zawsze istotny utwor catkowy réw-
nania 2 = 0, a jednoczesnie powierzchnig catkows ukladu inwolueyjnego
=0, F,=0.

W tensposdéb, wedlemego zdania, teorya Levyego
otrzymala swg prawdziwg postad. Stad bliska juz
droga do nogélnienia.

Uwazajmy teraz uklad nieograniczenie catkowalny rzedu pierwszego
skladajacy sie z trzech réwnan:

(A-) 1{11 (m; Y, 81y 2y Pyy Q15 Doy (12) = 01 1'12 = 0: F:s = () N

ktére okreslaja 2, i 2z, jako funkcye zmiennych z, y. Jezeli
&= f(‘?" y): g = @ (.7}, ?/)

czynig zado§é temn ukladowi, to te dwa réwnania wyznaczaja W czterowy-
miarowej przestrzeni z, ¥, #,, 2 dwuwymiarows catkows rozmaitosé punk-
tow ukladu. Poniewaz uklad nasz F, — 0, Fy =0, F; = 0, ma byé nie-
ograniczenie eatkowalny, wige istnieje co najmniej co? takich dwuwymiaro-
wych rozmaitoSei catkowych. Jezeli tedy liczba tych rozmaitosei jest do-
kladnie co?, to z moich ogélnych teoryj wynika bezposrednio istnienie pé1-
liniowego réwnania czastkowego rzedu pierwszego

ay v ey

P 14
oz’ By’ ag’

? IE, Y, ,Z“ 2z
“2

0,
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dla ktérego te co® rozmaitodel sy rozwigzaniami w mojem znaczeniu tego
stowa i tworzg nadto rozwigzanie zupelne. Zadziwiajacem jest jednakowoz
przynajmniej z pierwszegn rzutu oka, ze nasze rozmaitcSel catkowe 2z, = f,
2, = @, takze wtedy sg rozwigzaniami réwnania czastkowego & = 0, gdy
liczba ich jest wiekszg od ood.

Z pomigdzy rozmaitosei calkowych ukladm inwolueyjnego
Fy, =0, F =0, F; = 0 wyszezegélnijmy oo? takich, ktére nie spelniaja
zadnego skoficzonego zwiazku v (z, ¥, 2, 2) = 0. wolnego od parametréw.
Te rozmaitoscl czynig zado§é dwu zwigzkom skeiiezonym pomiedzy . y, 2. 2,
i dwoma parametrami o i 6. Zatdzmy, ze jeden z tych zwiazkéw doprowa-
dzilismy do postaci

Vi@, 4y 81y 22, @) — 0 =0
rozniczkujac ten zwiazek wzgledem # i y, otrzymujemy :
Vo + Vap -+ Vapm =0,

Vo 4+ Voo -+ Vg = 0.

Jezeli z pomiedzy tych obu rownan i réwnan Fy = 0, £, = 0, F; =0, wy-
rugujemy wielkosel py, Pay G1, 9y, to otrzymamy jedno (i jak mozemy przy-
jac bez dalszej dyskusyi tylko jedno) rownanie czgstkowe pierwszego rzedu:
V.

Q (2, Yy, 2y, 2y Vo Vyy Vo Vo) = 0.

Udowodnimy, ze to réwnauie czastkowe jest pétliniowe ize kai-
da rozmaitosé catkowa naszego ukladu inwolucyjnego (A) jest rozwigzaniem
réwnania Q = 0.

Uwazajmy co? dowolnych rozmaitosci calkowych:

zl-——f(w,y,a,b), 2y ‘_"9)(567?/: ”?b)

ukladu inwolucyjnego (A) i zauwazmy, e kazda taka rozmaitos¢ zawiera
co3 elementow, ktorych spotrzedne:

'T: y’ thﬁl VZ: Vy : T’:: : 172-.:

okreglone sg wedle moich ogélnych teoryj

przez réwnania z; =7/, &, =g
wraz z rownaniami : .

V.+ Ve, fw+ Voo = 0,

Vit Vefy+ Vagy =0
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Jezeli réwnania z, = f, 2, = ¢ daja rozwigzanie:
o=A (&, y,2,2), b=2DB @y, 2, 2)
i jezeli dla skrdcenia oznaczymy :
v (@ y 4, B =1y
to wzory:

Vot Vi fo + Ve o = 0,

®) _
Vy+ Vify+ Vag, =10

dadzg dwa réwnania czastkowe rzedu pierwszego, ktérych rozwigzania przed-
stawiajg rozmaitosci calkowe 2z, = /, 2, = ¢ ukladuinwolucyjnego #, =0,
Fy, =0, F; = 0. Forma obu réwnai (B) zalezy mniej lub wiecej od tego,
jekie rozmaitoel catkowe sy obrane. Mozna jednak znalezié réwnanie
czastkowe pierwszego rzedu zupelnie okreglonej formy, ktire spelnia sig dla
wszystkich rozmaitodci calkowych ukladu inwolucyjnego. W samej
rzeczy trzy réwnania:

F (mi y:/? P fxi Pas /;J’ %) =0

spelniajg sig tozsamosciowo w 2, v, a, b, niezaleznie od tego, ktdre co? roz-
maitosei eatkowych ukladu inwolucyjnego beds obrane. Odpowiednio trzy
réwnania:

Fy (\T, Yy 81y 2y, E: 2517 F’/; qu)ZO

zachodzg zawsze tozsamosciowo i mianowicie w zmiennych z, v, 2, 2,.

Jezeli tedy cztery wielkoSci 7e, @u, fyy @y, Wyrugujemy z pomiedzy
trzech ostatnich zwigzkéw i obu réwnan rzedu pierwszego (B), to otrzymu-
jace sig z tego rugowania réwnanie czgstkowe rzedu pierwszego:

2 ('Ty Yy 21y 23, Vi Vy: Vln Vza) =0,

ktérego ksztalt jest widocznie znpelnie okreslony, spelnia sig dla kazdej roz-
maitoSel calkowej ukladu inwolucyjnego F, =0, Fy, =0, F, = 0.
Dowiedlismy tedy twierdzenia, o ktére chodzilo.
Stad wyprowadzamy wniosek zasadniczy, #e kazda rozmaito$é cal-
kowa sklada sig z charakterystyk. Nasze rownanie czastkowe Q=0 ma
co® wsteg charakterystycznych w przestrzeni czterowymiarowej x, v/, 2y, 2y
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Kazda rozmaitos¢ catkowa ukladu inwolueyjnego (A), nwazana jako utwor
calkowy réwnania @ = 0 zawiera cc? wstgg charakterystycznych. Stgd
nie wynika wszakze, aby kazda rozmaitosé calkowa zawierala co? raznych
krzywych charakterystycznyeh. To jest nawet niemozliwe, bo w tym
przypadku vie mogloby istnieé oo™ réznych dwuwymiarowych rozmaitosei
catkowych ukladu inwolucyjnego (A).

Kazda dwowymiarowa rozmaitesé calkewa 2 =f, 2, = ¢ naszego
ukiade inwolucyjuego Fy; = 0, £, = 0, F; =0 zawiera tedy wprawdzie
oo? roznych wsteg charakterystycznych, jeduakze tylko cc! réznych krzy-
wych charakterystycznych. Kazda taka krzywa jest miejscem geometry-
cznem co! wsteg charakterystycznych.

Polliniowe réwnanie czastkowe © = 0 posiada wiee wprawdzie
W czterowymiarowej przestrzeni co® wsteg charakterystycznyeh, jedna-
kowoz posiada ono tylko co* krzywyeh charakterystyeznych, z pomie-
dzy ktérych zawsze oco! przechodzi przez punkt ogilnego potozenia =, y, 2, 2.

Stgd wyprowadzamy naprzéd waiosek, ze do kazdego punktu z, . 2y, 2,
nalezy stozek elementarny, zawierajacy tylko cc! kierunkiw i ckreslony
zatem nie przez jedno réwnanie Mon g e'a, ale przez dwa takie réwnania:

D, (2. y, 2y, 24y dirt, dy, dzy, dz2,) =0, @, =0.

Whnosimy dalej, ze miejsce geometryczne punktow wszysi-
kich wsteg charakterystycznyeh, przechodzacych przez jeden punkt, jest
dwuwymiarows rozmaito§cig punktow, ktdra eo ipso stanowi rozmaitosé cat-
kowa uktadu inwolucyjnego. i

Nalezy zauwazy¢, ze znalezione cechy naszego rdéwnania Q=0 by-
najmniej nie wynikaja bezposrednio stad, ze to rownanie rzedu pierwszego
jest potliniowe.

Jezeli wogdéle mamy réwnanie polliniowe w cazterech zmiennych
Tyy Ty TLyy Tyt

IT (g, @y, 3y, %4y Pry Pay Py Pa) = 0

to, gdy wielkosciom = damy wartosci stale, zas p traktowaé bedziemy jako
spéirzedne jednorodne plaszezyznowe w przestrzeni o trzech wymiarach,
mozna 1) bedzie powiedzied, ze I = 0 przedstawia w tej przestrzeni troj-
wymiarowej powierzchnie prostoliniowa. Wdanym przypadku, nalezy jesz-
cze dodad, ze ta powierzchnia prostoliniowa redukuje sig do krzywej w traj-
wymiarowe]j przestrzeni.

Mozna tn wyprowadzié jeszeze inne wnioski. Widocznie istnieje
W przestrzeni z, y, 2,, z,, nieskofczenie wiele i mianowicie oo™ krzywych,

1) GottingerNachrichten, October, 1872.

Prace mat-fizy czne, t. V11 7
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ktére spelniajg oba rownania Monge'a @, = 0, @, = 0. Uwazajgc tedy
zupelnie dowolna taka krzyws catkows ukladu &, = 0, Py = 0, widzimy,
ze w kazdym punkeie styka sig ona z zupelnie okreslong krzywa charakte-
rystyczng réwnania £ = 0. Okreslone tym sposobem co! krzywe cha-
rakterystyczne tworzg dwuwymiarows rozmaitosé punktéw, ktora daje roz-
maitosd calkows riwnania Q = 0, zaréwno jak i ukiadu inwolucyjnego.

W ten sposéb zredukowali$my catkowanie wkladu inwolucyjnego:

Fy (2, 4y 21y 3 Pyo G1s Doy G2) = 00 Fy =0, Iy = 0

do dziatan wozliwie najprostszych.

Twazaé bedziemy obecnie zupelnie dowolny uklad nieograniczenie cal-
kowalny rownan rézniczkowych i zatozymy, ze jest on rzedu pierwszego, co
zawsze zrobié mozna, bez zmniejszenia ogélnosci. Zmienne niezalezne ozna-
CZYMY PUZOZ Ly, Ty, - . . , %y, & funkeye niewiadome praez 2, &y ..., Zu.
Oznaczymy dale]

= Wik -

Tedy réwnania naszego nieograniczenie catkowaluego ukiadu majg postads

Ly e e e Py Puas e oo s Pain) = 0

(a)
G=52...,0.
Uktadamy n rownan:
(b) V.rk """ V:, . Pl/;"l’ V., . ‘—:‘ V:/n o D = 0

(k=12 ...,8).

i wprowadzamy zalozenie, ze liczba ¢ jest tak wielka,izm . n wielkodel pg mo-
Zu‘rz. wyrngowaé z pomiedzy ¢ - 22 réwnai (a) i (b). W ten sposéb otrzy-
mujemy uklad réwnan czastkowych rzedn pierwszego z jedng niewiadoms
funkeyg ¥V

O ( 2y, o ooy Tug By ooy By Vs oo vy Vo Vo

& Bt

ey Vo) =0

Utrzymujemy, ze ten uklad réwnaf czastkowych rzedn pierwszego
jest pillinlowy; utrzymujemy dalej, ze jezeli réwnania:
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Ny

ey i = Qus

przedstawiajg rozwiazanie poprzedniego ukladu nieograniczenie catkowalne-
go Fy =0, ..., F, =0, tordwnania z =gy, ..., Zn = @, dajs r0z-
wigzanie ukladu Q, = 0, @, = 0, . . . W znaczeniu, jakie nadaje temu slown.

Dla przeprowadzenia dowodu zwracamy uwage, Ze réwnania 2, = ¢y,

., Zn = @ LWorza w przestrzeni z, .... ., 2, N-Wymiaro-
wa rozmaitosé punktiw. Elementy fej rozmaito
Ly oy Ziy Vi oo o s Fog Ton oo V.,

j3]

! 7 P1 | | 4
V.r"‘r I;, 2% - - - 7T T;m
Mozemy przytem zalozyé, Ze rdwnania 2 =gy, ... ; Za == @» zawieraja
m parametréw dowolnyeh a,, 4y, , ..., @x, 1Ze MmoZna je rozwigzaé wzgle-

dem tyeh parametriw:
(== Ay By e nry Ty 2y o en s £a) = A4 (1, 2).

Jezeli wprowadzimy jeszeze oznaczenia:

W(‘lo’l;"'v‘l"“r ‘411' ";A'ﬂ) = [_";U (Z’h' A

to n rownan:

© v, T _iﬁ] 4+ T, [iqii] =0

€X'y 23

stanowié beds taki potliniowy ukiad rownai czastkowych rzedn pierwsze go
dla ktérego réwnania:

=y (Lay e e @y Ogy e v vy )y o ooy T = P

Wwyznaczajg rozwiazanie zupetne w znaczeniu przezemnie stogowanem.
Nalezy jednak zauwazyé, ze ksztatt réwnan ( ¢) zalezeé bedzie, nietylko
od pierwotnie danych réwnan F; = 0. Biorge rozne unkiady réwnan
2=y (T @)y oy Zu = @ (2 Q) otrzymujemy wiele réznych uktadow row-
nan (¢). Mozna jednak znalezé taki nklad réwnan czastkowych rzedu
plerwszego ze zmiennemi niezaleznemi ..., Zu, Zy; .- -, 1 jedng
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tylko funkcys 7, kiéry spelnia sig dla wszystkich rozmaitodei
2= . .. 3n=qn. Istotnie réwnania:

o, opu —
I’}(zﬂl, ey @Zpy By e e, zm,{ alﬂl] 3y ["'ami =10
spelniaja sie tozsamoSciowo dla wszystkich rozmaitodel z,=g, ,. .., Zx=qu.

2m;
Jezeli tedy z ostatnich rownan i rownan (c) wyrugujemy wielkosei [—;1&] s
e

to otrzymamy uklad réwnah czgstkowych rzedu pierwszego:

Qi @y, ooy g By ooy By Vo oo o5 W

Ty 3

Viey o ooy Vo) =
ktéry spelnia sie dla wszystkich rozmaitosei 2, = ¢, . . . , Zn = @u, kto-
ry jednoczesnie posiada zupeinie okreslong forme, i ktory nadto, jezelityl:
ko istnieje, moze by¢ znaleziony wprost przez eliminacye.

Otrzymalismy tedy zapowiedziany rezultat i doszliSmy do naste-
pujacego twierdzenia, ktérego doniostosé rozposeiera sig na réwnania réz-
niczkowe dowolnie wysokiego rzedu, bo takie réwnania zawsze mozna
zredukowaé do réwnah rzedu pierwszego:

Twierdzenie. Jezeli mamy ukiad nieograniczenie cal-
kowalny ¢ réwnan czagstkowych rzedu pierwszego z n
zmiennemi niezaleznemi im zaleznemi:

Fi(Zyy « oo v Zuy By o ooy By Proov o o s Do) = 0, p@:—i—%,
ijezeli mozna z tychréwnanizréwnan:
Vo, + Ve, =+ o o 4 Vo Pue =0
. =1, ...n)
wyrugowad wielkosci py, to rezultat rugowania:
Q5 (Byy v Ty By ey B Ve ey Vo Ve ooy Vo) =0
tworzy uklad réwnafi czastkowych rzedu pierwszego

zjedng tylkoniewiadoma funkeys V. Uktadowi temu ¢zy-
nig zadodé wezystkie rozmaitosci 2, = ¢, ..., 2u=0mn
ktére speiniajg dany uktad réwnah czgstkowyech F, =0,
e By =0.
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Zachodzi przedewszystkiem pytanie, jaka twierdzenie to posiada war-
tosé praktyczng. Na to mozna zaraz odpowiedzieé,-ze jezeli wspomniane
rugowanie jest mozliwe, to dochodzimy do ukladu réwnan Q; = 0, z ktérego
przez catkowanie jednego ukladu jednoczesnych réwnai zwyczajnych
mozna wyznaczyé taki szereg rozmaitosei punktéw, ktory wytwarza wszyst-
kie utwory calkowe. Jeszcze Scislej!) i zupelniej scharakteryzujemy zna-
czenie znalezionego twierdzenia, gdy powiemy, ze kazdy uklad F; =0, da
ktérego istnieje odpowiedni uklad ; = 0, moze by¢ zredukowany do innego
ukiadu nieograniczenie calkowalnego

Fj’ (m’li 50’2, L] w’wzn Z’la zl‘z 1oy Zl’ﬂv 27’11 R ] .p'ms"-l»') =0 :
ktéry posiada mniej niz » zmiennych niezaleznych. Jezeli np.
liczba zmiennych niezaleznych pierwotnie danego ukladu rowna sig dwdm, to
calkowanie tego ukiadn w przypadku istnienia ukadu £ = 0, sprowadza
sie do eatkowania réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Zmniejszenie liczby zmiennych niezaleznych jest wogdle znacznie wigk-
szym postepem, niz zmniejszenie liczby zmiennych zaleznych, ktére mozna
poréwnaé ze zmniejszeniem rzedu ukiadu.

ROZDZIAL IIL

Kazde nieskonczenie mate przeksztatcenie stycznodci réwnania réZniczko-
wego czastkowego wytwarza szczegblne utwory catkowe.

Jezeli dane réwnanie czgstkowe nie zmienia sig przy pewnem nieskon-
czenie malem przeksztalceniu punktéw, lub przeksztaiceniu stycznosel, to
w pewnych przypadkach wszystkie utwory calkowe przechodzg
na siebie przy tem przeksztaiceniu. .

Uwazajmy np. liniowe réwnanie czastkowe ze stalemi spélezynni-
kami :

ap+bg—c=0,

1) Poprzednie rozwazania tego rozdziatu znajduja sig wszystkie, wprawdzie?vzwigz-
tej formie, w mojej poprzednio juz cytowanej pracy z r.1880. Nastgpujgea dalej, wazna uwa-
ga nie byta wowezas wyraznie wypowiedziana.
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kidre, jak wiadomo, mozna napisac¢ tak:
of of ) B_f =
“EZ-]LZ) W + ¢ 6z—0‘
Odpowiednie powierzchnie catkowe:
i_£m=gﬁ“_i)
¢ @ @ b

s powierzchniami walcowemi z réwnoleglemi tworzgcemi; kazda taka po-
wierzchnia przechodzi sama na siebie przy nieskoniczenie malem przesunigein:

o/ of , of
“Bx+b§}}+b3y‘

Jezeli z innej strony mamy dowolne réwnanie liniowe czastkowe:
£y 2)ptn@y,2)0—Cl@y2)=0,

to kazda powierzchnia calkowa zezwala na pieskoniczenie mate przeksztatce-
nie, ktérego symbolem jest

ey Ty L.

ox né‘y_r

Twierdzenie to jest wprost ujeciem ze stanowiska teoryi grup stawnej teoryl )

Lagrangea rownah liniowych czastkowych o trzech zmiennyech.
Uwazajmy dalej nieliniowe réwnanie czastkowe rzedu pilerwszego :

Wz, y, 2, p, ) =0

I w tym przypadku mozna znalezé takie nieskoniezenie mate przeksztatcenia,
ktére przeprowadzaja na siebie k a z d g powierzchnig catkows. To ma miej-
see mianowicie dla kazdego nieskoriczenie matego przeksztalcenia stycznosei,
ktérego funkeya charakterystyczna ma postaé:

01 (ﬁ, Y, &, D [Z) . T/V’

zakladajac przytem, ze o, zachowuje sig prawidiowo dla wszystkich uktadow
wartogei ogélnego potozenia z, ¥, 2, P, ¢, ktére spelniajg rownanie W = 0.

Na tej uwadze, ktorg mozna rozszerzyé na wszystkie réwnania czgst-
kowe pierwszego rzedu z dowolng liczbg zmiennych, polegajg

icm
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w istocie Tzeczy wszystkie te teorye calkowania, ktore sprowadzaja ta-
kie réwnania do réwnan rézniczkowych zwyczajnyeh?).

Tstnieja jednak nieskoficzenie mate przeksztaleenia styeznosel, ktére
wprawdzie nie zmieniajac réwnania czastkowego (rzedu plerwszego), nie po-
zostawiaja bez zmiany wszystkich utwordéw calkowyeh, lecz przeprowadzajg
oczywiscie kazdy utwor catkowy takze na utwor catkowy.

Takiemi faktami zajmowaé sig bedziemy w tym rozdziale i stawiamy
w szezegolnosel zapytanie, jaka korzysc osiggngé mozna z istnienia takich
przeksztutcen przy catkowanin réwnah czastkowych. Okazemy, Ze istnienie
takich przeksztalcen mozna zuzytkowaé takze w tym celu, aby przez wzgled-
nie tatwe dziatanie calkowe zhalezé pewne takie szezegdlne utwory catkowe,
ktére nie zmieniaja sig pray tych nieskonczenie malych przeksztatceniach.
W nastgpnym rozdziale okazemy dalej, ze istnienie takich przeksztatcen mo-
7na wyzyskaé w sposéb jeszcze o wiele dalej siegajacy.

Aby utatwié zrozumienie mojej teoryi, poprzedzam ja kilku prostemi
lecz pouczajacemi przykladami.

Uwazajmy liniowe rownauie czastkowe:
(A) e @+ pWwae—y =0,

ktérego spélezynniki nie zalezg od zmiennej x. Jezeli wprowadzimy nowe
zmienne zy, ¥y, Z; Za pomocy przesunigeia:

p=0+a p=y 5H =2 (@ == Const.)

to forma rownania pozostanie bez zmiany. Znaczy to geometrycznie, Ze
kazde przesuniecie wzdluz osi = przeprowadza kazdg powierzehnig catkows
na powierzehnig calkows. Fakt ten mozna wypowiedzie¢ zupeinie do-
kiadnie wtensposib, ze nieskonczenie male przesunigeie:

ef
b

2

przeprowadza kazdy powierzchnig catkows takze na powierzchnie ca,lkc.)wsg.
Ogoélna teorya, ktorg w jej gléwnych rysach rozwiniemy w tym rc_)Zdzmle,
orzeka W naszym szczegdlnym przypadku, ze W szeregu powierzehni calko-

) W innem miejsen juz dawno wykazalem, ze nieskoticzenie male przeksztalcen%e
styeznodei nigdy nie przeprowadza na sighie wszystkieh utwordw eatkowych réwnania
czgstkowego rzgdu drugiego, lub rzedow wyzszych.
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wych naszego rownania (A) znajdujg sig takie, ktére przy nieskoiczenie
2
P < P
matem przesunigciu a—g przechodzg same na siebie.

W istocie wykonajmy w naszem réwnaniu czastkowem (A) podsta-
wienie:
z=Y®);

dla wyznaczenia funkeyi ¥ otrzymujemy réwnanie:
LAy
ﬁ(!j,l)‘@/‘—}’(y,y) = 0,

ktove jako zwyczajne réwnanie rézniczkowe rzedu pierwszego pomigdzy
zmiennemi 4 i ¥ jest napewno calkowalne, i spetnia sig najogélniej dla funk-
eyl Y (y), zawierajace] jedne staly dowolng.

A wiec pomigdzy co® powierzchniami catkowemi
kazdego réwnania czastkowego liniowego w zmien-
nyeh z,y, 2 ktore zezwala na nieskonczenie mate
przesuniecie wzdluz osi » ktére wige posiada ksatalt:

a(p.2)p+p .2 q—y@2=0,
znajduje sig pewna liczba i mianowicie co! powierzchni
walcowych, ktére przechodzg na siebie przy kazdem nie-
skoficzenie matem przesunigciu
Uwazajmy teraz zupelnie ogélnie dowolne liniowe rdwnanie czgst-
kowe i mianowicie dla prostoty réwnanie z trzema zmiennemi niezaleznemi:

| of _
Af——“‘gg"r‘ﬁgy*f)’%—o

i zalozmy, ze przypadkowo znamy nieskoiczenie male przeksztalcenie:
o of a/
Xf—E;ﬁ—}—“?gy*—i‘CTa;.

ktére nie zmienia naszego réwnania Af = 0. Zalvzenie tv, wedlug mojej
ogdlnej teoryi, wyraza sie analitycznie istnieniem zwiszku postaei:

X L) — A EE) = - A

Zwigzek ten wedlug teoryi ogélnyeh Jacobiego i Boura wykazuje, Ze
dwa réwnania:
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Af=0, Xf=0

posiadajg jedno rozwigzanie wspblne ¢ (x, y, 2. Jezeli nastepnie ¢ zréw-
namy ze staly dowolna, to otrzymamy cc! powierzehni:

oLy =0,

wytworzonych przez tory (Bahncurven) nieskoticzenie malego przeksztalee-
nia X7 i spelniajgeych nadto rownanie czgstkowe:

ap + fg—7=0.

Twierdzenie to wypowiadamy jak nastepuje:
Jezeli nieskoniczenie male przeksztalcenie:

g

Xf—"':i—!—i]Tf‘ ; C-T

~

przeprowadza kazdg powierzehnig caltkowsy liniowego row-
nania czgstkowego:

ap + fg—y=0=4f

na powierzchnie calkowg, to istnieje zawsze oot takich po-
wierzehni catkowych réwnania 47 =0, ktére pray tem prze-
ksztalceniu przechodza same na siebie.

Latwo twierdzenie to rozeiggngé na dowolne réwnania czgst-
kowe, ktére zezwalaja na wiadome lub niewiadome nieskoficzenie male
przeksztalcenie stycznosei.

Uwazajmy naprzéd, dla prostoty, rownanie czastkowe rzedu pierw-
szego w trzech zmiennych:

F(z, 7,2 D, 9) = a = Const.

i zatézmy, ze F =« zezwala na nieskoniczenie male przeksztalcenie stycz-
nosei:

2
L) — w L
Podstawmy:
p Pe .
T =Ly, Y = Ty, 2'—_933,—‘2’:]1,"‘2:’17
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nasze réwnanie tedy prayjmuje postac:
N (.’1317 Lyy Xgy Prs Pas 273> = b,

a symbol nieskonczenie malego przeksztaleenia stycznosci bedzie symbolem
Poisson a (H,f), gdzie

b D

H=1p, W |x, ,
P Py

Zgy Ly, —

Ni H s3 jednorodne ze wzgledu na p i mianowicie IV jest jednorodune rzgdu
zerowego, za§ Hrzedu pierwszego.

Nasze zalozenie, ze nieskonczenie male przeksztatcenie (H, f) nie zmie-
nia zadnego z ool réwnai ezastkowych N == a, wyraza sig analitycznie toz-
samosciowem zachodzeniem znanego zwigzku:

(H, N) = 0.
Stad jezeli wprowadzimy oznaczenie:

1
'2;: H =M (321, Loy Lyy Pry Pas Pa)x -[V,

bedziemy mogli wyeiagnaé wniosek, ze oba réwnania:
N = y M= O

dla kazdej wartosci a posiadaja pewna liczbe 1 mianowicie co! powierzehni
catkowych wspélnych. Istotnie, zwiazek (H, N) = 0 daje bezposrednio row-
nanje:

(05 M, ) =y O, N) + X gy — g,
3

ktére wykazuje, ze symbol (M, N) znika dla M = 0.

Tak otrzymane powierzchnie calkowe kazdego poszezegdlnego rdiwna-
nia N = « przechodza istotnie same na siebie przy nieskofczenie malem
przeksztaleenin stycznosei (H, /).

Dowdd tego twierdzenia mozemy zresztg podaé w formie pod pewnemi
wzgledami prostszej, jezeli zachowamy dawne spélrzedne z, y, 2, p, . Za-
tozenie nasze, ze nieskoficzenie male przeksztalcenie stycznosei:

(W) —w L

icm
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nie zmienia Zadnego z co! rownan czgstkowyeh
Flo,y,2.p.q) =4

jest rownowazne z tem, ze wyrazenie:
[, 7] — L
oz
powinno znikaé tozsamosciowo; stad wynika, ze symbol
[mr]

znika dla W= 0, co znéw wykazuje, ze réwnania:

F=a, W=0
majg co' powierzehni catkowych wspélnych, ktére przechodzg same na siebie
przy naszem przeksztatceniu stycznosel.

Teorya ta, ktéra mozna odrazu przeniesé na wszystkie rownania réz-
niczkowe czgstkowe rzedn plerwszego w n zmiennych, daje prawdziwy kluez
do wszystkich badan o réwnaniach rézniczkowyeh czgstkowych rzedun plerw-
szego, ktore przeprowadzone zostaly przez Liagrangea i jego nastepcdw,
az do Jacobi’ego wigcznie. Odkrycie naszkicowanej tu teoryi prze-
ksztateania réwnai czastkowych rzedu pierwszego dalo poczatek moim
ogélnym badaniom w tej dziedzinie. Przy tej sposobnogei nie potrzebuje
chyba rozwodzié sig nad tem, w jaki sposéb rezwazania te, pochodzace z lat
1871, 1872 1) doprowadzily mie do rozwiniecia ogélnej teoryi przeksztalcen
stycznosei, zaréwno jak i mojej teoryi grup przeksztalcen. Natomiast wy-
daje mi sig odpowiedniem raz istotnie przeprowadzi¢ oddawna zapowiedzia-
ne?) uogélnienie dopiero co oméwionyeh rozumowan na dowolne réwnania
czgstkowe, drugiego i wyzszyeh 1zgdow. ‘W nastepnym rozdziale wykaze,
%6 z istnienia (danego) nieskofczenie malego przeksztalcenia stycznosei, nie
zmieniajacego danego réwnania czastkowego, mozna wogéle wyprowadzié
jeszeze wieksza korzysé. Dalej siegajgce rozwazania nastepujgcego roz-
dzialy, ktére istotnie przynoszg wieeej, zasadzajg sie przy powierzchownem
traktowaniu na zupelnie innych podstawach; jednakZe mozna rozumowania

1) Por. kr6tks notatke: Krotlk komunikat ete. Rozprawy Tow. Naunk w Chrystyanii.
kwiecied, 1872.
%) Math. Annalen, tom XTI, str. 490, Przypisek.
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obu rozdzialow traktowaé z wyzszego punktu widzenia; wowezas przeko-
nywamy sie, ze obie teorye wynikaja z jednego wspélnego JAGLIENR
Zatézmy, ze dane do zcalkowania réwnanie czastkowe rzedu drugiego:
F(z vy 2p91stH=0

zezwala na znane nieskoriczenie male przeksztatcenie stycznodei:
af
w. - W=
[W, 1] .

Wéwezas mozna zawsze znalezé réwnanie czastkowe rzedu pierwszego, mia-
nowicie réwnanie )

Wiz, y,2 p,0 =0,

ktére ma z réwnaniem F = 0 co? powierzchni calkowych wspdlnych.
Aby tego dowie$é, wprowadziny za pomocy prrzeksztalcenia stycznosel:

=X (z,y za.p’(l)a_ y =Y, z'=2%2, p'=P, Q,:Qi

nowe zmienne, ktore s3 obrane w ten sposéb, ze nieskoniczenie male prze-

ksztalcenie przybiera postad:

o
oz’

Przez wprowadzenie tych zmiennych réwnanie czastkowe rzedu drugiego
F = 0 przechodzi na takie rownanie, ktére zezwala na wszystkie przesunig-
cia wzdtuz osi «; jest wigc ono wolne od 2’ 1 posiada tedy ksztalt:
@y, 2, pq,r, s, ) =0
Jezeli wykonamy podstawienie:
2 =1 (",

to dia wyznaczenia funkeyi ¥ (y') otrzymamy réwnanie:
Y #BY
3|y = | =
y,KO,WHON,@@> 0,

ktére jako zwyczajne rownanie rézniczkowe rzedu druglego jest napewno
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catkowalne i najogélniej spelnia sig, gdy funkeya ¥ (y') zalezy od dwdch pa-
rametréw dowolnych. Dowiedlismy tedy prawdziwogci naszego twierdzenia;
przy rozwazaniach, ktore deprowadzily nas do tego celu, zakladalismy mil-
czguo, 26 poniigdzy ukladomi wartedel x, y, 2, p, ¢, kidre spelniaja rownanie
W = 0, znajduja sie takie uklady, dlaktorych nietylkoe T, ale i F zachowuje
sie prawidlowo.

Ten, jakkolwiek malo ogélny, jednakowoz wazny rezultat, formuinjemy
jak nastepuje:

Jezeli danerdwnanie czastkowe rzedu drugiego:

Fle,y zp gt =0

zezwala na nieskoficzenie male przeksztalcenie stycz
no§eci:

() — i &

o7’

a pomiedzy ukladami wartosei =, y 2, p, ¢ znajduja sig ta-
Klie, ktore spelniajg rownanie W=01dla ktérych nietylko
W ale takze F zachowuje sig prawidlewo, to dwa réwnania
czgstkowe:

F=01iW=0

majg co? powierzchni calkowyel wspdlnyeh; inaczej mowige
F=0ma wowczas wogole oc? po wierzehni calkowyeh, ktore
przechodzanasiebie przy nieskoticzenie m alem przeksztal-
ceniu?).

Jakkolwiek prostem jest to twierdzenie, wystercza ono wszakze, aby
zredukowaé szereg oddawna znanych, ale osobno stojacych rezultatow do ich
prawdziwego zrodia.

Jezeli czastkowe rownanie rzedu drugiego zezwala na wszystkie ruchy
euklidesowe, to jest ono poprostu zwigzkiem pomigdzy dwoma gltiwnemi
promieniami krzywizny:

Q (R, B)=10.
W szeregn powierzehni calkowych takiego réwnania, znajdnja si¢ zawsze

pewne powierzehnie walcowe, obrotowe i grubowe i mianowicie w kazdym

1) W pewnyeh przypadkach wszy s tkie powierzehnie catkowe rwnania W=
czynig takze zadodé réwnanin F=0.
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poszczegdlnym przypadku (co najmniej) co? powierzehni calkowych, kiére
zezwalaja na nieskoficzenie maly ruch euklidesowy.

Tak np. istnieja powierzchnie obrotowe i zarazem $rubowe, kiére sg
powierzchniami minimalnemi lub powierzehniami o stalej krzywiznie, lnb tez
stalej krzywiZnie dredniej.

Pomiedzy réwnaniami czgstkowemi:

Q (R, RBy) =10

znajduja sie pewne, ktore zezwalaja nietylko na wszystkie co® ruchiw, ale
wogéle na wszystkie oo’ przeksztalcen podobieistwa. To zachodzi dla
réwnan: :

B,
I,

= a = Const.

Mozemy tedy wnosié, ze pomiedzy powierzchniami, ktéryeh stosunek pro-
mieni krzywizny jest staly, istniejg zawsze takie, ktore sa powierzchniami

¢ (ept+yg—tar) -+ ¢ (yp—uq) + ¢, (2g—yr) = ¢y (@r—2p) 4 ¢, P+ ¢ Q0,7

Wtagnie te rozwazania doprowadzily mie w swoim czasie do odkrycia tych
powierzehni minimalinych, ktére sg powierzehniami spiralnemi.
Podane twierdzenie zezwala na wiéle uogélnief, ktore sg bardzo inte-
" resujgee, jakkolwiek stanowis tylko bezposredni wynik mojej ogéinej teoryi.
Jezeli ograniczymy sie naprzdéd na réwnaniach czgstkowyeh w, z, y, 2,
to otrzymamy przez doslowne prawie powtirzenie poprzednich rozwazan
twierdzenie nastepujgee:
Twierdzenie. Jezeli czgstkowe rownanie m-tego rzedu
w zmiennych z v, 2:

am P

a!’/ui

F(-z,y,s,fuq-r,.--, =0

zezwala na nieskondczenie malte przeksztalcenie sty:
cznofei:

i

(v —

R

todwarownaniaczastkowe:
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F=0, =0

maja wogdle co” powierzchni calkowych wspolnyeh,
wyznaczenie ktérych wymaga tylko calkowania je-
dnego zwyezajnego riwnania rézniczkowego m-tego
rzgdu. Tordwnanie pomocnicze zawierastale dowol-
ne,ktéreodpadajg jeszeliréwnanie rzedun pierwszego
W=0jestjuzzcalkowane.

Dla zilustrowania tego twierdzenia uwazajmy najprzod réwnanie czgst -
kowe rzedu czwartego, ktore okresla wszystkie powierzehnie izotermiczne.
To rownanie czgstkowe zezwala widocznie na dziesigcioczeSciows grupe
wszystkich odwzorowan podobnyech. Teorye nasze daja tedy co’te
powierzehni izotermicznych, z ktérych kazda zezwala na mnieskoiiczenie
male przeksztalcenie odwzorowan podobnych.

Jako drugi przyklad nwazajmy rownanie czastkowe czwarte-
g o rzedu, ktore okresla wszystkie powierzchnie translacyjne;
réwnanie to zezwala na wszystkie col® liniowych przeksztalcern punktéw
przestrzeni; stad mozna wnosié, Ze istnieje co™ powierzehni translacyjnych,
ktore zawsze zezwalajg na nieskonczenie male przeksztaleenie liniowe.

Mozna te, same przez sig interesujace powierzehnie translacyjne isto-
tnie wyznaczyé. Powierzchnie te dziela sie na dwie kategorye zaleznie od
tego, czy przy nieskonczenie malem przeksztatcenin liniowem punkty nie-
skoticzenie oddalone pozostajg w spoczynkn, czy tez jedne z nich przechodzg
na drugie.

Pierwszg z tych kategoryi mozemy pozostawié na boku, widoezna bo-
wiem, Ze obejmuje ona tylko powierzehnie rozwijalne, a nawet tylko po-
wierzchnie walcowe.

Mozemy tedy przyjaé, ze naszenieskofczenie male przeksztalcenie prze-
mienia wzajemnie punkty nieskonczenie oddalone; wdwezas nieskoriczenie
oddalona ptaszczyzna przeksztalca sie rzutowo; na plaszezyznie tej mamy
wige co! krzywych, ktére wsaystkie pozostaja bez zmiany. Z pomiedzy
tych krzywyeh, ktérych réwnania maja postad:

dy
@ ( dixt

wyszezegilniamy dowolne dwie krzywe, nadajge parametrowi « dwie okre-
§lone wartosei ¢, i @,. Moja ogolna teorya powierzehni translacyjnych daje
wowezas bezposrednio 1ownanie czgstkowe:

Epogr+ 8®os+ T, Qt=0;

powierzchnie calkowe tego réwnania sa powierzchniami translaeyjnemi, k-
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rych krzywe rodzgce majg zawsze co! stycznych, przecinajacych jed1_1§ z dwu
omdwionyeh poprzednio krzywych nieskonczenie oddalonych. Jezeli tedy

o o O
(D) W Ty + ¢
jest symbolem odpowiedniego nieskviczenie matego przeksztalcenia, to po-
wierzchnie i;ranslacyjne, o ktore chodzi, wyznaczajg sig z réwnan cazastko-
wych

(B) Ep+ng— =0,
4] Rr 4+ 8s + Tt=0,

z pomiedzy ktdrych pierwsze zawiera dziewieé istotnych stalych dowol-
nych; w drugiem réwnanin zachodzg oprocz tego parametry a,, a,. Te dwa
rownania czgstkowe posiadaja dla ogélnych warto§ci jedenastu para-
metréw zawsze co? powierzehni catkowych wspélnyeh. Wynika to stad, ze
réwnanie czgstkowe drugiego rzedu (F), jak wykazuje widoczne rozumowa-
nie geometryczne, zezwala na nieskonezenie male przeksztalcenie (D).

Chege znaleZ¢ skoficzone réwnania tych powierzehni mozna najprzéd
okreglié tory:

r=a,y)=2b

nieskonczenie malego przeksztalcenia (D); wowezas otrzymujemy réwnanie
rézniczkowe zwyczajne w zmiennych p, Y

Wiy v,y) =0,
ktérego rownanie catkowe:
Iy, 0 p)=0

przedstawia powierzehnie, ktorych szukamy. Bardzo godnem uwagi jest
to, ze podane tu dziatania istotnie przeprowadzié mozna; w tym celu prze-
prowadzimy rozumowania nastepujaee.

Poniewaz przeksztatcenie linio we przeprowadza kazdy réwnolegto-
bok na réwnolegtobok, a co za tem idzie, krzywe przystajace na kraywe
przystajgce, wige moglibySmy utrzymywaé, ze takie przeksztalcenie prze-
prowadza zawsze powierzchnie translacyjng na takaz powierzchnie. Jezeli
tedy powierzchnia translacyjna zezwala na nieskonczenie mate przeksztal-
cenie liniowe, to odrazn mamy dwie mozliwodci: naprzéd mozemy przypusz-

icm
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czac, ze o' praystajgeych i jednakowo ustawionyeh krzywych naszej po-
wierzehni tasujg sie migdzy sobg, nastepnie mozemy przypuszezaé takze, ze
przechodzg one na inne szeregi krzywych przystajgcych. T3 ostatnig mozli -
woscig nie mamy wszakie potrzeby sie zajmowad, bo w kazdym razie zacho-
dzitaby ona tylko dla takich okreslonych przez nas powierzehni, ktére nie-
skonezenie wieln sposobami moga byéuwazane jakopowierzchnietransla.cyjne.
Pozostaje wigetylko rozwazyémozliwosé, gdy odpowiednie nieskoficzenie mate
przeksztatcenie liniowe pozostawia bez zmiany kazdy gromade krzywych przy-
stajgeych. W tym przypadku kazda krzywa takiej gromady musi sama ze-
zwalaé na nieskoticzenie malke przeksztalcenie liniowe, bokazda krzywa groma-~
dy przechodzi na tg sams krzywy sasiedniy za pomocy dwa nieskornczenie ma-
tychod siebie niezaleznych przeksztalcen liniowych. Stad wynika, ze zawsze
mozna wyznaczyé obie gromady kruzywych przystajacych, lezacych na naszej
powierzchni, a wiec i samg powierzchnie.

Do okreslonych w ten sposéh powierzchni translacyjnych, ktére ze-
zWalajg na nieskonczenie mate przeksztaleenie liniowe naleza w szczegdlno-
sci prostoliniowe powierzchnie minimalne. Te powierzechnie §ru-
bowe, méwiac nawiasowo, sg jedynemiprostoliniowe-
mipowierzchniami translacyjnemi, nie bgdacemi je-
dnoczesnie powierzehniami walcowemi.

Pokazemy, w jaki sposib wszystkie te powierzchnie okreglié mozna za
pomocy mozliwie najlatwiejszych rachunkdw.

W dawniejszyeh pracach wykazatem, ze wszystkie liniowe jedno-
rodne nieskoriczenie male przeksztalcenia mozna doprowadzi¢ do form
kanonicznych. Jezeli tedy

3
Zz‘ Cirr Ly Pr
1
jest taky formg kanoniczny, to tworzymy nieskonczenie mate przeksztalcenie:

S‘ Cir e Pr + dy py - dy 0y dy py
el
i staramy sig za pomocy zamiany zmiennych:
wh = o + w

wyrugowaé wszystkie, lub przynajmniej pewne ze statych d,, do, d.
Jezeli w szezegdlnosei wyznacznik

e |
Frace Mat-tiz. t, VIL 8
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nie réwna sie zern, to mozna odrazu wszystkie ), zatozyé réwnemi

Zert. .
Szukajge tedy wszystkich powierzehni translacyjnych, ktore zezwalajg
na nieskoiiczenie male przeksztalcenie:

(&) 2 Cax 2 P 2 i pr

ik k
zwracamy naprzéd uwage, ze kazda krzywa rodzgea, wedlug poprzedniego,
sezwala na nieskonczenie male przeksztatcenie posiadajgce ksztali:

2 Cap i Pr 2 e Pr -

Okreslamy oco? toréw tege ostatniego praeksztalcenia i z pomiedzy
uich wyszezegoiniamy jeden, dajmy na to, tor C; wowezas wszystkie oot toréw
pierwszego nieskonczenie malego przeksztalcenia, przecinajgeych C, tworzg
powierzchnie, ktéra posiada wiasnogé zadang. W ten sposéb powierzehnie
translacyjne, ktérych szukamy, otrzymujg sig za pomocs latwych do prze-
prowadzenia rachunkéw.

Uwazajac np. nieskonczenie male przeksztatcenie:

axp -+ byg + czr (abe == 0)
i dodajac do niego wyrazenie rzedu zero, otrzymujemy przeksztaicenie
(g +0 p+ Oy -+ m) q + (ey+n) 7.
Tory tego ostatniego przeksztalcenia wyznaezone sg przez réwnania:
ax 4+ 1= (axy + 1) e,
by + m = (by, + m) €,
cz + n = (cyo + n) e,

Odpowiednio dla toriw pierwszego przeksztalcenia otrzymujemy réwnania:

L= xev,
y =y e,
3 == z e,

Jezeli z pomiedzy tych szedcin réwnan wyrngujemy wielkosei =, v, 2, na-

icm
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stepnie za$ wielkosciom =,, y,, 2,, nadamy wartodcl oznaczone i nareszcie
ti 7z uwazaé bedziemy jako parametry, to trzy réwnania:

ar = — le= 4 (ax, + 1) eetrtn,
by = —m e 4 (by, + m) eb = H,
ey = — n et 4 (czy -+ n) e =+,

wyznaczg widocznie powierzchnie translacyjng, ktéra posiada wlasnogei
zgdane.

Uwazajmy teraz rownanie czastkowe m-tego rzgdu wa -1 zmiennych

8z ¢ oz

H|z«x Ly — | =
Fy Y g e s Sy 3 te ey o =
oz, ’, axj:

ktére zezwala na g znanych nieskoficzenie matych przeksztalcen stycznosei:

QD
~

Bif = [Wif] — Wi

(S

a
czynigeyeh po dwie zado$é warnnkowi:
B Bif— B B.f =0

i majgeych te wlasnosé, ze ich funkcye charakterystyczne nie spelniaja Za-
dnego réwnania jednorodnego:

S(Wy,..., W) =0.
Jezeli tedy istnieja ukiady wartofel e, @y ,...,&n, Py, ..., Pu, kibre
spetniajg réwnania: .

W, =0, ..., Wy=20

i dla kt6rych nadto réwnanie F == 0 zachowuje sie prawidiowo, to réwnania
W,=0,...., Wo=10, F=0
posiadajg rozwiazania wspélue.

Azeby dowiedé tego twibrdzenia i Scislej je sformulowad, wprowadzmy,
€0 zawsze jest mozliwe, nowe zmienne:
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Z;X1)~";XH:P!,---;-P7H

ktdre obieramy tak, aby funkcye charakterystyczne naszyeh nieskoficzenie
malych przeksztalcen otrzymaly postaé:
Pn, -Pﬂ~l EREEE R I’iz—-q—{.l .

W tyeh nowych zmiennych rownanie F = 0 ma ksztalt:

a?Z amZ
(2%, . Xy Py, Pa—{ﬁ)_—_o
niezaleiny od Xu_ 41, ..., az do X,.
Jezeli tedy zatozymy:
Z=0(X,, ..., X0,

to dla wyznaczenia funkcyi © otrzymamy napewno catkowalne réwnanie
czgstkowe m-tego rzedu w zmiennych:
4%, ..., Xy

W ten sposéb udowodniliSmy zapowiedziany rezultat ipodalismy jedno-
czesnie metode catkowania, ktéra w wieln przypadkach okaze sig prakty-
czng, jakkolwiek wymaga wigkszej liczby dziatah catkowyeh. niz to jest
koniecznie potrzebne.

Zatozenie podane w poprzednim przykladzie, ze symhole B, B,f—B, B.f
sg wszystkie zerami, mozna zastgpié przez zalozenia ogdlaiejsze. Dajmy
na to np. ze réwnanie:

{ 0z

F(Z,ml,.. 6"‘2)__

0 Py F e, ——] =)
T oy oz

spetnia d wa nieskoficzenie mate przeksztalcenia stycznodei, ktire tworza
grupe z dwoma dowolnemi parametrami. Jezeli dla tych nieskonczenie
matych przeksztalcen symbol Poissona nie réwna sig zerm, to mozemy
przyjgé, Ze zmienne sy tak obrane, iz nasze nieskoticzenie mate przeksztal-
cenia majg postad:

o o
Bwl’bla_.zl+"'+$"az—m~r”7z"

[

Przy tych zalozeniach F jest wolne od x, i jednorodne wzglgdem Wiefkos’ci:
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Doy ooy Loy 2y 0y, ..., dzy, dz,

tak iz posiada ksztalt:

Il
@

Q(‘T‘i’ vy Ty o L )

2‘;—...—'—— Z 5y
Yom ', " 8ad

Potézmy teraz:

2 Ty
2=Z @y, ..., To) = Xn W(-m-;— g e ~—$”1)
i
&y Ly — .
%, Y T =
wéwczas mamy:
87 _ o 8Z _ oW 87 _ aw.
dzy U 0wy, Gy, 0 BTy Ot
0z - oW :
‘axm = W — Yo _6_1:/; — . = Yr1 3?/nﬁ1 ’

tak, iz nasze réwnanie ezgstkowe przybiera ksztatt:

LA
1,/“5 ayg’.."

=0,

Ol W, y5, ...

ktory zawiera tylko wielkoeiy,, ..., ¥, W i odpowiednie pochodne od
pierwszego az do m-tego rzedu wiacznie.

Jezeli tedy rownanié czgstkowe mtego rzedu F=0
w zmiennych 2,2, %,, ..., 2, zezwala na dwnezedciows grupe
przeksztalcen stycznosci, wytworzong przez oba nieskoncze-
nie male przeksztalcenia:

[, r] — W L

k=, 2
iz ( )
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to réwnania czgstkowe:
CF=0, W, =0, Wy =20

posiadajg mozliwie najwigkszg liczbe rozwigzah wspélnyeh.

Zatézmy teraz wogdle, Ze dane réwnanie czastkowe m-tego fzqdu

w zmiennych 2, 2, ..., #,, zezwala na ¢-czesciowa grupe przeksztalcen
stycznosei
] f
W f] — W, <L (F=12, ...
[ k,fJ ) 37 { 225 2 9)

i przyjmijmy nadto, ze funkcye W nie spelniaja zadnego zwigzku postaci:

W, W, W\ _,
Q(W,;’ o ’“WT)=°‘

Wiwezas rownania:
F=0, Wy=0,..., W,=0

zawierajg m_ozliwie najwigkszy liezbe rozwiazan wspolnych i nadto kazde
z tych rozwigzan pozostaje bez zmiany przy przeksztalceniach tej grupy
q-czeseiowejb). .
Azeby tego dowiesé przeprowadzamy rozumowania nastepujace.
Przestrzen 2, , ..., z, zawiera co®H elementéw: 2, , . . . 5 Ly
Py - ..y pa. W gromadzie tych elementéw znajduje sie wogéle co?H1-0 ta-
kich, ktére ezynig zados$é ¢ réwnaniom:

Wy=0,..., W,=0.
Elementy okreglonej w ten sposéb gromady majg te wlasnodc, ze kazdy taki

element p.rz ech‘odzi na siebie pray kazdem nieskoficzenie malem prze-
ksztalceniu danej grupy. Poniewaz tedy wlasnosé ta zgodnie z naturg rze-

) W teks‘cit? pomijamy wypowiedzenie zaltozenia, ze wsrod ukh;.d()w wartodei
% &y, %0, ozynigeyeh zadosé naszemu ukiadow: réwnaf, istnieja takie, dla ktorych
wehodzace tu w gre funkeye zachowujg sig prawidtowo.
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¢zy ma miejsce zaréwno przy nieskorczenie malych, jak i przy skoficzonyeh
przeksztatceniach grupy, wiee naprzéd wynika, ze gromada elementow,
okre§lona przez réwnania W, =0, ..., W,=0, pozostaje bez
zmiany przy wszystkich przeksztalceniach grupy.

coti-tte  elementéw naszej niezmiennej gromady porzadkuje sie
w utwory czeiciowe, z ktoryeh kazdy pozostaje bez zmiany. Najmniejsze
utwory cze$ciowe niezmienns zawieraja co najmniej cof elementéw, z pomie-
dzy ktorych kazdy polaczony jest ze wszystkiemi sasiednimi elementami tego
samego utworu. .

oottt elementow gromady W, =0, ..., W, = 0 porzadkuje sig tedy
W oor najmniejszych czeSciowyeh utwordw niezmiennyeh E,, z ktérych kaz-
dy zawiera co elementéw, tworzgeyeh polgczenie elementiw.

Pomiedzy sgsiedniemi polaczeniami elementow E, zachodza ciekawe
stosunki, polegajace na tem, Ze jezeli dwa okreslone elementy, nalezgce
do dwu réznych E, lezg razem, to wowezas dwa dowolne sgsiednie elementy
tych obu E, leza razem. W takiej mierze pomiedzy oot polgezeniami ele-
mentow 7, zachodzy takie same stosunki, jak pomiedzy wstegami charakte-
rystycznemi réwnania czgstkowego rzgdu pierwszego.

Nie trudno otrzymany rezultat zredukowaé do istotnej jego podstawy.
Zalozenie nasze, Ze ¢ nieskoficzenie matych przeksztatcen stycznosei:
of
Bz

(F==1 2,8, ....49)

(W /] — W

tworzy grupe q-ézes’ciowg wyraza sig analityeznie w ten sposob, ze ¢ funkeyj

charakterystyeznych W, , ..., W,, czyniy po dwie zadosé zwigzkom po-
staci
AWy oW, .
(Wo W] — Wi 52 + Wi —; = Ecm W

Stad wynika bezposrednio, ze rdwnania czgstkowe rzedn pierwszego:
W=0,...,W,=0

tworzg ukiad inwolucyjny W znaczeniu, jaki nadaje tema pojecin. Ten uktad
inwolucyjny posiada rozmaitodei charakterystyczne, a temi sg wiasnie polg-
czenia elementow, ktére oznaczaliSmy poprzednio przez E,.

Nasze poprzednie zalozenie, ze funkcye W, nie speiniaja zadnego
zwiazku jednorodnego @ = 0, mozua zastgpié przez zalozenia ogolniejsze.

Tstnitje twierdzenie ogdlne postawione przezemnie, ze rozmaitosei cha-
rakterystyczne nk}adu inwolucyjnego rzedu pierwszego mozna zawsze jedno-
wartosciowo (t. j. nie nieskoriczenie wielowartoseiowo) odwzorowad w ten
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sposéb na elementach rzedu pierwszego odpowiednio obranej przestrzeni
punktéw £, &...., &, Ze dwie sgsiednie rozmaitogci charakterystyczne,
ktdrych elementy sgsiednie zawsze leza razem, odwzorowujg sie w przestrze-
niZ, &, ..., &, jako dwa elementy (Z, &, =), ktire lez3 razem,

Stad wynika, ze pierwotnie dane réwnanie czastkowe rzedu m-tego
i dofaczone rownania rzedu pierwszego W, = 0,.... W,=0, a wiec caly
uklad rownan:

L) . F=0W=0...,W,=0

mozna zastgpi¢ przez jedno jedyne rownanie czgstkowe m-tego rzedu

@(c,gl,...

’ 50’5 Ty e

a?c ‘ am:
g Tyt 55‘:;—2*, 7@):0.
Poniewaz ostatnie réwnanie posiada zawsze rozwigzania, wieec tosamo sto-
suje sie do ukladu réwnai (L),

Udowodnilismy tedy zapowiedziany rezultat. Widoczna przytem bezpo-
Srednio, Ze te rozwazania sg waine bez zadnej zmiany i wtedy, gdy danem
jest nie jedno jedyne réwnanie m-tego rzedn, ale nieograniczenie calkowalny

uklad réwnai m-tego rzedu. Wobec tego mozemy sformulowaé twierdzenie .

nastepujace: :

Twierdzenie. Jezeli dany nieograniczenie catkowalny uktad
réwnafi czastkowych rzedu m-tego:

4

8z 322 Gty

Fl:(zs-l'l, .,mn',a—.—,.. Sy _,_f'.i=
24 oy Gz
(F=1,2,.,.)

zezwala na ciagla grupe przeksztalcen stycznodei:

I 8

(W, f]— w, 'aé . F=112..0
to wszystkie utwory calkowe ukladu =0, F, =40, ..., ktore
przy.tej grupie pozostajg bez zmiany, otrzymuje sie przez dolg-
czenie do rownan F, =0 rownan:

Wy=0, ..., =0

Te g rbwn‘ali, o ile nie stojg z soba w sprzecznosci, tworzg zaw-
sze uklad inwolucyjny rzedn pierwszego, ktorego rozmaitodei

icm®
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charakterystyczne, jezeli wystepuje ich liczba dostatecznie
wielka, moga zebranerazem tworzyé utwory calkowe pier-
wotnie danego ukladu F, =0, F, =0, ...

Uwazajmy teraz uklad réwnaf czastkowyeh, ktéry okresla m wielkosei

24y %5 « -+, Zmy jako funkeye zmiennych oy, @y, ..., z,. Oznaczmy dla
skrocenia:
0 0z
T da;: ’
Uklad nasz mozna wiec napisaé w postaci:
By (@ oovy @my 21y oev s By 1O, oL, PO =0, =12 -..)

Kazdy uklad wartodei @y, ..., o 21 o'y 2w 29, ..., 2™ nazwiemy
elementem. Powiadamy, ze gromada elementéw tworzy polaczenie ele-
mentéw, jezeli dwa sasiednie elementy gromady czynig zawsze zado§¢é ukla-
dowi rownan

dz; — p doy — .. — p@ do, = 0 (=1, ..., m).
Polaczenie elementéw zawiers najwyzej co”, a najmniej co' elementow.

Polycezenie elementéw nazywamy catkowem polaczeniem elementéw
ukladu réwnah rozniczkowych Fy =0, F, =10, ..., gdy wszystkie ele-
menty polaczenia czynig zado$¢ réwnaniom Fj. = 0. Polgczenia te nazywa-
my calkg-V,, catka-V,, ... calks-V,, zaleznie od liczby wymiaréw odpo-
wiedniego polaczenia elementow.

Powiadamy, ze uklad réownan rézniczkowych
Fi=0,F,=0,... jest niengraniczenie caltkowalny, je-
zeli wszystkie elementy ukladu réwnan nalezg co
najmniej do jednej caltki-V,.

Z innej strony, uklad réownan rézniczkowych
F, =0, F,=20,..., nazywamy ukladem inwolucyjnym,
jezeli kazda calka-¥, ogolnego polozenia za,war'ga
jest conajmniej wjednej catce V.

Przyjmiemy, ze uklad inwolueyjny rzedu pierwszego:

F1=O, F2=O,
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pomiedzy zmiennemi niezaleznemi wy, ... , 2, i ich funkeyami 2, ...
zezwala na pewne (znane) nieskoniczenie male przeksztalcenia:

s Em

. af 2
Uit = e 02 o+ St s 2) 5;5

kiére tworzg grupe r-czesciows, (a takze Ze najwieksze wyznaczniki ma-
clerzy:

V&ey oon s Exmy Crne o ov s Chon |

nie znikaja tozsamosciowo).

Jezeli tedy istnieje dostateczna liczba elemen-
téw ogdlnego polozenia, ktore wszystkie czyniag za-
dosé nastepujgcym rownaniom rzedu pierwszego

Fi=0,F,=0,...
Cro = " Ery— P B~ L — P b = 0,
k=i, oo, 7, =1, .00m)
to otrzymany uklad réwnan roézniczkowych jest

nieograniczenie catkowalny.
Dowéd mozna przeprowadzié w ten sam sposéb, jak w przykladzie po-
przednim.

ROZDZIAL IV.
Réwnania czgstkowe, zezwalajace na nieskoriczong grupe przeksztatced.

W poprzednim rozdziale zajmowalismy sie réwnaniami czgstkowemi,
ktore zezwalajs na ciagly grupe przeksztaleen. Pokazalismy, ze, gdy mamy
dane nieskofczenie male przeksztalcenie, ktére nie zmienia takiego réwna-
nia rézniczkowego, to wogéle istnieja pewne rozmaitogei catkowe, ktore
przy tem przeksztalceniu nie praechodzg na inne utwory catkowe, ale prze-
chodzy same na siebie.” Jezeli tedy dane réwnanie czgstkowe zezwala na
pewng skoficzong lub nieskoriczons grupe ciagls, to poprzednie teorye dajg
mefody do wyznaczenia pewnych kategoryj ukladow catkowych, ktire

icm
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w przypadku, gdy dana grupa jest nieskoiczona, zalezg wogdle nietylko
od statych dowolnych.

Mozliwe jest, jak to na prostyeh przykladach pokazemy
w tym rozdziale, z okolicznodei tej wyciggnaé korzy$¢ jeszeze wigksza.
Przy rozwijaniu tych nowyeh metod, ktore, wedle naszego pogladu, maja
waznosé pierwszorzedna, opieramy sie na naszej ogolnej teoryl niezmienni-
kéw rozniczkowych. Wszystkie te metody sprowadzajg sig do tego, ze przy
traktowaniu rownania czastkowego, ktore zezwala na pewns znang skotczo-
13 grupg ciagla, wprowadzamy nowe zmienne 1 mianowicie (petny) nkilad
niezmienikéw rézniczkowych nalezacy, wedlug naszej teoryi,
ogdlnej, do owej grupy cigglej.

Przykiad |. Uwazajmy naprzéd nieskoficzong grupe ciggls, ktérej nie-
skoniczenie mate przeksztatcenie posiada postaé ogélng

gdzie Z oznacza funkeye dowolng argumentn z.

Jezeli teraz, jak zwykle,pochodne funkeyi # oznaczymy przez Z', 2, .. .,
to nieskonczenie mate przeksztalcenia odpowiednich grup uzupeimionych
mieé beda postaé:

? of
Z9—5+Z'(1.;—f+:;

op

2 3 of af
Er et

3

vz L +ed

Jezeli cheemy wyznaczyé wszystkie niezmienniki rézniczkowe zerowego
pierwszego i drugiego rzgdu, to wypadnie utworzy¢ réwnania:

o

32 w Tl tra T T ’

=0, p
, of of s o
1'-5’;+prz—£.—+o-5,f=0,

ktére, zgodnie z naszg teorys, ogblng stanowia uklad zupelny. Z jego roz-
wigzai mamy dwa zerowego rzgdu, mianowicie:

ziy
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Jjedno pierwszego rzedu:

U = ﬂ
9
1 dwa drugiego rzedu:
gr—ps _ fu  gs—pt 2w
¢ T T Ty

‘Wedlug naszych ogélnych teoryj, kazdy niezmiennik rézniezkowy wy-
raza sig przez

T Y, 1
i nastepujace po sobie pochodne:
du S %y
2z’ 2y’ dx?’

Trzy wielkosei 2, y 1 u tworza, wedlug naszej terminologil. pefny ukiad
niezmiennikéw rézniczkowych.
Kazdy zwiazek postaci:

u 2u
Q(a:,y,u,a%, a—y,...)_O.

daje niezmienne réwnanie rézniczkowe:
W,y 2,0, 07y 8,8 ...) =0,

Jezeliby istniato takie réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego, ktdrego
nie moznaby doprowadzié do postaci
u u
e (m,w,u, Eott @) =0,

to na skutek tego rdwnania rzedu drugiego musialyby znikaé wszystkie wy-
znaczuiki trzeciego stopnia macierzy:

] 06100000 ’
1000 p g s
l 00600 0 22p ¢ l

_czych grupa Z (2)
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Ponjewaz réwnanie takie nie istnieje, wigce dochodzimy do rezultatu naste-
pujgcego:

Jezeli rownanie czgstkowe rzegdu drugiego ze-
zwala na wszystkie przeksztalcenia grupy nie-
skoilczonej:

oF
Z () 32,
dla ktdorej

, »
m? yi LL = q_

tworzg petny uktad niezmiennikéw rézniczkowyeh,
to mozZna je zredukowaé do postaci

du

Q (W,Z/,’U:, '8—2'77 ::)p — Y,
przez ¢co wykonana jest zarazem redukceya tego réw-
nania czgstkowego do rownan rézniczkowyeh zwy-
czajnych.

Odpowiednie rozumowania dajg ogélne twierdzenie nastgpujgce:

Jezeli pewne rownanie czgstkowe m-tego rzedu w zmiennych x, y, 2

s . f

zezwala na wszystkie przeksztatcenia grupy nieskonczonej Z (z) 35 to mo-

zna je bez catkowania zredukowaé do réwnania (m-1)-go rzedu, kidre same
ma 0golng postad w zmiennych z,y, u. Jesliby sie udalo zcalkowaé
to réwnanie pomocnicze (m-1)-go rzedu, to pozostaloby do zcalkowania tyl-
ko jedno rownanie rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego:

fqi—n(w,y>=o.

‘Widoczna bezposrednio, ze przy calkowaniu naszyeh obu réwnai pomocni- )

;f nie moze przynie§é zadnego pozytku.
Z
Przyktad 2. Uwazajmy teraz grupg nieskoficzong:

of

2

of
[P
—"E '—357

£ (@)
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ktéra w r. 1886 (Towarzystwo nauk w Chr ystyanii) przy oznaczanin wszyst-
kich grup nieskonczonych w dwn 7m1ennych przyjatem jako forme kano-
niczna.
Oznaczmy nieskoficzenie male przyrosty wielkosei =, y, z jak zwy-
kle przez éw, oy, 6z; wowezas mieé bedziemy:
oz = &bt, oy =10, 8z = — &'¢én,
i znajdziemy wedlug znanych prawidek
op == (— 28" p — &%) b1, Sg=Eq s,
Or = (— 3&'r — 3¢"p — &"z) or,
Os == ( — 2£'s — &) b1, bt == — 'O,

Wobec tego

. 2 e 2 @ 2 9
Xf=5£—$(zi+2pi+!z-f+3r—f+2s"—f+

Jest symbolem najogdlniejszego nieskoficzenie matego przeksztaleenia naszej
grupy dwukrotnie uzupelnionej. Wiee odpowiednie niezmienniki rézniczko-
we zerowego, pierwszego i drugiego rzedu wyznaczajg sig jako rozwigzania
ukladu zupelego:

f o _ of af
3—-1:_0’37-—'0’ @—I'—[la—sa
2 of ?
3—-1—21)—« i—[—2s%—}—ig§:0.

Otrzymujemy tedy jeden niezmiennik rézniczkowy zerowego rzedu
mianowicie y, ktory oznaczymy przez u, jeden pierwszego » = 4 idwadru- -
z

glego rzedu, mianowicie:

2]
o
e

-~
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Zatem réownanie:
Q(u, v, u, v) = 0-

jest ogolng forma niezmiennego rownania rozniczkowego czgstkowego dvu-
giego rzedu.

Ze w ten sposdb istotnie znalezliémy wszystkie niezmienne réwnania
czastkowe rzedu drugiego, wynika wprost stad, Ze w szeregu wyznacznikow
czwartego stopnia macierzy:

i 000 0 0 00
0 2 2 q 3r 25 1 ‘
00 2z 0 3p ¢ ‘

, 000060 =z 0 ]

znajduja sie takie, jak np.
I ,
10 00
0 z 2p 3r )
= 2‘2
0 0 2z 3
0 0 0 2

ktére ani tozsamosciowo, ani na skutek zadnego réwnania czastkowege rze-
du drugiego nie staja sie zerami.

W danym przypadku latwo dostrzedz, ze wszystkie niezmienniki trze-
clego i wyzszych rzeddw mozna otrzymaé przez rézniczkowanie niezmienni-
k6w p, v, u, v, Ze wige wielkoci te, wedlug mojej terminologii, tworzg p e I-
ny uktad n1ezm1enn1kow rozniezkowyeh,

Uwazajmy mianowicie dowolng powierzchnig, ktdra nie czyni zadosé
zadnemu zwigzkowi postaci:

7w =0=wwn,

o mozemy g, » uwazaé jako spéirzedne Gaussowskie punktdw jej powierzeh-
ni, lub, inaczej méwise, mozemy zamiast @, y wprowadzic u, v, jako zmienne
niezalezne. Czynige to, mozna dowiesé, ze catery wielkosei:

du °ou dv v

() PRl ri
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sg niezmiennikami rézniczkowemii oczywiscie niezmiennikami réznmiczko-
wemi trzeciego rzgdu naszej grupy. Aby tego dowiesé, wybierzmy dwa do-
wolne niezmienniki rézniczkoive m-tego rzedu np. Ui ¥, i utwérzmy 0go6l-
ne rownanie:

@(Us V)=20

z dowolng funkcyg #. Nadajge po kolei tunkeyi & wszystkie mozliwe
ksztalty, otrzymujemy nieskoficzenie wiele réwnan rozniczkowych m-tego
rzedu, ktore wszystkie sg posredniemi calkami réwnania rézniczkowego
(m~+1)-go rzgdu:

av AU
G dy
Y =0 = A,
AV a4y
Iz tlyJ

Poniewaz za$ ogdlne wyrazenie @ (U, V) przedstawia zawsze niezmiennik
rézniezkowy, wige A= 0 jest napewno réwnaniem rézniczkowem nie-
zmiennem.

Jezeli tedy U, V, W sy trzema niezmiennikami rézniczkowemi, to
réwnanie:

aU 4V L aw
de * dz  C Tz o
av av aw|

ayay Ty

Jest zawsze réwnaniem rozniczkowem niezmiennem niezaleznie od wartosci,
jakg moze mieé stala ¢c. Rownanie to mozna doprowadzi¢ do postaci:

au dy

de dz

av aw
de  dx

AU av| |au aw
day dyl ldy Ty

Lewa strona tego rownania jest wiasnie dlatego, Ze ¢ jest stal dowolng, nie-
zmiennikiem rézniezkowym.

Zualeziony niezmiennik rozniczkowy mozna, wprowadzajae Ui W

jako zmienne niezalezne zamiast % iy, wyrazié przez wyznacznik funkeyjny
wielkosei U, ¥ wzgledem zmiennych niezaleznyeh u, w:
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“U av
404Ul gy
AU av|+ aw’
aw' qw

Wige w naszym przypadku wielkogei (M), ktore krétko 0ZDACZYMY Przez

Uy Uny Uy By,

sg niezmiennikami rézniczkowemi.
Zmamy tedy o $m niezmiennikéw rézniczkowyeh, mianowicie:

(N) B Wy Ty By Uy Uy, By, B,

ktorych rzad jest nizszy niz cztery. Ale mozna dowies¢, ze nie ma wie-
cej niz siedm niezaleznych od siebie niezmiennikéw rézniczkowych, kt()rycix
rzad jest mniejszy niz catery. Cheae mianowicie Wwyznaczy¢ wszystkie te
niezmienniki, musimy do poprzednich wzoréw:

0z = E(®)dr, Sy = 0, dz = — &'z,
0p = (—2&'p—&'2) o1, 89 = — &q br,
Or = (—3&r~ 3&"p—E"z) ér,

ds = (—2&s—£")) Oz, Ot = — &t 6

dolgezyé jeszcze wyrazenia przyrostow:

da = (—4fa—6E'r—4Ed2) on,
3B = (—3Ep—3¢"s—E"y) &r,
by = (Q&y—e"t) or,

36 = — ¥ . 5r.

Niezmiennniki rozniczkowe, ktérych szukamy, sg rozwiazaniami ukla-
du zupetnego: :

o _ o _
ﬂ—o,z;%._(),

, S . L
RS RS I T S AP AN PR

9, O o _
+37'a;+555—0.~

Prace mat.-fizyes., t, VII. 9
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A TR ARTR /AU AR
2 i + 3p ps + 9 35 + G Pa + 8 8/9 T 27' i

ktory zawiera dwanascie zmiennych niezaleznych i sklada sie z pigein
réwnan od siebie niezaleznych, bo jeden z wyznacznikéw stopnia pigtego,
nalezacej do nich macierzy posiada wartosé 24, Stad wynika z jednej strony,
76 kazde réwnanie niezmienne rzedu trzeciego mozna przedstawié jako zwia-
zek miedzy temi niezmiennikami rézniczkowenmi; z innej zas, ze liczba nieza-
leznych od siebie niezmiennikéw rozniczkowych trzeciego rzgdu jest:

12 —5 =T

Stad wyprowadzamy wniosek, Ze oSm wielkosci (N) zwiazane sg je-
dnym tylko zwigzkiem tozsamosciowym:

Wy v, ity Uy Wy Uy Vpy 5) = 0.

Teraz mozemy rozwinaé ogélng teorye catkowania wszystkich rownai
rézniczkowyeh ezastkowych rzedu drugiego, ktére zezwalaja na przeksztal-
cenia naszej grupy.

Jezeli mamy mianowicie niezmienne réwnanie czastkowe rzedu drugie-
20, to mozemy je na mocy poprzednich rozumowaini doprowadzié do postaci:

Q (pevyu,v) = 0.

Rozwiazmy nastgpnie réwnanie to wzgledem u lub wzgledem v, np. wzgle-
dem o:

v= T (u, r ),

i obliczmy pochodne v,, v,. W ten sposéb z tozsamoSciowego - zwigzku
W = 0 mozemy wyprowadzi¢ zwigzek postaci:

IT (g, vy W, gy ) = 0.

W ten spos6b udalo sig nam zredukowaé okreslenie u jako funkeyi ilofei
p i do calkowania réwnania czgstkowego rzedupierwszego, awigedo
catkowania réwnai rozniczkowych zwyczajnyel.

Wynika z natury rzeczy, Ze o catkowanin rownania JT= ( nie mozna
powiedzieé nic szczegdlnego, bo II jest zupelnie dowolna funkcys swych
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Pl?cm a}'gumentowfv. Zalozmy jednak, ze calkowanie rownania IT - 0 jest
juz wykonane; wéwezas odpowiednie rownanie calkowe:

w— U{u,») =10

wraz 2 danem réwnaniem Q == 0, zezwala na obliczenic v jako fankeyi iloSci
wiv: v="V(u, »).

Oba tg droga znalezione réwnania:

%— U(u,v) =0, v — V(u») =0

-dajg po podstawieniu wartosei:
p=yor=1, 4= 2P
z
dwa réwnania czgstkowe rzedu drugiego:

28—1g ( q) t :
—_—t T — = —_— i =
ni)=0 -7

28 -

]‘idiérej majg powierzchnie catkowe wspélue i tworzg nadto uklad inwolucyjny
rugiego rzgdu. ‘Wobec tego, okreslenie powierzchni catkowyeh wspdluych
moze byé wykonane przez catkowanie réwnan rozniczkowych zwyczajnych.
Jezeli réwnanie czastko i
: 3 we drugiego rzedu
W zmiennych 2 ¥, 2z zezwala na grupe nieskoficzona:

HOR Sy s

3z ?

to zga}kowanie dch wymaga tylko zcalkowania po
kolei trzech nkladéw jednoczesnyceh réwnan réznicz
kowyeh ZWyezZajnych
Odpowiednie ‘teorye mozna rozwingé dla dowolnych ukladéw réwnad
czgstkowyel w zmiennych =, y, 2, ktére zezwalaja na przeksztalcenia naszej
grupy. P9p1‘zestajellly na prostych nwagach nastepujgeych. )
Przyjmujemy, ze uklad inwolucyjny: '

I"l (L’U, Y&, 1y q,'?.’ 8, by a, ﬁ; Vs 6) =0, Fﬂ =0
nie zmienia sig przy przeksztalceniach naszej grupy nieskoficzonej. We-

dhug poprzednich rozumowan mozemy wnosié, Zze uklad ten mozna zreduko-
waé do postaci:
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By (1, v, by ¥y Uy, Uy, Oy, 0,) = 0, D = 0.

Przypomnijuy sobie nadto zwigzek tozsamosciowy W = 0; widzimy, ze wiv
mogg byé wyznaczone jako funkcye zmiennyeh u i v przez calkowanie réw-
nan rézniczkowych czastkowych rzedu pierwszego:

P =0, $,=0, W=0.

Znajdujemy tedy wielkosci u i v jako funkeye zmiennych p iv przez calko-
wanie réwnai rozniczkowych zwyczajnych, nastgpnie zas traktujemy znale-
zione rownania catkowe:

w= Uy, v), v="V{(g, V):

tak jak w przykladzie poprzednim.
Gdybysmy mieli jedno tylko rownanie rzedu trzeciego, ktore ze-
zwala na nasza grupe np. réwnanie:

]ﬂ(a% y} Z}l” 127 7” S, t! a’ ﬂ’ 75 6) == O’
to moglibysmy doprowadzié je do postaci:
O (v, Wy D, Uy Wy Uy, V) = 0

dodajac nastepnie réwnanie W = 0, trzebaby bylo zcatkowaé uklad inwolu-
cyjny rzedun pierwszego: ’

=10, W=20

z dwiema niewiadomemi funkeyami « iv. Przez dwukrotne rozniczkowanie

i eliminacye funkeyi v mozna ten ukiad inwolucyjny rzedu pierwszego z dwie-

ma nieznanemi funkeyami zastapi¢ przez uklad inwolucyjuy rzedu trzeciego

z jedna tylko niewiadoms funkeys 2:
O (ty vy Uy Uy, oy ) =0, Oy = 0.

Aby uogdlnié tak otrzymany rezultat, zamieScimy rozwazania naste-
pujace:

Uklad inwolueyjny w trzech zmiennych posiada rézne liezby charakte-
rystyezue, z pomiedzy ktérych jedna zupelnie okreslona, ktérg oznacze przez
‘w, jest niezaprzeczenie najwazniejszg. T liczbe w, ktérg nazwe klasa
uktadu inwelucyjnego, mozna okresli¢ w sposéb nastepujaey:

Jezeli mamy uklad inwolucyjny m-tego rzedu
w zmiennych @,4,4 to roznica pomiedzy liczbg pocho-

icm®
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doych rzedu m-go iliczbg rownan rézniczkowych od
siebie niezaleznych rzedu (m+9), pochodzgeyeh z réz-
niczkowania nktadu jestzawsze ta sama, niezalez-
nie od tego czy gma wartoesé zero, czy tez jest wiek-
sze od zera. Liczbe te oznaczam przezow Inazywam
klasa nkladu inwolucyjnego.

Jezeli uzywaé bede tej terminologii, to rozwazania rozdzialu 2-go da~
dzg bezpodrednio twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie. Jezeli klasa ukladu inwolucyjnego
wezmiennyeh x v, 2 jest zerem lub jednosdcia, to cal-
kowanie tego uktadu sprowadza sie do rownan oz
niezkowych zwyczajnyeh.

Teraz mozemy jednak wypowiedzieé jeszcze twierdzenie nastepujgce:

Twierdzenie. Jezeli ukiad inwolucyjny klasy w ze-
zwala na nieskoficzong grupe §(@)p—E&er,to mozZna go
zawsze zredukowaé do nkladu inwolucyjnego klasy
{o—1)idoukladu inwolucyjnego klasy pierwszej.

‘Wedlug naszych poprzednich rozumowarn twierdzenie to jest wazne
dla ukiadéw inwolucyjnych, ktére zezwalajs na nieskoriczony grupe Z (2) 7.
W samej rzeczy do piero co sformulowane twierdzenie jest
tylko szezegdlnym przypadkiem ogdélnego twierdze-
nia, ktére mozna rozszerzyé na wszystkie ukiady
inwolueyjne z dowolng liczhg zmiennyel, a takze na
wszystkie grupy nieskenczone. W pracy tej ograniczymy
sig jednak do szezegblnych przypadkéw tej ogolnej teoryi, ktéra obszernie
rozwiniemy na innych miejscach.

Uwazajmy teraz rownania czgstkowe, ktore zezwalajg na przeksztal-
cenia grupy:

E@) p 9 @) g

Nieskoriczenie male przeksztalcenie dwakrotnie nzupeinione ma tu postaé

af a‘l ?, Sf. / a‘ 9 H, d a
3 T an/” £ 5, — 11 3—’;—(257‘—1—5'12)2—5 —

— (& )s 5’; — @'t - 7'g) 2—5 .

‘Wiec niezmienniki rézniczkowe drngiego rzedu sg rozwigzaniami ukla-
du zupelnego:

of 2 ? 2
—/=0,;—§=0,°87f:=0, f:O

ax 3 :
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3 of of of
1J~91—]:+sa—$=0,()5(2——}-s-a-;—.0,

t. j. 84 funkcyami argumentdw;

212,
»e

Stad wnosimy, ze niezmienne réwnania rézniczkowe .rzgdu drugiego przed-
stawione 84 wzorem ogdélnym:

8

= @ ().
7 )
Otrzymujemy tu dwie catki posrednie:
—f7d ~forz 4
¢ 2 _ 4wy, e 2= Bly),

ox

skad przez kwadrature wynika ogdlne réwnanie catkowe:

fe“”’k dz = A(z) L+ B(y).

Grupa nasza posiada cztery niezmienniki rézuiezkowe rzedéw nizszych,
niz czwarty, ktére oznaczamy przesz:

5
==, — =V, W, U

g

dalej istnieje siedem niezmiennikéw rzedow nizszych, niz pigty; poniewaz
jednak

Ly By Uy Dy Uy Uy Tpy by
sg takiemi niezmiennikami, wiee zachodzi zwigzek tozsamoSciowy:
W (0 v, 2, v, 2y, Uy Uy ) = 0.

Jezeli tedy mamy jakiekolwiek niezmienne rownanie rizniczkowe rze-
du trzeciego, to doprowadzamy. je najprzéd do postaci:

8 (u, v, u,v) =10,
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i rugujemy nastepnie wielkosé v z réwnania W = 0. Wiee do wyznaczenia
u jako funkeyi zmiemnych u iy otrzymujemy rownpanie czastkowe pierw-
szego rzedu. Gdy ono jest zcatkowane, to dwa w ten sposéh otrzymane row-
nania czastkowe rzedu trzeciego:

w— U(u,v) =0, » — V(u,») =0

tworzg uklad inwolueyjny rzedu trzeciego klasy dingiej.
Azeby teraz wykonaé dalszg redukeye, wyzyskujemy okolicznogé, ze
nasza grupa zawiera dwie nieskonczone podgrupy, mianowicie

)y 1)

(ktére sa nadto obie podgrupami niezmiennemi).

Wobec tego mozemy nawet dwoma réznemi sposobami nasz uklad in-
wolucyjny klasy drugiej, zredukowaé do ukladu inwolucyjnego klasy pierw-
szej, & wige do rownan rézniczkowych zwyezajuych. Zadawalniajgc sie tn
tym rezultatem, pomijamy kwestye, czy w catkowaniu znalezionych réwnan
rozniczkowych zwyezajnych mogg zachodzié jakie uproszezenia, ezy tez nie.

Przez prowadzenie tych rozwazai w dalszym ciagu otrzymujemy twier-
dzenie:

Twierdzenie. Jezeli uklad inwolucyjny m-tej klasy
w zmiennych ®, 9, z, zexwala na grupe nieskoficzona,

EWW+WMm

to mozna go zredukowaé¢ do nkladn inwolucyjnego
(n-2)-ej klasy i réwnan rozniczkowyech zwyczajnych.

Podobne rozumowania pokazuja, ze twierdzenie to zachodzii dla ta-
kich ukladéw inwolucyjnych w zmiennyeh z,y, z, ktore zezwalajg na prze-
ksztalcenia grupy nieskoiiczonej:

E@p+ny)g—zE F9)r

Jezeli z innej strony uklad inwolucyjny n-tej klasy w zmiennych =, y, 2:
zezwala na grupe nieskonezona:

E@ P+ g+ @)y

% wigkszy liczbg podgrup niezmiennych, to zagadnienie nasze mozna
zredukowaé do calkowania ukladu inwolucyjnego (n-8)-ej klasy i t. d.

Jak wielkiew kazdym danym przypadku jest mozliwe
uproszczenie, zalezy od liczby funkecyj dowolnyeh,

v
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ktéore zachodzg w danej grupie nieskoficzonej, mowiac
doktadniej, od klasy réwnanf okred§lajgcych (Defini-
tionsgleichungen) odnosng grupe.

ZaYozmy teraz z innej strony, ze mamy uklad inwolucyjny w zmien-
nych @, y, z, ktéry zezwala na nieznang grupg przeksztalcen styeznosei;
wowezas zachodzi naprzid kwestya, jak okreslic wszystkie te grupy naj-
prostszym sposobem. Dla ogélnego rozwigzania tego zagadnienia trzeba
naprzéd wszystkie te grupy doprowadzi¢ do ksztaltow kanonicznych. Moje
teorye ogdlne pozwalajg, jak to oddawna zauwazylem, rozwigzaé wszystkie
te zagadnienia.

Wizystkie rozwazania tej pracy, posrednio lub bezposrednio polegajs
na mojej ogdlnej teoryi przeksztalcein. W mej nastepnej pracy, ktorej
tresé juz dawniej zakomunikowalem temu Towarzystwu, probuje zupel-
nie ogdlnie traktowaé kwestyg, w jaki sposob pojecie grupy moze byé wyzy-
skane dla teoryi réwnan rézniczkowych. Jakkolwiek nie moze byé mowy
o tem, aby pytanie to rozwiazaé w ostatecznej formie, to jednakowoz
oSmielam sig utrzymywad, ze moje ogélne rezultaty zastuguja na uwage ma-
tematykow.

W moich wykladach podezas zimowego pélrocza 1893—1894 zilustro-
walem teorye ostatniego rozdziatu za pomocg pewnych nowych przykladéw.
Dwaj z pomigdzy moich stuchaczéw, mianowicie pp. Beudon i Wil-
liams, sprébujy prawdopodobnie naszkicowane przezemnie teorye wyzy-
ska¢ dla zagadnienia, na ktére w tym czasie zwrécilo nwage Towarzystwo
im. ksigeia Jablonewskiego!).

') W pracy, ktora niebawem wyjdzie z drukn, podaje w obszernem opracowanin od-
dawna ogloszone przezemnie wyzuaczenie wezystkieh powierzchni, ktore zezwalajg na cig-
gty grupe rzutows. Jestem do tego zmuszony: okazato sig bowiem, Ze matematycy,
ktfrzy sig temi badaniami interesujg, nie sa w stanie samodzielnie wykonaé opuszezonych
przezemnie prostych rachunkéw. (Por, Archiv for Math., t. 7, Chrystyania, 1882,
a takze , Theorie der Transfgr.,“ tom 8, Lipsk. 1893),

PRZYCZYNEK DO TEORYI FUNKCYI GREENA

PODAL

S. ZAREMB A.

Czytanie pigknej rozprawy Picarda (,Mémoire surla théorie de.s
équations aux dérivées partielles et la méthode des approximations succesi-
ves“1)) nasuwa bezposrednio my§l, ze wiele wynikéw, otrzymanych przez
znakomitego geometrg dla réwnah o pochodnych czgstkowych z dwiema-
zmiennemi niezaleznemi, moznaby rozciggnaé do przypadku wigkszej" liczby
takich zmiennych., Widaé bezposrednio, ze rzecz ta sprowadza sig do wy-
kazania pewne] wilasnoéei funkeyi Greena, latwej do uzasadnienia
na plaszezyznie, przy pomocy odwzorowania podobnego, lecz daleko mniej
widocznej w innych przypadkach. Oto whasnosé ta stanowi przedmiot pra-
¢y niniejszej. .

Ograniczymy sie na trzech zmiennych niezaleznych, co stanowi przy-
padek najbardziej interesujacy; lecz zobaczymy, Ze metoda uzyta daje sig
stosowaé i w przypadku ogélnym.

2. Oto jak brzmi whasnogé, o ktorg nam idzie: - o

Niechaj & (i, y, 2, @, ¥/, #') bedzie funkeya G reena wodniesieniu do
obszaru D ograniczonego powierzehniz wypukl S, majges w kazdym z8
swych punktéw okreslone promienie krzywizny. Niechaj d oznacza naj-
wigkszg odleglo§é dwdch punktéw, wzietych na powierzehni S, a— granice
nizszg promieni krzywizny powierzehni S w punkeie zmiennym. Powiada-
my, ze calka

1) Journal de Mathématiques (4), VI, 1890.
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