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Jezeli wreszcie w otrzymanej kongruencyi
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a to stanowi whagnie zapowiedziane twierdzenie.  Gdy bowiem (p—1)! nie
moze byé podzielnem przez p, a tem mniej przez p% gdy p jest liczbg pierw-
szg, musi p? byé dzielnikiem licznika L w utamku %, jaki otrzymujemy
dodania (p—1) utamkéw -, —, = _1

z dodania (p—1) ula oW =, 5 3

Pozostaje jeszeze wykazaé, ze powyzsza wiasnoé przestaje istnie¢ dla
liczb ztozonych. Jakoz istotnie, przypuszezajac p ziozonem i oznaczajac
Mzez 1 najwiekszy z jej pierwszych dzielnikéw, doszliby$my do wniosku
Ze wyraZenie
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e+ (123 =D A+ DA+D) .. (p—2—1) p—2+1)... (0—2) (p—1)] +...
p—3 p+38 ptb

2.3...
Lo+ 123 5 3
musiatoby by¢ podzielnem przez p, a tem bardziej przez 4, co jest niemoze-
bnem, gdyz wszystkie wyrazy po prawej stronie sg podzielne przez 1 z wy-
Jatkiem jednego (ujetego w klamre dla wyréznienia).
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Yy za up Zrienierm autora

S. DICKSTEIN.

Stowo od tidmacza.

Praca, ktérej przeklad podajemy, ogloszona zostala w tomie I Roczni-
kow Stowarzyszenia niemieckiego matematykdw (Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung, I, 1892, str. I—IV, 81—292). Nadzwyczajny
rozwdj tej nowej galezi nauki algebraicznej, rozliczne zwiazki, jakie aczg ja
z innemi galeziami matematyki, oraz rosnace weia? zastosowania niezmienni-
kéw, - usprawiedliwiajg dostatecznie waznosé i uzytecznosé. przegladun gts-
wnych zdobyczy nankowych na tem polu badan. Przeglad taki staje sie tem
niezbgdniejszy dla pracujacych w tej dziedzinie algebry, Ze oryentowanie sig
w olbrzymiej literaturze, rozproszonej po wszystkich niemal dziennikach ma-
tematycznych Europy i Ameryki, jest weale nielatwem, a dla wielu wprost
niemozliwem. Przedstawienie zatem juz nie samego tylko historycznego
rozwoju badaf, genezy pojeé i teoryj, zwiazku i wzajemnege oddziatywania
réznych prac, ale i podanie zupelnej niemal bibliografii teoryi niezmienni-
kéw jest niepospolits zastugsg autora, za ktéra szczerze sy mu wdzigezni
Wszyscy pracownicy na niwie matematyczaoej.

Z trudnego zadania swego wywiazal si¢ prof. M ey er z niepospolity
sumiennogecig. - Zapanowal on, rzec mozna, nad caly literaturg przedmiotn,
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tak ze zadne wazniejsze zjawisko uwagi jego nieuszlo. Wprawdzie nie
ukrywa sam przed czytelnikiem pewnych niedokladnodei, od ktdrych pracy
swej za wolng nie poczytuje. ,,Czytelnik —méwi on w przedmowie 1) — spo-
strzeze, ze w oméwieniach niektérych badan nie podano nalezytej krytyki;
lecz autor: sadzil, ze odda wigkszg usluge matematykom, jezeli powstrzymu-
jae sié"w tych razach od sadow osobistyeh, przedstawi w zwigzku to, co po-
jedytiezy badacze istotnie zdziatali, nie zas to, coby zdziataé mogli. Zreszta,
w zamian za to, staral sie zaznaczaé wszedzie dotychczasowe braki w wie-
dzy, juz to za pomocg odpowiedniego uporzgdkowania materyatu, juz przez
wskazanie nasuwajgeych sie zagadnien. W rozkladzie materyalu pozwolit
sobie autor na pewng swobode w wymierzaniu rozmiaréw sprawozdat o rd-
znych pracach naukowych; liczne i wazne zastosowania do geometryi uwzgle-
dnit w stopnin nieznacznym, pozostawiajac komu innemu opracowanie hi-
storyezne tego przedmiotu; teorye kombinantéw przedstawil, zbyt jedno-
stronnie®.

Te braki, ktére autor z caty szczeroscia przed czytelnikiem odstania,
nie zmniejszajg weale, zdaniem naszem, wielkiej wartosci referatun. Przeci-
wnie pobudzié mogg innych do analogicznych studyéw i do rozwiniecia pe-
wnych szezegdlow calosei, tak umiejetnie zbudowanej.

W czasie przygotowywania przekiadu ttomacz korzystal z laskawych
.~ wskazéwek szanownego autora, ktéry nadsytal mu poprawki i uzupelnienia
do rozmaitych ustepdéw pracy; zwlaszeza cennemi tu dopelnienia, uwzglgdnia~
jace badania najnowsze, ogloszone, juz . po wydaniu referatu, t. j. od r. 1892.

Dodajmy jeszcze, ze przeklad niniejszy wymagal wprowadzenia pe-
wnych nowych terminéw naunkowych polskich, ktére starali§my sie utwo-
rzyé w zgodzie z dotychezasowemi dobremi wzoramiiz duchem jezyka.
Czytelnik znajdzie je Yatwo w tekscie, gdyz obok wyrazéw polskich nowo-
wprowadzonych postawiliSmy w nawiasach odpowiadajgceim wyrazy obee ?).

‘Warszawa, we wrzefniu, 1895.

1) Podajemy jg tu w streszczeniu.

) Praca miniejsza wychodzi réwnoczeénie ‘w przekladsie francuskim H. Fehr's
W ,,Bulletin des sciences mathématiques i we wioskim G.Vivantie'go w ,Giornale di
Matematiche®. :

Ry

icm
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1. Rzut oka® na okres dawniejszy od 1841 do 1887.

Swiecimy obecnie pieédziesiecioletni - jubileusz teoryi niezmiennikow.
Wyprawdzie pierwiastki tej teoryi siggaja czaséw dawniejszych; na dowdd
czego do§é przypomnieé z jednej strony teorye form kwadratowych (o spot=
czynnikach catkowitych), uzasadniong przez Lagrange aiGaussa?),
z dingiej zas geometryg rzutows, powolang do zZyeia przez Ponceleta
i rozwiniets nastepnie przez Chasles'a, M obiusa, Pliickera
iSteinera %. Wlasciwa wszakze teorya niezmiennikéw rozpoezyna sig
dopiero od pracy angielskiego matematyka Boole’a *) z listopada r. 1841,
w ktérej nietylko ndowodniono wlasno§é niezmiennicza wyréznikéw, lecz za-
razem podano prosta zasade, przy pomocy ktérej od wyréznikéw dojsé mozna
do jednoczesnych niezmiennikéw form.

Wkrotce potem (luty, 1892) okazat Boole ?), Ze biegunowe formy f
prowadza do rozleglej klasy spélzmiennikéw, t.j. do twordw niezmisnniezyeh,
ktore oprécz spotezynnikow formy £ (ovaz form pomocniczyel) zawierajg je-
szeze same zmienne.

W trzy lata potem (1845) podjat badania w tym kierunku Cayley 9);
on to zbudowal odrazn symbolike systematyczna, kiéra nazwal ,rachun-
kiem nadwyznaceznikow® (hyperdeterminants). Przy pomocy tego rachunku
mozna tworzyé dowolnie wielki szereg niezmiennikéw nawet dla formy po-
jedynczej.

,,% rachunku tego — powiada Salmon 7) — powstala algebra nowo-
czesna“.

Nieco wezesniej znalazt byl (1844) Eisenstein f) najprostsze nie-
zmienniki i sp6izmienniki formMowej (binéire Form) szesciennej i dwu-

o

Prace mat.-fizyczne, t. VIL
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kwadratowej; H e ss e ®) za§, wladajacy wytwornym aparatem wyznaczniko-
wym, wykoticzonym przez J a ¢ o bi'ego, poswiecil szczegblowe studyum s pol-
zmiennikom, ktére obecnie nosza jego nazwisko, oraz wykryt znﬂ,czenie.tyc hspol-
zmiennikéw dla teoryl krzywych plaskich, a zwlaszeza krzywych rzedn
trzeciego.

- Nie nalezy réwniez poming¢ faktu, ze w tymie roku (1844) Grass-
mann ') wysigpit ze swoja ,naukg rozciggloSei® (Ausdehnung slehre)
i ze jego pomysly, odnoszgce sig do wyrazed z lukami (Lickenan sdriic-
ke.) i spélrzednych wielogatunkowych (mehrstufig), zawieraja w sobie za-
wigzek nowszego upostaciowania naszej teoryi.

Pqéredni wplyw mial tez i Galois !t) (1846) przez swoja teor ye
grupy rownania. ’

Aronhold ) pierwszy odkryl w dziedzinie tréjkowej (ternir) nie-
zm’ienniki formy szeSciennej oraz ich zwigzek z f'Wyréinika,nﬁ (1849); cykl
za$ prac. Sylvestera ') (1851—1854) zawiera juz zarysy teoryi ogol-
nej, obejmujacej - elementy najréznorodniejszych gakezi nauki pézniejszej.
Z zupeh]% swiadomoscis celn wprowadzono wnieh, obok zmiennych pierwot-
nych, zmienne przeksztalealne za pomocy podstawienia odwrotnego intworzono
tym sposobem naukg o przeciwzmiennikach (Contravarianten) i formach po-
él:e@ch (Zwischenformen)ipodano szereg nowych proceséw na tworzenie form
Iflezmmnr.liczych, a zwlaszeza zasadg rézniczkowania wzajemnego, tak sym bo-
Heznego jak I niesymbolicznego ). Sylvester uzasadnia dalej (1851)
naunke o formach kanonicznych %); stosuje ja do przedstawienia form dwoj-
kowych rzedu nieparzystego (W szczegbélnoei pigtego) pod postacia sum
potgg"owych; przez sformufowanie za$ ,prawa bezwladnodci® 16) toruje‘ nowe
ch'o.gl do waznego przypadkn form kwadratowych o dowolnej liczbie
zmiennych. Rozumie on juz znaczenie ,zasady dzielnik6w elementarnych® *7)
(Ele}llental‘theﬂel'}, oraz pojecia ,kombinantéw* (1853) 18); przy pomocy nie-
sl::oncze‘nie (matych) liniowych przeksztaleen zmiennych podaje zasadnicze
réwnania rizniezkowe dla niezmienniczych utworéw form dwojkowyceh i wyz-
szyc].J (1852) *). Zewngtrzng oznaks uczynionych postepdw jest obszerna
termmolcfgia, pochodzgea po najwicksze] czedel od samego Sylvestera
a zestawiona na koficu jego wielkiej rozprawy o funkeyach Sturma 1853)29),

_ Rok 18564, zamykajacy ten pierwszy szereg prac Sylvest era
z dziedziny teoryi niezmiennikow, jest wogéle najwazniejszym w fiym pier-
WSzym qkresie. Do niego nalezg bowiem tez badania Hermite a, ktory
zFesz(:@ Jnz wezesniej (1851) wzbogacil byt teorye przez wprowadzeni,e poje-
cia {,ewektantéw“ 1), a w licznych pracach swoich z dziedziny teoryi licz[b

1.'ozs1a1’ \:viele zarodkéw z teoryi form 2). Hermit e ustanawia ,prawo wza-
Jen}nosgl“ #3), ktére godnym uwagi sposobem porzadkuje w pary utwory nie-
zmiennicze w dziedzinie dwéjkowej. W przypadku formy dwéjkowe] rzedu
meparzy'stego wprowadza Hermite dwa spélzmienniki liniowe 24), jako
nowe zmlenne,_i sp%'owadza, forme do postaci ,typowej¢, w ktorej spé’lczyn-
niki same sg niezmiennikami. W bezposrednim z tem zwiazku sg uklady form
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,stowarzyszonych* (associirte Formen), od ktérych zalezy sposobem wymier-
nym kazdy utwor dalszy, nalezacy do formy pierwotnej. Przy przeprowa-
dzeniu rachunku dla przypadku formy pigtego rzedu podaje Herm ite
pierwszy przykiad niezmiennika ,skosnego® 2%) i wyrazenie tegoz za pomocy
trzech innych niezmiennikéw. Pigknem zastosowaniem tej teoryl sg kryte-
rya niezmiennicze rzetelnosei #°) pierwiastkow rownania rzedu piatego.

W innej pracy, ogloszenej rowniez w r. 1854, badacz tem 2%), stojge
jeszeze na stanowisku teoryi liczb, zajmuje sie zagadnieniem o przeksztatceniu
formy kwadratowe] tréjkowej na sama siebie za pomocg podstawienia linio-
wego zmiennych; -spélezynniki szukanego podstawienia przedstawia jako
funkeye wymierne pewnej liezby parametrow dowolnych, co juz uskutecznil
byt ogolnie Cayley ) wr. 1846 dla waznego przypadku szezegllnego sumy
kwadratéw. Cayley (1835) wkrotce potem rozeiagnal wzory Hermi-
t e’a na formy ogélne kwadratowe o 1 zmiennych 7).

Rok 1854 byl podnym i w innym jeszeze kierunku. Z jednej strony
Cayley uzasadnil *) (wspomniane juz) rownania rozniczkowe liniowe
czastkowe, ktérym czynig zadodé niezmienniki form dwojkowyeh, jako funk-
cye spélezynnikow; z drugiej zas§ strony Briosc hi wyprowadzil odpo-
wiednie rownania, odnoszace sie do pierwiastkéw tych form. Nakoniec
w tymze rokn rozpoczyna sig szereg TIOZpraw Cayley a p.t. ,Memoirs
upon Quantics®, kidire koficzg sig tymezasowo w I. 1861 (na 7-ej rozpra~
wie) %), Ze wzgledu na swoja wielostronnosé i wyczerpujace badanie poje-
dytezyeh przypadkow, sg one dzis jeszeze bogatg kopalnig dla algebraikow
i geometriw.

Przez uwazanie tworow niezmienniczyeh form dwoéjkowych za rozwig-
zania calkowite wymierne ich réwnan rozniczkowych 3, zbliza sie Cayley
juz w drugiej z rozpraw wymienionych (1856) do waznego pytania *), czy
przy danej formie pierwotnej (Urform) nie mozna oznaczy¢ a priori liczb na-
lezacych do niej form (liniowo-niezaleznych)? Dla danego stopnia i rzedu
takich form otrzymaje on juz odpowiednia liezbg pod postacia okreslonego
spotezynnika w szeregu potegowym fnnkeyi tworzaeej® %), jakiej uzyl by
juz Euler przy rozkiadzie liczb. Wywad tego szeregu potegowego opie-
ra sie, co prawda, na pewnym Wzorze do obliczania, niezupelnie udo-
wodnjonym, Temi badaniamidal Cayley pobudke .do wielu poszuki-
wai, ktore siggaja sie az do czaséw najnowszych *); nie zdolal wszakze roz-
wigzaé w calej ogdlnosci tak stawnego pozniej zagadnienia (postawionego tu
poraz pierwszy) o sprowadzeniu nieograniczonego szeregu form niezmienni-
czych danej formy dwojkowej pierwotnej do funkeyj calkowitych wyniernych
skoiezonej liczby tychze niezmiennikow EOR

W rozprawie 4-¢j (1858) wprowadza na przyktadach zasadnicze pojecie
,,nasuniecia® (Ueberschiebung) *) dwoeh form i nadaje temuz wyrazenie pro-
ste, niesymboliczne, ktérego wazne znaczenie znowu silniej w ostatnich uja-
wnilo sie latach.
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Silng pobudke do rozszerzenia mlodej jeszcze i nieustalone] umieje-
tnosci dalo pigkne, na zasadach teoryi niezmiennikéw oparte, rozwigzanie )
réwnania rzedu trzeciego iczwartego (1858). Nie mniej waZnym pray-
czynkiem jest zwigzanie metod algebraicznych, rozwinietych dla form dwdj-
kowych, zmetodamigeometryirzutowej +) utworow zasadniczych pierwszego
gatunku. Zwlaszcza rzutowe oznaczenie miarowe Cayley a dla plasz-
czyzny i przestrzeni (Rozprawa VI, 1859) nznano pézniej za podstawowe dla
rozwoju geometryi nieeuklidesowej* 41).

W zwigzkn z temi pracami systematycznemi znajduja sig i inne prace
Cayley a, oktérych krotko tylko nadmienimy, mianowicie: badania nad
rozktadem liczh (1855, 1856), +2); wielka rozprawa o funkeyach symetrycz-
nych (1854) *3) (z prostemi prawidtami na oznaczanie stopnia i wagi tych
funkeyj), ktérg inozna uwazaé za wstep do pézniejsze; teoryi pélniezmienni~
kiw; dalej plodne przerobienie metody eliminacyl *) B ézout a
(1857) oraz rozszerzenie metody kanonizacyi Sylvestera na formy rze-
dn parzystego (1857) 45).

Za bezposredni dalszy ciag tego kierunku badah uwazaé ualezy donio-
ste odkrycie M. Robertsa ¢ (1861), wedlng ktérego spolzmiennik
(dwijkowy) charakteryzuje si¢ w zupelnosci przez swéj wyraz glowny
(Leitglied, source, leading term), tak ze wszystkie zwiazki (syzygie) pomie-
dzy spétzmiennikami mozna zastapié wprost takiemiz zwigzkami pomiedzy
ich wyrazami gléwnemi, i odwrotnie. Taki wyraz gléwny jest zawsze (jak
I niezmienniki) funkeys symetryczng réznic pierwiastkow, lecz musi i w isto-
cie rzeczy czynié zado$é jeszeze jednemu réwnanin rézniczkowemu. R o-
berts sam pokazal szezegolowo podnogé swej metody na przykladzie form
piatego rzedu 7).

Powiemy tu odrazu, co uczynions w ciggu uwazanego okresu czasu
(1854—1861) dla wspomnianej teoryi form oraz réwnan rzedu pigtego, o ile
to wehodzi w zakres naszego przedmiotu. :

Ttu Hermite wskazat nowe drogi, po ktorych poszli dalej Brio-
schiiCayley Jnzwr 1856 zastosowal Hermite przeksztalcenie
wymierne zmiennych, w ktévem mianownik by spolzmiennikiem licznika,
w celu sprowadzenia catki eliptycznej pierwszego gatunku do “postaci mnor-
malnej typowej ¥); dwa lata pézniej nadal ogélnie dawno w algebrze uzy-
wanemu przeksztalceniu Tcechirnhausena taks forme niezmienni-
czg *9), przy ktérej ujawnil sig wyraznie charakter niezmienniczy 10-
wnania przeksztatconego, kiére nadto ma zalezeé od mozliwie najmniej-
szej liczby parametréw. Za tem poszlo juz rozwigzanie podobnego zaga-
dnienia dla rozmaitych rozwigzujacyeh (Resolvente) danego réwnania.
W przypadku réwnania rzedu pigtego temi rozwigzujacemi sy, jak wiadomo,
réwnanie modulowe i réwnanie mnoznikowe, wystepujace przy przeksztalce-
uin rzeda 5-go funkeyj eliptycznych 57).
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Opracowanie systematyezne pod tym wzgledem réwnaf rzedu 5-go po-
dal! Her mite dopiero pdZniej (1865 do 1866) 31).

Obok trzech gléwnyeh badaczy na tem polu: Cayley'a, Sylv e-
sterai Hermitea, wystepuje wr. 1854 Brioschi®), ktory w naj-
rozniejszych kierunkach uzupelnil i rozwing! badania tamtych. Wymiemm):
niektére tylko gléwne jego rezultaty. I tak (1857) podal on godny uwagl
uk}ad rownail rozniczkowyeh 53), charakterystyczny dla rugownika i wyré-
znika form dwéjkowych—zastosowanie tego ukladu do teoryi funkeyj hypere-
liptyeznyeh 5¢) uczyniouo dopiero w ostatnich czasach;— dalej zawdzigcza};}}j
Brioschiemnu istotne rozwinigeie teoryi Hermite'a przedstawien
typowyel, mianowicie tez i do form tréjkowych 3%).

Wobec znacznego wzrostuliczby prac w naszej dziedzinie, nalezy uznaé
7 wdzigeznodeia fakt, ze S almon,—ktory juz dawniej oglosil byl cemne
przyezynki tak do rachunku, *) jak i do zastosowai geometrycznych —
podjat sig uporzadkowania przedstawienia catego obszernego materyalu
w zwigzlej monografii (1859) 7). Rozpowszechnienie tej pracy w Niem-
czech jest zastugg Fie dler a, ktory juz, przed jej wydaniem %) (1863) po
niemiecku, oglosit byl (1862) pracg samodzielng *), przeznaczony dla
poezatknjacyeh i uprzystepniajacy przedewszystkiem zastosowania geome-
tryl rzutowej, podane przez Cayley’a. Okolo fego samego czast
(1862) pojawilo sig dzieto Brioschi’ego ), ktire zjednalo teoryi nle-
zmiennikéw rozlegle kolo zwolennikdw we Wioszech. )

Podezas gdy wzmiankowani matematycy angielsey, franemsey i WIOSG}.'
pozostawali z sobg W zywej wymianie mysli, nadajac weigz nowy ruch tej
teoryi, w Niemezech tymezasem byla ona dlugo zaniedbywans. ) )

Wprawdzie metody rzutowe 1) oraz twierdzenia Hesse goi Stei-
nera najécislej wigza sie z nalezgecemi do teoryi form poglqda.ml o’vbcych al~
gebraikéw, lecz idea nie znalazla jeszeze sobie formy wiasciwej, ktéra tu ma
wigksze znaczenie niz w innych czesciach matematyki.

Zmiane pod tym wzgledem sprawil dopiero Aronhol d za pOMOCy
swego klasycznego przykladu %) (1858), w ktdrymz teory.l H esseg ]
form tréjkowych szesciennyeh wydziela widkna niezmiennicze 1 mimd‘aje im po-
staé zaokraglong, wolna od wszelkiej sztucznoei i praypadkowosci.

Poniewaz mysli zasadnicze, bedgece podstaws tego badania, zostaly
przedstawione w pézniejszej pracy Aronholda ®) (186.3) W zwia‘zku or-

ganicznym i w calej ogdlnosei, przeto uwazamy za odpmnedn}le toje zaraz
oméwi6. Obszernosé omowienia naszego niechaj usprawiedliwi ta ckolicz-
nosé, ze mysh te mialy wplyw stanowezy na plan niniejszego refer.atu. .

Dazeniem Aronholda bylo objecie z jeduego punktu widzenia 1:6—
znorodnyeh utworéw natury niezmienniczej i nzasadnienie tym sposcbem nie-
tylko ich zwiazku wzajemnego lecz i samej racyi ich b.ytu; 23 Ifunkt Wwyj-
§eia do tego celu stuzy mu zagadnienie, ktore formuluje w sposdb nastgpu-
jaey *):
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Niechaj F(z\a), F' (£|w) bedg dwiedowolnei zupet
nie ogdlne funkcye jednorodne rzgdu p-go odpowie-
dnion zmiennyech, @ ...%, & ...5; znale§é warunki,
jakie powinny zachodzié pomigdzy ichspétczynni-
kami aia, aby obie funkeye daltysie przeksztalci¢
jedna na druggzapomocyg podstawienialiniowego.

Podkreslilismy tu wyrazy ,,zupeinie ogélne,* gdyz nienwzglednienie ich
doprowadzilo do nieporozumien®). Z tego, ze o spétezynnikach o i o' nie czyni
sie z gory zadnych zatozei, wyplywa juz, ze przez warunki szukane rozumie
sig tylko konieczne we wszystkich praypadkach, nie za§ wystarczajace
w przypadku form F1i F, w jakikolwiek sposéb znieksztalconych (ausge-
artet), co tez sam Aronhold wyrainie zaznaczyl w wielu miejscach %)
rozprawy z r. 1858 dla formy tréjkowej szesciennej.

‘Wyobrazmy sobie, ze z warunkéw przeksztatcalnoscl wyrugowano juz
spblezynniki 6 podstawienia, wtedy réwnania ostiteczne daja sie przedsta-
wié tak, aby ich strony prawe byly od é niezalezne. Ten fakt znajduje
swij wyraz wistnienin #? rownan rozniczkowyeh czastkowych ), ktore
przeksztakcajg sig w ten sposéb, aby w nich nie zachodzity weale ilosei 6.
Stad, odwrotnie, wnie$é mozna, ze zwiazki algebraiczne przeksztaleenia
przedstawic sig daja pod postacia réwnosei pomiedzy utamkami, z ktorych je-
den jest zawsze takg samag funkcys wymierna spélezynnikéw g funkeyi F, jakg
drugi jest funkeya spétezynnikéw o przeksztalconej funkeyi 7.

Utamki te, jako rozwigzania wymierne wspomnianyeh réwnai réznicz-
kowych, nzasadniajg istnienie niezmiennikéw ,,bezwzglednyeh* funkeyi F.
Otz‘?ymuje sig stad takze i liczba niezmieunikéw wymiernie niezaleznych,
poniewaz dalszy rozwdj teoryi pozwala na wyprowadzenie waznego wnioskuy,
ze te réwnania rézniezkowe w liczbie n? sa wogéle od siebie liniowo-
niezaleinemi °8).

' Niezmienniki zwyczajne, ktére przed Aronbkoldem stanowily em-
piryezny punkt wyjéeia, okazujy sig a posteriori licznikami i mianownikami
niezmienuikow zwyktych; czynia one zado$é odpowiedniemu ukiadowi n? r6-
wnaih rézniczkowyeh.

‘ Uklad ten (jak i tuz przedtem wspomniany) jest, wedlug dowodzenia
91 ebscha (1861), ,zupelnym*, (vollstindig), co oznacza, ze nie jest mo-
zlllwem dollgczenie do tego ukiadu nowych rownai liniowych przy pombcy riz-
mczkowan‘la oraz rugowania pochodnych wyzszych o).
tl‘udngzgolllm;:w ;o uk.ladu f‘orm 1t)ie1‘\7:/0‘51137(:.]1~ %) nie sp-awia za,sa(‘luie,?ych

v ; nadto u ato sig Aronholdowi™) odstonié glebsze zwigzki po-
migdzy rozno}*odnenli tworami niezmienniczemi, a to przez odkrycie wieln go-
gflydf uwagi wka.snosqi przynaleinych form (przeciwamiennikéw) i form po-
rednich (konkomitantdw mieszanych).
nmam?’fgﬁ;r;f;ﬁv t;eéf; _1'o€1zaju jest }-zicze} wazne}, aby QO@i@dzy spotezyn-

J nie zachodzil zaden zwigzek liniowy; zamiast tej
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formy mozna przete wzigé odpowiednia potegg formy liniowej ), przez co
przedewszystkiem ulatwia sig stosowanie proceséw rézniczkowania.

Tak wprowadzona symbolika nie rozni sig wprawdzie formalnie co do
istoty swej od symboliki Cayley'a, lecz wiasnie na podstawie samodziel-
nego uzasadnienia w teoryi Aronholda pozyskala zdolnosé rozwoju,
jaki stal sig nastepnie jej udzialem w Niemezech.

Ty jest wlasnie punkt, w ktérym Clebsch podjal z wielkiem powo-
dzeniem badania w tej dziedzinie; rozprawa Aronholda z r. 1858 pobu-
dzila go do przyjecia wspomnianej symboliki za wylaczng podstawe teoryi
{1861) ™) i do rozwinigeia pomyshu sprowadzania ntworéw form wyzszyeh do
utworéw form liniowych.

Podezas gdy symbolika anglikow ograniczala sig na tworzenin form nie-
zmienniezyeh w liczbie dowolnej, to przedstawienie symboliezne Clebscha
zapomocy agregatéw wyznaeznikowych prowadzi nie tylko do wazystkich
niezmiennikéw, lecz maze byé poczytane tez za ich okreslenie, wszakze,
na poczatek, w zastosowaniu tylko do form, zawierajacych najwyzej jeden
szereg zmiennych oraz szereg ich wzajemnych.

Ta wlasnie ogéinosé symboliki daje moino$é Clebschowi wypro-
wadzenia miedzy innemi znanej ,zasady przeniesienia® ), ktéra ustanawia
zwigzek bezposredni pomiedzy dziedzinami réznego gatunku.

Clebsch podal w tymze samym czasie szereg interesujacych zasto-
sowan do geometryi krzywych i powierzchni algebraicznyel; jako najbardziej
charakterystyczne wymieniamy traktowanie zagadnienia o normaluych ™) do
utwordw rzedu drogiego.

Zveszty, tak w obecnem, jak 1 w poZnisjszem naszem omoéwienin badai
Clebsch a, ograniczamy sie na rzeczach najkonieczniejszych, bo istnieje
juz obszerny i jasny wykiad tego przedmiotw, uwzgledniajgey zarazem
i dziedziny pokrewne *¢).

Wedlug naszego pojmowania, Clebsch i Aronhold wspomnia-~
nemi swemi pracami z r. 1861 i 1863 rozpoczynaja nowg epoke, ktéra
daje poczatek systematycznemu rozwojowi naszej nauki, przytem kierownic-
two w niej przechodzi do Niemiec.

Dwa kierunki gtéwne njawniajg sig tu i wyrézniajs wybitnie.

Jeden, zainangurowany przez Cle bscha i positkujaey sig jego me~
todami, dazy do zupelnego zbadania nieskonezonego zakresu form niezmien-
niczych iich wzajemnego pokrewiestwa; rozwazanie zadania tego umozli-
wily wlaénie metody Clebscha. Drugikievunek podejmuje zagadnienia

,LOwnowaznosei®, t. j. przeksztalcalnodel liniowej jednej formy na drugsg, po-
stawione przez Aronholda.

Uplywa wszakze pewna liczba lat, zanim ujawnia sig rzeczywisty po-
step w obu kierunkach; mozna przyjaé, ze nastapito to w roku 1868, w kté-
rym Gordan oglosit swéj dowod o skonczonodel ukladu® dla form Awdj-
kowyeh %), Weierstrass zas—badanie réwnowaznogei form i gromad


GUEST


24 ' FR. MEYER.

form (Formeuscharen) dwuliniowych (i kwadratowych) za pomocg nauki
o dzielnikach elementarnych ).

Niechaj mi zatem wolno bedzie omowi¢ dopiero pézniej, w zwigzku
z badaniami nowej epoki, rozprawy Clebscha i Gordana ™) (1867)
o typowem przedstawieniu form dwéjkowych, oraz Kroneckera?®) |
Christoffela ®) oformach dwuliniowych, ktére to rozprawy—zewne-
trznie biorage—nalezg jeszeze do okresu starszego.

2. Przejécie do nowego okresu od r. 1868 do chwili
obecnej.

Rok 1868 przedstawia, obok dwn wyzej wskazanych, jeszeze nastepu-
Jjace godne uwagi momenta.

Przedewszystkiem, obowiazkiem jest sprawozdawcy nadmienié, Ze od-
tad dopiero roczniki wydawnictwa ,Jahrbuch {iber die Fortschritte der
Mathematik®, zalozonego przez Ohrtmanna i Miillera 82) — wyda-
whictwa jedynego w calej literaturze matematycznej, — umozliwiaja prze-
glad zupelmy badan w rozwazanej przez nas dziedzinie nauki.

W tymze roku ukazaly sig dziela: Plickera %) ,Neue Geometrie
des Raumes“ i Rey'ego ,,Geometrie der Liage®, dzigki ktérym geometrya
W wyzszym, niz dotad stopnin, poczela oddzialywaé na algebre i dostarczaé
jej nowyeh Zridel. Za wzir tego rodzaju stuzyé moze zastosowanie, jakie
uczynil Klein ) (takze wr. 1868) z cytowanej juz Weierstrassow-
skiej redukeyi gromady form kwadratowych, w celu podzialu kompleksow
linfowych drugiego stopnia na rézne rodzaje.

Udowodnienie przez Gordana skoiczonosei klasy ukladéw form
prowadzito do opanowania i innych form szczegblnych w tymze kierunkm.
Obfitos¢ prac, ktore dzigki tej pobudce powstaly a w ktoryeh Clebsch
I Gordan przewainy ndzial brali, nasunela potrzebe zatozenia nowego cza-
sopisma ,,Mathematische Annalen* (pievwszy zeszyt wydano w grudnin
1868); pismo to ze szczegllng pieczolowitodcia uprawialo galer umieje-
tnode, hedgea przedmiotem naszego sprawozdania.
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3. Ograniczenie materyaiu.

Za podstawe naczelng podzialu materyalu, ktory tu przedstawié mamy,
przyjmujemy, jak juz wyzej zauwazono, dwa punkty widzenia: rownowaznosé
i powinowactwo form.

Nie wa bezwatpienia dziedziny matematyki, w ktirejby teorya prze-
ksztalcen liniowych nie byla stosowang z powodzeniem, i dlatego jest ko-
niecznem ograniczyé w sposob odpowiedni zakres naszych rozwazai.

Klein i Lie na poczatku siddmego dziesiatka lat okazali ™), Ze
wlasnosci wyrazen, majacych ceche niezmiennicza dla pewnej klasy prze-
ksztalcen, warunkujy sie zasadniczo charakterem grupowym ) przeksztal-
cell, t. j. ta wlasciwoscia zamknigte] rozmaitosei przeksztaleen, ktora od-
twarza sie przy dowolnem ich zestawieniu.

Ten charakter grupowy wystepnje najdobitniej w przeksztaleeniach
liniowyeh, bo odrazu jest jasnem, ze dwa przeksztatcenia liniowe, wykonane
jedno po drugiem. daja znown przeksztalcenie liniowe. Do kazdej grupy pod-
stawien liniowych ilogei zmiennych nalezy, scisle biorac, osobna ) teorya
niezmiennikow; tu wszakze rozwazaé bedziemy tylko klasy najgléwniejsze.

W algebrze mamy do czynienia giéwnie z formami, ktorych spotezyn-
niki sa nwazane albo za zupelnie niezaleine, albo tez za zalezne sposobem
ciagtym od pewnej liczby parametréw dowolnych. Podobmie i sp6tezynniki
podstawien liniowyeh, ktérym poddaja sig zmienne, nwazane bywajg za
wielkosei, zmieniajace sie sposobem ciaglym. Bedziemy wige mieli do czy-
nienia z grupami ,,skoficzonemi cigglemi® ).

Istnieja wszakze wazne wyjatki od tego prawidita. Przy formach
z przeksztalceniami liniowemi w same siebie wystepuja podstawienia, kto-
rych liezba jest skoiczona, skutkiem czego ich spotezynniki przybierajs
wartosei liczebnie state. I takie grapy, nazwane krotko ,grupami G alois'a®,
beda mas zajmowaly ze stanowiska zagadnienia o rownowaznosei. Grupy
te daja zarazem przejscie do zwigaku z teoryg rownai.

Przeciwnie, w teoryi liczb i w dziedzinach pokrewnych (jak np. w nowo-
czesnej teoryi funkeyj antomorficznych) zmiennosé spélezynnikow stosowa-
nych podstawien poddawang bywa prawom arytmetycznym, a stad spoélezyn-
niki te naleza do dziedziny wielkosei, zmieniajacyel sie w sposob nieciagly.

Badanie niezmiennikéw (arytmetycznyeh i przestepnych), dajacych sig
przyporzadkowaé do takich wlasnie grup ,hiecigglych® ) wymaga metod
odmiennych 0d uzywanyeh w algebrze; a poniewaz nadto pytania, zwigzane
2 tym przeduwiotem, rozwijaja sie w zupelnie innym kierunku, przeto ba~
dania z tej dziedziny uwzgleduiat bedziemy tylko okoliczunosciowo.

Podobniez rzecz sie ma z rozlegtemi badaniami, odnoszgcemi sie do
form i réwnafi rézniczkowych, powstalemi stad, ze zmienne niezalezne pod-
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dawano przeksztatceniom zupelnie dowolnym. Wprawdzie rézniczki zmien-
nych przeksztaleajg sig liniowo -1 dlatego teorya algebraiczna niezmiennikéw
ma tu do pewnego stopnia zastosowanie ), lecz spélezynniki podstawiell za-
wieraja w sobie funkeye samych zmiennyeh, ktéryech dowolno$é moze byé
ograniczona tylko pewnemi warunkamicatkowalnosel. I takiemigrupami ,nie-
skoficzonemi* bedziemy zajmowali sig tylko wtedy,gdyich charakter specyfi-
czny usuwa sie naplan dalszy, wystepuja zas na widownig cechy z teoryi form.

I w dziedzinie algebry wlasciwej zaprowadzimy pewne ograniczenia.

04 czasu epokowych prac Cremony z jednej i Riemanna z dru-
giej strony, istnieje w teoryi krzywyeh i powierzchni algebraicznych (. j.
funkeyj algebraicznyeh jednej lub wigeej zmiennych) szereg wazaych zja-
wisk, ktorych prawa zaleza nie tyle od podstawient liniowyeh, ile od jedno-
znacznych (algebraicznych) podstawien ilosei zmieunych. Wprawdazie
daja sig one w zasadzie sprowadzié do podstawien czysto - liniowych
(do tak nazwanych utwordw ¢) °'), lecz opracowanie tych pytad ze stano-
wiska rzntowo-niezmienniczego zostato dopiero podjete w ostatnich czasach,
i to tylko w pojedyiczyeh przypadkach.

7 drugiej wszakze strony bedziemy zmuszeni przekroczyé granice alge-
bry w innym kierunku.

Jedno z najwazniejszych twierdzef, podanyeh przez Lie'go, orzeka,
ze zakres ciaglej skofczonej grupy przeksztalcen mozna zawsze ,rozsze-
rzyd* (erweitern) ¥2), przez wigczenie do niej wszysthkich tych przeksztalcen,
ktéryeh doznajg pochodne (az do pewnego dowolnego rzedu) zmiennych, uwa-
zanych za niezalezne, wzgledem zmiennych niezaleznych. Niezmienniki ta-
kich grup rozszerzonych, Iub wprost ,,niezmienniki rézniczkowe. maja wiel-
kie podobienstivo do zwyklych niezmiennikéw w przypadku, gdy grupa pier-
wotna byla rzutowa. Tym sposobem usprawiedliwiamy wlaczenie do niniej-
szego referatu odnosnych prac Halphena, Sylvestera i szkoly tego
ostatniego matematyka.

Co sie wresucie tyczy zastosowain naszej dziedziny do innych galezi
matematyki — ktére ze wzgledu na swa rozleglo$é wymagalyhy oddzielne-
go sprawozdania — to oméwimy z nich tylko te, ktdre, zdaniem naszem,
przedstawiajg szczegdlny interes, zwlaszeza ze wzgledu na ilustracye
i ozywienie tekstu.

Jezell tym sposobem pole podstawien rzutowych okazuje sig stosunko-
wo szezuplem, to ma ono natomiast wazne znaczenie w dwoéch kierunkach.
Po pierwsze, specyficzna metodyka wyrobiona w nlem moze stuzyé za wzor
dla innych galezi nauki. Powtére, nauka o podstawieniach liniowych i ich
niezmiennikach stanowi nietylko naturalny stopied przygotowawezy do nau-
ki o przeksztalceniach w ogilnodei, lecz nadto przy traktowanin tych osta-
tnich uwidocznia sig coraz wyrazniej dazenie do sprowadzania gtéwnych za-
gadnien do zagadnied gatezi pierwszej. Naprzyklad, dla kazdej grupy cig-
glej przeksztalcefi istnieje grupa rzutowa, ktdra moze byé izomorficznie od-
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niesiona do grupy danej; zagadnienie o oznaczeniu wszystkich grup oznaczo-
nego skladn (Zusammensetzung) nalezy do zwyklej teoryi niezmiennikow
pewnyeh form trajliniowych.

4. Stopniowy rozwd¢] pojecia niezmiennika.

Jezeli dany jest uktad form i jezeli rozne szeregi zmiennych poddamy
pewnej grupie podstawieil liniowych, to Wytworzg one grupg (holoedryczno-
izomorficzng) podstawie spotezynnikéw danych. Kazdy niezmiennik je-
dnorodny tej grupy spélezynnikéw, t. j. fonkeya analityczna spoiczynnikow,
ktéra zarazem jest jednorodng wzgledem kazdego szeregu spolezynnikow,
a pozostaje niezmieniong przy przeksztaleeniach grupy, nazywa sie ,,nie-
zmiennikiem bezwzglednym® ukiadu form. w najogolniejszem znaezenin
tego slowa.

W szezegolnoscl, gdy pierwotna grupa zmiennych jest ogolng rzutows
(spélezynniki ogélnej natnry), wtedy niezmiennikami wymiernemi grupy
spotezynnikéw sg wlamki Aronh olda, ktérych liezniki.i miauov.rmkl s3
zwyklemi (lub wzglednemi) niezmiennikami calkowitemi wymiernemi ukladu
form.

Jezeli chcemy, aby i ostatnie utwory (i wogdle piezmienniki wzgledne)
zawieraly sie W powyzszem okreslenin, o nalezy grupg zmiennych za,sm;pi(:,
taks podgrupa, ktora powstaje, gdy wyznacznikowi podstawienia pierwsze]
grupy nadamy wartodé stala, rowng jednoSei.

Po tem sformutowaniu pojecia niezmiennika, wystarczajgcem do objeeia
z jednego punktn widzenia wielu zjawisk poszezegolnych nizej Aom'a“:ianych,
zwrodmy sie do przedstawienia rozwoju historycznego tego pojecia i przed-
stawmy w krdtkosci najwazniejsze momenty postepu. '

Punkt wyjscia stanowily, oczywidcie, funkeye catkowite wymierne spol-
czynnikéw jednej Jub kilkn form pierwotnych, zmieniaj@cy@ sie przy prze-
ksztalcenin tylko o potege (calkowita) wyznacznika podstawienia. Zakres te?-
kich fankey] predko rozszerzono, przyjmujae za argumenty, obok spélezymni-
kéw, izmienne pierwotne oraz zmienne przeciwpodstawieniowe (contragre-
dient) do nich. ‘

Obok tego formalnego jeszeze okreslenia form niezmienniezych, wystg-
puje pézniej bardziej materyalne okreslenie Cayle y’a,.ktéry uwaza te for-
my za rozwigzania calkowite wymierne ich réwnan 1‘6anczkowych.

W trzeciem okresleniu, wedlug Clebscha, niezmienniki s3 agre-
gatami pewnych iloczynéw symbolicznych. .

Nastepnie uwolniono okreslenie niezmiennikéw od mepotrzebqego ogra-
niczenia, aby czynnik, przybywajacy po przeksztalcentu, byt zgdiry potega
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wyznacznika podstawienia, i postawiono tylko zgdanie, aby zalezal wogdle od
spétezynnikéw podstawienia (nie za§ od spétczynnikéw form). Ta ostatnia
wlasnodé, jak to wykazal szereg autoréw °%), pocigga juz za sobg wlasnodé
pierwsza.

‘Wezesnie juz badano formy pierwotne o wielu szeregach zmiennych,
ktére poddawano tylko przeksztalceniom spéipodstawieniowym (cogredient)
lub tez przeciwpodstawieniowym.

Clebsch *) wr. 1872 wprowadzil systematycznie jedne za drugiemi
wszystkie zmienne, odpowiadajace w dziedzinie n-krotnie rozcigglej rozmai-
tym zawartym w niej gatunkom dziedziny liniowej. Gordan i Capelli?®)
badali formy powstajace wtedy, gdy do réznych szeregéw ilosci zmien-
nych zastosnjemy podstawienia wzajemnie niezaleine.

Dopoki rozmaite ntwory niezmiennicze, dajace sig wyprowadzié zdanego
uktadu form, 83 catkowitemi wymiernemi co do spétezynnikéw oraz wzgledem
oddzielnych szeregéw ilodei zmiennych, dopéty, wedlug Aronholdai Cleb-
scha, wyplywajg one latwo z plerwotnego pojecia niezmiennikéw (w zna-
czeniu {ciflejszem); dos$é tylko w tym celu do danego ukiadu form dotaczyé
formy liniowe pomocnicze.

Potrzeba istotnego rozszerzenia tego pojecia zjawia sie dopiero wtedy,
gdy pojecie zasadnicze niezmiennika z dziedziny wymiernej przenosimy do
dziedziny niewymiernej i przestepnej. Pozostajac tylko wewngtrz granic
algebry, winnigmy glownie uwzgledni¢ tu pierwiastki réwnan nieprzywiedl-
nych, ktérych spélezynniki sg niezmiennikami calkowitemi wymiernemi. No-
we badania Hilberta, Kleina i Gordana, jakotezi Frobeniusa
pokazaly %), jak naturalnie wystepuja takie utwory niewymierne, jezeli
formy pierwotne dane sa pod pewna pustacia niewymiernie-kanoniczng, albo,
co na jedno wychodzi, jezeli w odpowiedni sposéb rozszerzymy pierwotns
dziedzing wymiernosci.

Study ) wr. 1887 przedstawil w przejrzystym organicznym wykia-
dzie stopniowe wznoszenie sie pojecia niezmiennika, zestawiajae réwnole-
gle kolejne jego stopnie z tworzeniem -arytmetycznem rozmaityeh rodzajow
wielkogei algebraicznych, wzasadnionem przez Kroneckera. W szeze-
gélnqs’ci za$, nadal on postaé Seisty delikatnemu. pojecin spétzmiennika nie-
wymiernego.

Winnym kierunku Christoffel %) {wnowszych czasach M au-
rer %) rozszerzyli pole badai, rozwazajac takie niezmienniki, dla ktérych
grupa spbtezynnikow pozostaje rzutows jeszeze wtedy, gdy wyrazenia, stuzg-
ce fio Ql‘zeksztaiceﬁ ilo§ci zmiennych, staja si¢ wymiernemi. Wtedy =zacho-
wuje sig postaé charakterystyczna rownan rézniczkowych dla niezmiennikéw.

Wreszeie nalezy takze wspomnieé o oznaczanin niezmiennikow catko-
Wi?ych wymiernych za pomocg ich wyraziw gléwnych. Te ostatnie sg nie-
zmiennikami pewnej podgrupy niezmiennikéw plerwotnych i czynig zadosé
r,y‘Ll(o pewnej czesei réwnafi rézniczkowych, odnoszacych sig do niezmienni-
kéw zwyczajuyeh.
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W nowszyeh czasach Mac-Mahon i Cayley utworzyli specy-
alnie dla form dwijkowych teorye samodzielna takich | péiniezmiennikéw,
ktore, dzieki wlasciwej symbolice, znajdujg sie w najscislejszym zwiazku
z teorya funkeyj symetrycznych %), Z drugiej strony Sylvester
i Perrin sprowadzili te ntwory do utwordw jeszcze prostszych *°1).

Zmnaczenie wyrazow glownych siega jeszcze dalej; z nich bowiem, we-
dlug Faa di Bruno ') iHilberta ), moznaotizymaé odpowiednie
formy zupelne za pomoecs jednego jedynego procesm: dosé tylko spotezynniki
pojedyficzyeh form pierwotnych zastapi¢ pochodnemi tych form wzgledem
spotrzednej niejednorodnej (pomnozonemi przez pewne liezby). FPostgpo-
wanie to moze by¢ stosowane i do form wyzszych niz formy dwijkowe.

PRZYPISY.

Yy Szereg wskazéwek do literatury tego przedmiotn znajdujesis w .Modern
Higher Algebra® Salmona, wyd. 4-e Dublin, 1885. Poréwn. wydanie niemieckie roz-
szerzone Fiedlera, wyd. 2-ie Lipsk 1877. Dziela te bedziemy w nastepstwie cytowali
w krotkodei: ,Salmon®, Fiedler~. Zestawienie literatury, odmoszgcej sig do form
dwajkowyeh, znajduje sis w wydaniu dzieta Fad di Bruno w opracowaniu niemjeckiem
Waltera i Nothera: Theorie der hiniren Formen, Lipsk 1881 (ytowaé je bgdziemy
w krotkodei przez ,Brun ot

5 Lagrange stwierdza niezmenniezo$é wyroznika wyrazenia az® -+ 2bzy =+ e
przy przejsciu od = do x4ty (Berliner Abbandlungen 1778, str. 265), pordwn. Salmom,
str. 348. W, Disquisitiones arithmeticae® G an s sa (1801) prz=ksztatcenie ogtlne liniowe
stanowi podstawe teoryl form dwdjkowyeh i trojkowyeh, ktoryeh wyrdzniki sg niezmienni-
kami. W art 267, 268 dowodzi G auss, ze wzajemna (forma adjuncta) formy trojkowej
pozostaje niezmienug przy podstawienin ,transponowanem'. Pordwn. Sa Imon 8. 344
Pierwsze poezgiki znakowania symbolicznego napotkaé mozna, wedlug Gordana (Math.
Ann. VII, s. 38), wpracach Cawchyego,Boolea, Pfaffa, Jacob f'ego; dals ze ana-
logie przedstawia rachunek waryaeyjuy (L. e. str. 87). Twierdzenie o muozenin wyznaczni-
k6w, podane w catej ogélnodei przez Cauch yego w r. 1812, moze stuzyé jako przyklad
cechy niezmienniczej spélzmiennika, dzi§ nazywanego tozsamoSeiowym. Takim jest
w istocie rzeezy punkt wyjicia badan Cayley'a.

Innego rodzaju stopien wsteyny do teoryi niezmiennikow stanowi przedstawienie
form kwadratowych jako sum Ewadratéw, za pomocs przeksztaleen ortogomalnych, co do
ktorych patrz Teorye wyznacznikéw Baltzera (Lagrange, Laplace, Cauchy,
Lebesgue, Jacobhi). Nakoniec nalezy tu takze pewien szereg twierdzefi przygoto-
wawezych Joachmisthal a o wyrdimka, szereg Tay lora i t. d. i niektére przy-
padki ,miezmiennikow rézniczkowyeh® u Canch yego.

3) Dwomn momentami gtownemi, odnoszgeemi sig do tego przedmiotu sg:rola, jaka od-
grywa stosunck anharmoniezny, jako niezmiennik ( niewymierny) bezwzgledny, dalej teorya
wzajemnodei biegunowej. Osobng oeeng zasing przytoczonyel w tekscie geometrow, ze sta-
nowiska algebry, daje Clebsch w swoim zyelorysie Plic kera. Gott. Abh. XVI,
s, 1—32,

4 Cambr. Math. Jour. IIT, 5. 1—20; praca nosi datg 28 kwietnia 1841 r. Boole

nogélnin przeksztolcenie ortogonalne form kwadratowyeh, szukajge warunkow, Przy
ktoryeh dwie daune pary form jednorodnych réwnego rzgdu: g, Q; ¢/, @ mogg byd prze-
ksztatcone jedna w druga za pomocy liniowyeh podstawien zmiennych. Znajduje on Wwaw
runek konieczny (jakkolwiek niezawsze dostateczny) ten, by wyr6zniki wyrazen ¢+ 1Q,



GUEST


30 FR. MEYER.

¢ + @, przyréwnane do zera, prowadzity do tyeh samyeh réwnat dla A, Stad wynika
whiosek, ze wyr6zniki wyrazef qig’ réznig sig tylko potegs wyznacznika podstawienia
(L ¢. . 19). Dowéd zupeiny tego i doktadne wskazanie wykladmka potegi dal Boole do-
piero trzy lata poZniej. Cambr. Math. Journ. IV (List. 1844), str, 167—171. Poréwn. przed-
stawienie tej rzeczy 1w ,Wyznacznikach® Gordan a-KEerschensteinera, (patrz
nizej), gdzie rngowaik, jako wyznacznik funkeyjny, poddany jest szezegblowemu rozstrzg-
sanin. Nie nalezy pomingé tego, ze w r. 1841 pojawila sig rozprawa Jacobiego o wy-
znacznikach funkeyjnyeh, Jonrn. £. Math. XXIT, 5. 319—359. Nie ma ona daty; poprzedza-
jaca jo wielka praca Jacobiego o wyznacznikach ma date 17 marea 1841 1., mnuiejsza
zad poiniejsza praca tegoz autora — date 18 marea 18411, W rozprawie pierwszej poda-
na jest wiasnosé zasadnicza wyznacznikéw funkeyjnyeh, polegajaca na tem, Ze przy zupel-
nie ogélnem przelsztateeniu zmiennych odtwarzajy sig one jako takiez wyznaczniki funk-
cyjne, przybierajac tylko czyonik, ktory sam jest takze wyznacznikiem funkeyjnym. Na-
stepnie podane jest zastosowanie. tej whasnosel do przeksztatcania catek wielokrotnyel.
Szezegdlnym przypadkiem przytoczonego twierdzenia jest wiasno§é kombinantowa rugo-
wnika dwéch form dwojkowyeh £ g jednego rzedu, t. . ze rugownik po przeksztateenin
praybiera tylko ezynnik bedacy potegy ilosci A/~ Np, gdy mianowicie /] g zastgpimy przez
If 4 pg, Nf + wg. Porownaj tom I cytowanego dzieta Gordana ,Vorlesungen tiber In-
variantentheorie hg. von Kerschenstein,“ Lipsk, 1885.

5 Cambr. Math. Journ. IT1, s 106—119. W te] pracy nogtlnil rezultaty pierwszej
rozprawy do wigeej niz dwdch form, ktére moga hyé i nier¢wnyeh rzedéw. Rozniczkowanie
zupelne danyeh réwnowaznodel form sprowadza zagadnienie do réwnowaznosei form ro-
smiezkowyeh rzedéw rownyeh i praytem mozliwie nizkich. Nie podzielam zdania Salm o-
na, (s. 344), ze Boole przez to jus uzasadnil twierdzenie, iz niezmienniki biegunowyeh
s spotzmiennikami formy zasadniczej.

§) Collected Math. Papers. Vol. I, 5. 80—94, 95—112. Druga z tyeh prac wyszia
w1846 r

Niezmieuniczosé badanych form wystegpujetu wszgdzie ja-
korozszerzenie twierdzeniaomnoZeniu wyznacznikéw. Rozsze-
rzenie to rozwija sig w dwoeh kiernnkach: najprzéd tworzy sie wyznaezniki wyZszego rzg-
du, sktadajace sig z (»!)» wyrazw, vastepnie catkowity agregat wyznacznikow przedstawia
sig pod postacig macierzy. Wyznaczniki rzgdu wyzszego byly wprowadzone przez Ca y-
leya juz wr. 1843 (L c. 63—79, druga polowa); skrécenie oznaczenia jest pierwszym
rodzajem symboliki. Zastosowanie tyeh pomystéw do formy pierwotnej z-go rzgduom
zmiennych nskntecznia sic w ten sposéb, ze forme te zastepujemy najprzdd inng liniows
wzgledem n rzedéw m zmiemnyeh, ktére mogg byé poddane ré zZny m podstawieniom.
Twierdzenie Bo ole’a o wyrézniku wystepuje teraz w takiem §wietle, ze wyréznik pier-
wotny i przeksztateony roznig sig od siebie o potege iloezynu wszystkich » wyznacznikéw
podstawienia, Niektore lub wszystkie n szeregow zmiennych mozna poZniej znowu ntozsa-
mié, tylko nie wréwnaniach razniczkowych (s. 84) linjowych czgstkowyeh, ktorym zadosé
czynia niezmienniki, gdyz te rownania sy wyrazeniem pewnej elementarnej wiasnodei wy-
znacznikdw.

W pierwszej z przytoczonych rozpraw (s. §0—94) metoda jest rozwinieta o tyle, Ze

mozna juz poznad, iz kazda forma dwojkowa rzedu parzystego posiada niezmiennik kwa-
dratowy. W koticu Cayley nazywa Boole'a odkryweg plerwszego niezmiennika sze-
geiennego (formy dwukwadratowej), porown. Salmon, s. 343 i przypisekponizszy o Eis e n-
steinie,

Rozprawa druga wykazuje istotny postgp. Poréwn. Salmon Less. 14. My§1
zasadnicza jest ta, ze wyznacznik funkeyjny n funkeyjin zmien-
nychmozna pojmowaé, jako wynik procesurdzniczkowania, zasto-
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sowanego do fednej jedynej funkeyi, mianowicie do iloczynutych
nfunkeyj, zktoryebh kazdajestnapisana winnym szeregu zmien-
nych; nastepnie nalezy te rozno$é n szeregéw usunaé. Daje to te korzyié, ze wmozna
proces rézniczkowania powtarzadé (iterowaé)irozne iteracye kombinowad, Wszysthkie
w ten sposéb powstajace procesy, zastosowane do funkeyj calkowitych jednorodnyeh, sg
natury niezmienniczej, t. . z funkeyj wytwarzaja spolzmienniki jednoczesne.

Zwigzana ztem symbolikajest wistocie rzeczy tylko skro-
conem przedstawieniem procesdow realnych. Inaczej sig ma rzeez w po-
#niejszyeh badaniach Gordana, ktiry procesy te rozeiaga na formy symboliczne.
Cayleyowski proces rézniezkowania (,proces Q¢ ma dzi§ waine ziaczenie.
Porown. Rozdzial IL, C, h, .

Pasmie] Escherich (Wiener Denkschriften XLIII, i830), Gegenbauer) tam-
ze XLIIT, s. 15—382, 1881), Zajaczkowski (Pam. Ak Um. w Krakowie, t. VI, 1881)
zastosowali do tworzenia niezmiennikéw wyznaezniki wyzszyeh wymiardw, badane przez
Gasparisa, Armenantego, Padowe, Zehfussa i innyeh.

") Salmon, 8. 343.

&) Journ. f. Math. XXVII, Spotzmiennik kwadratowy i wyréznik formy dwdjko-
wej szesciennej znajduja sig juz w Nocie s. 75—79, z gruduia 1843: pordwn prace . §2—104
réwniez z grudnia (843: oba niezmienuiki 4, jformy dwukwadratowej—w znanej noeie 0 roz-
wiazywanin rownafi ezterech pierwszych yzedow s, 81—83, 1styez. 184k Salmon(s. 343)
wprawdzie zaprzecza temu. ze Eisensteinowi znana juz byla niezmienniezodé tych
form. Eisenstein mowi jednak wyraznie na koflen ostatnio przytoezomej noty
o przygotowywanej przez siebie notatce. odnoszacej sie do ,.pewnyeh hardzo godnych uwagi
wlasnodei i przeksztaleent wyrazeli jednoroduyeh. Notatka ta zostals ogloszona wtymze
tomie dziennika str. 329—321 i w niej z caly pesyzya wrpowiedziana jest wlasmosé nie-
zmiennieza obu spolzmiemnikow oraz wyréznike formy szedeiennej. Nie ulega natomiast
zaprzeczeniu, ze Boole pierwsay wyrazil wyréznik formy dwukwadratowej, jako funkeyg

ara

calkowity obu niezmiennikéw. Cayley I, & 9% Salmons. 343.

9 Journ. £. Math, XXVIII, s. 58—107. Postaci kanoniezue form dwéjkowych sze-
Sciennych i dwukwadratowyel i ich zastosowanie do rozwizzania odpowiednich réwnah sa
podane w tymze dziennikw; niezmienniki wystepuja tu tylko implicite.

0O znaczenin baday Hessego dla algebry nowoezesuej patrz: Nither w wZeit-
sehrift Sehlomileha, XX, oraz Klein w ,Programie politeclmiki monachijskiej
1875.

) Zaslugi Grassmauna w tej dziedzinie przedstawil jasno Sturm w bio-
grafii, Math. Ann. XIV, patrs zwiaszeza str. 25. Poréwn. Math. Ann. VIL s 12,

Schlegel oglosit probe wyktadn algebry wedlug pomystow Grassmanna
Lipsk 1875, takze Schendel Haile. 1885.

1y Badania Galois’a byly wprawdzie ogloszone wr. 1829, ale staly sle ogdlnie
dostgpnemi dopiere w 1846 (Journ. Liouv. XI). Ich wplywna teor, niezmiennikéw wy-
stepuje dopiero w okresie nowszym.

) Journ. £ Math. XXXIX s. 140—159. W dwa lata potem przedstawil Aron-
Lold fakultetowi filozoficznemn w Krolewen rgkopis (nigdy nisogloszony), w ktérym wy-
ktada teoryg niezmiennikéw na jednolitej podstawie. Wedtug jego listiw do Ca yleys,
musial on juz by¢ wtedy w posiadanin rownai rdzniezkowyceh dla niezmiennikow, por. S al-
m om, s 344,

1) Cambr. and. Dublin Math. J. VI. 5. 186—200; 289—293 (1851); ¢ VIIs. 52—97
(1852), t. VIII 5. 62— 64, 256—259 (1853); t. IX s.85—103 (1854); por. Cayley, t. VI
40—51, 97—98.
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Artykuly Sylvestera poprzedzone sg dwiema rozprawami Boole'a, t. VI, s. 87—
106, 107—113 (1851), w ktérych sg zebrane i uzupetnione kilku waznemi dodatkami dawniej-
sze rezultaty jego badmi, por. Salmon, s 344 Do tych dodatkiw nalezy tu zasada
bardzo plodna tworzenia nowyeh utwordw niezmienniczyeh. W przypadkn dwoéeh zmien-
nych jednorodnyeh z, y, dowodzi Boole, ze gdy te przechodzg na o’y y przez podstawienie
o wyzaczniku =, to wtedytoz samopodstawienie przeksztatea pochodne czgstkowe (funkeyi do-

2 1] 1 9 1 . .
3} —— — —_— — — Powtoérzenie tego postgpowania (ktére zreszt
wolnej) % ua o’ s od g0 POSLEp ( 5769,
. . L 00 o
jako nasuwajace tu samo przez siebie, pominigto) wskazaloby, ze Eﬁ’ — ()_yr)w' v prze-
Lo L S etnie w ten sam sposdb, jak 22 ?
chodzgua~— W T E e E , zupeh en sam sposab, jak 2% ay, y* prae.
chodzg na #2, #' /, y'? 1 t.d. »
7 tozssmodel ¢ (z, y) = ¢ (# y) wynika zatem w znaczeniu symbolieznem
. (4 9 1 09 1 .. o s
nastepujaca: @ (W — -(;) =1 (T *a;;, -— ;;), t.j. ze kazdy iloczyn taki, jak

d\x [ 0 \A daie si i )
I W o " § przer —
(dy) (dx) . daje sig zastapié przez 3y 07

Ozytelnikowi nieprzywyklemu do znakéw symbolicznych wydaje sig dziwnem, Ze Bo-

ole nie podaje atwiej nasuwajgcego sie twierdzenia, iz tozsamosé

9 9 , (1 9 L9
sl— ——)=0lT = - =
) (r)_y ox G oy ° o

ma te7 znaczenie realne, tak ze zmienne pierwotne mozns zastapié istotnemi pochodnemi,
co dopiero zauwazyt Sylvester (patrz nizej).

Boole rozszerza swoje twierdzenie do dziedziny trzech zmiennyeh, wszakze tylko
co do przeksztakced ortogonalnych,

W pracy wspomnionej na drugiem miejscu stosuje B o o 1e swojy zasadg do tego,
aby przy pomocy przeksztatcenia liniowego usungé iloczyny wyraz6w z pewnyeh klas ro-
wnaf z czterema zmienvemi jednorodnemi.

Prace Sylvestera rozpoczynajy sie od objgeia z jednego puvktu widzenia
rezultatow osiagnigtych przez jego poprzednikow. Do tego stuzy mu wazne twierdzenie
Rugownik = form jednorodnyeh v () z » zmiennemi x, jezeli zmienne zastagpimy » innemi
formami & (=), staje sie rownym iloczynowi poteg (fatwo wyznaezalnyeh) rugownika funkeyi
v (x) irngownika funkeyi ¢ (z)* (Tom VI, str. 187). Rugownik wystepuje tu tedy jako nie-
zmiennik w znaczenin wyzszem, t. j. odnodnie do przeksztatcen wyzszych. Jezeli funkeye
4 (x) sp liniowemi, to wracamy zndéw do teoryi niezmiennikéw zwyktych. Jezeli z drugie]
strony przyjmiemy, ze funkeya ¢ (z) jest funkeys dowolns, ¢ (x) za$ funkeyg liniowsg, to wy-
razimy wtedy wlasno$é kombinantows rugownike, polegajacqy na tem, ze rugownik » linie-
wych potaczen form ¢ jest réwny pierwotnemu rugownikowi pomnoZonemn przez potege
wyznacznika potaczenia.

Zasada dowodzenia, implicite tu przyjeta, jest taka: ,, jezeli funkeya calkowita ¢ n
zmiennych jest rawna zeru dla wszystkich uktaddw wartosei, przy ktorych znika druga
takaz funkeya F, wtedy forma 7 jest czynikiem formy ., F.

Znsada ta wymaga wszakze sama dowodzenia, poréwnnp. Holdexr w Biklena
Math. natur w Mit. t I, s. 60 (1884); Study ,Methoden zur Theorie der terniiren
Formen’, Lipsk 1889 s. 31.

Dalsze rozwazanie Sylvestera majgswojpunkt kulminacyjny (t. VII, s. 53)
w pomysle gtownym, polegajacym na tem, ze forma liniowa vy = u, g @y .. . + s 2

, ipodobnie dla liter kreskowanyeh.

icm®

O STANIE OBECNYM TEORYI NIEZMIEXNIEQOW.

33

pozostaje niezmieniona, jezeli zmienne x poddajemy pewnemu podstawisniu iniowemn, i zara-
zem zmienne u t. j. ,,zmienue przeciw podstawieniowe™ (contragradient) podstawieniom vod-
wrotnym. Jazeli doformy s (2) dotaczymy furmg u,, wtedy niezmienniki Inb spélzmien~
niki jednoczesne odnodnie do zmiennyeh x prowadzy do przeciwzmiennikéw lub mieszanych
konkomitantéw (form posrednich Aronholda) form 72 odwrotnie rzeez sigma dla formy % ().

Waszystkie twory niezmiennicze (konkomitanty), powstajace z formy pierwotnej lub
szeregn takich form prowadzg tedy do Scislejszego pojecia niezmiennikiw.

Szezegolny gatunek przeciwzmiennikow, t. j. ,,formes adjointes* wystepuje juz wezed-
niej n Hermice’a. Jonmn. fir Math t. XL. s 263 (1551). Sylvester nazywa je ,ewek-
tantami¢, T, VII, st. 181.

Nazwy: niezmiennik (Invariante), spotzmiennik (Covariante), przeciwzmiennik (Con-
travariante), konkomitant, wystepuja plerwszyrazu S ylvestera wt VI 5290; wyraze-
nia zad ecogredient, contragredient t. VI, s. 53; wyroznik—diseriminant—Phil. Mag. 1851
5. 406, kombinant w t. VIII s. 63.

9

3 s spolpodstawienioweni t. j. podlegaje tym samym pod-
u;

1) 7 faktu, ze x; i

stawieniom, wynika najprzéd (pordw. wyzej, co moéwilidmy o B o ole‘w), ze podstawienie
pochodnych realnych, (niesymbolicznych) formy ¢ (x) wzgledem wu; zamiast zmieunyeh z
formy f (x) prowadzi do przeciwzmiennika form £ i 5 {Tom. VII, st. 194}. Poniewaz dalej po~

an an

tegl i iloczyny z*, %1 @, ... 33 spolpadstawieniowemi z ——, e g to za-
71 duty

dun
stapienie tych form, jednyeh przes drugie, mozna praeprowadzié w formie f (v) rzedu n-go
(a nawet wyzszego) (Tom VI, str. 96,179). Powstaly w ten sposib spétzmiennik nazwano
poZniej n-em nasunigeiem (Ueberschiebung) formy f na ¢ (pordwnaj Salmon str, 346).

[
Ostatui proces nazywa Sylvester wprowadzeniem symbolieznem symbolow o Za-
Ui

. . . @
miast zmiennych x; . Toz samo odnosi sig, oczywifeie do u; 1 W

%;

W geometryi znikanie przytoozonego najprzéd ntworn, jezeli n.p. liczha zmiennyeh
jest tray, przedstawia powtezg-g bisgunowych (linjowyeh) punktow j=0 wzgledem krzy-
wej o=0. §teiner poswigeil wyezerpujace studyum takim utworom bieganowym i ich
uogblnieniom.

Nasunigein badano geometrycznie gliwnie w przypadku ich znikania toZsamodcio~
wego; wtedy forma f nazywa sig niebiegunows (apolarna) wzgledem formy . Pordwnnj
poZniejsze prace Rey e'go.

15) Phil. Mag. Nov. 1851 Str. 391—410, i osobno Londyn, Bell 1851.. Poriwn. Cam-
br. and Dublin Math T. VI, Str. 193, 194, 198, 293; na str. 123 jest wzmianka o tem, 76 NAZWD
formy ,,kenonicznej“ pochodzi od Hermite'a.

Okolicznoseiowo jest mowa o przedstawieniach kanonicznyeh form fon dwo6jkowych
rzedu parzystego np. L. c. str. 123, 293; aby forma fo. data sig przedstawié jako soma 2 zupet-
nych poteg (A—u,)2», trzeba, aby znikal ,katalektykant™ Vhil Mag str. 394.

Dla form dwdjkowyeh f2a41 rzgdu nieparzystego wrzigto pod rozwagg tylko przy-
padek ogolny przedstawienia pod postaeis summy -1 zupelnych potgg (h—ai )21 (L . str.
392) t.j. kiedy wyr6inik ,kanonizantu® ktérego plerwiastkami sg ilodei =, jest n?ény ‘od zera.

0 formie czworkowej szescienne], jako sumie pigein szeseiandw, Wspomina sig poraz
pierwszy w Cambr. and Dubl. Math T. VI, St. 199, Por6wnaj dane w biografii Clebscha
Math Ann. VII, Str. I7.

) Phil. Mag. 1852, II str. 138. Phil Trans. 1853, Str. 407—548. Borchardt
wspomina w Journ. fir Math. t. LIIT 5. 275—283 (1857), 0 tem, Ze Jacobi musial znad to pra-
wo juz w roku 1847. Porown. dowod Herm ite'a, tamze str. 271, Patra ,Fiedler® str

. Prace mat.-fizyezne, t. V1L 3
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1471. W Phil. Trans. 1853 (L ¢.) podeje Sylvester zasadnicze zastosowanie prawa bez-
wiadnosei do tak zw. bezoutianta®, t. j. do formy kwadratowej o 1}——-1 zmiem}ych, Wypro-
wadzonej z wyréznika formy dwojkowej f n-go rzedu; od dyskusyl teg formy zalezq bezpodred-
nio stosunki odnoszgee sia do rzeczywistosel pierwiastkéw rownania /==0. Porbwn.. Her-
mite, Journ. fir Math. t. IL s. 39—51 (1856). Poréwn. jeszeze .S ylvester, Phl{. Mag.
(4), IV s. 138, nastgp. (1852), Hermite C.R. 1852, IL. Jacohbi (1847), p. Journ. fiir Ma-
them. LITT str. 275—280. (1857): .

1) Phil. Mag. 1851. Str. 119—140, gdzie na podstawie tej zasady obliczono wszystlkie
mozliwe znieksztateenia w stosunkaeh przecigd dwochkrzywych lub powierzehni stopnia 2-go.

Sylvester stosujejuz tg samg zasade do badania rownowaznofel dwich form
kwadratowych, Phil. Mag. kwiecien 1851, str. 205—305. Poréwn. sprostowanie do tegoz, maj
1851, str. 415,

1) Cambr. and, Dubl. Math. Journ, VIII str. 63. (poréwa. powyisze wwagi o rugow-
niku), jako tez str. 256, nast. t. IX, str. 85 i nast. 8y 1vester ustanawia réwnania r6Znicz-
kowe dla kombinantéw; dowodzi, ze te ostatnie zalezy od wyznacznikow, ktére mozna utwo-
1zy¢ ze spitezynnikéw pierwotnyeh, Jako zastosowanie podany jest rngownik trzech form
kwadratowyeh trojkowyeh w funkeyi dwoeh pojedyiezyeh kombinantiw,

W Annali di Mat. I 1858, str. 344—348, podal Be t t i uklad rownail rdézniczkowych
charakterystycznyeh dla kombinantéw.

19) Poréwn. to, co powiedziano wyzej o Aronholdzie, prayp.'®). Salmon
str. 344,

20y Phil, Trans. 1853, Str. 543—548. Objasnieniem nowo wprowadzonych terminow
u Cayleya Papers IV 8. 594—608 (Przedruk z Encyel. Brit. 1860).

21y Journ. f. Math. X L., Str. 263. Cambr. and Dubl. Math, J. VI, Str. 222.

22) U Hermite a zagadnienie, stanowigce punlt wyjseia, nalezy ze swej isto-
ty do teoryi liezh; idzie tu mianowicie o wykazanie, ze liezha ,klas réznych, na ktore roz-
padajg sig formy dwdjkowe (i wyzsze) danego rzedn z przepisanemi wartofeiami dla nie-
zmiennikow, jest skoficzona. Poréwn. w szezegélnodei artykuty w tomie XL i XLI Jown.
fiir Math. (1850, 1851).

%) Cambr. and Dubl. Math, J, IX str. 172217, pordwn. zwlaszeza str. 178—175.
W jaki spos6b przeprowadza sig w uogélnienie dla form wyiszych, pokazal dopiero D e-
ruyts w ostatnim ezasie (1891). :

Togélnienie Deruytsa odnosisig do form specyalnyeh; Hurwit z niedawno,
Math. Ann. 45, str. 381—304, 1894. przez odpowiednig modyfikacye prawa wzajemnosdel praed-
stawil rzeez tg w postaci najogdlniejszej. Prace te rzucily zarazem nowe §wintlo na proce-
sy rézniczkowe, zachodzaee w teoryi niezmiennikdw.

24)  Nalezy tu rozrézni¢ dwa przypadki. Oba niezmieniki liniowe, uzyte pierwotnie
do przeksztalcenia przez Hermite'a, s4 niewymierne; sy niemi czynniki li-
niowe niezmiennika kwadratowego ¢. Jekzeli forma f przechodzi przytem na forme ,kano-
niezng® F, to wtedy kazda funkeya entkowita spotozyunikéw formy J, pozostajgea niezmien-
ng przy tych samych podstawieniach, ktdre ten niezmiennik przeksztaleajy sam w siebie,
jest niezmiennikiem calkowitym wymiernym fankeyi fz potega wyréinika ¢ w mianowniku
(L. c. str. 17-).  To daje 1. p. moznosé otrzymania niezmiennikow formy 5-go rzgdu.

W dalszym clagn czyni sig uzytek z przeksztaleenia przy pomocy wymienionyeh
spélzmiennikow, str. 190, przez co forma /' (rzedu nieparzystego) przechodzi na formg ,,ty-
powa“,

%) Journ. . Math. LIT str. 1—38. Nazwa ,formy stowarzyszone' wprowadzona
g str. 23, Powstawanie tych form najprogeiej nwidoeznié mozna w sposéb nastepujacy:
Niechaj f (2, ) bedzie dang forma rzedu n-go; g (z i), & (2, y)—dwoma niezmiennikami for~
myf. Wedlug Boole'a = i ysg spélpodstawieniowemi z — oy o

i a wiec
dy oz’ ?
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- cs e O
z 2 X — ? Yi y‘X-}—?x— Y, gdzle X i Y sa najprzéd parametrami dowolnemi.
Stad wyrazenie

ok ok
=g @X —— 7, y X+ — Y
g o v X o n

Jjest dla wszystkich wartodei X { ¥ niezmiennikiem formy f, t.j. spélezyaniki p oje-
dyficze poteg i iloczynow ilofei X1 ¥ sa niezmiennikami for-
my f; pierwszym z nich jest oczywidcie sama forma 7. Twazajmy teraz X i Y za nowe
zmieune zalezne liniowo od dawnych. PoniewaZ wyznacznik podstawienia (vdwracajac
uwage od ezynnika liczbowego) jest rowny %, przeto kazdy niezmiennik i spotzmiennik for-
my @ zgadza sig z pierwotnym az do potegi spélzmiennika k. Jezeli weimiemy w szcze-
golnosei g=h=f, to f przejdzie wskutek podanych podstawied na forme F ze spilezynni-
kami f; o, fu, f «../4, &.j. na jedne z form stowarzyszonych z forma /; i jakikolwiek niezmien-
nik lub spotzmiennik formy 7 daje sig przedstawié jako funkeya catkowita ilofei fi z potega

formy f'w wianowniku.

U Hermite'a te formy stowarzyszone shuza przedewszystkiem do rozwigzania
zadania z teoryi liezb o rozdziale form dwéjkowych szedeiennyeh i dwukwadratewyeh na
»rzgdy” (L. c. str. 31 i nastep.)

Jezeli polozymy zreszta y=0, v=1 w formach v, to przejicie formy f na F utozsami
sig z postgpowaniem znanem w teoryi elementarnej réwnail, za pomocg ktorego przeksztal-
camy rownanie tak, aby spotezynniki przy potedze zmiennej o dwie jednoSei niZszej od
rzgdu rownania, byly zerami, )

Tunem zastosowaniem form 73 jest zwigzek Cayley a pomiedzy spolzmiennikami
formy dwukwadratowej; zwiazek ten zuiytkowunjemy przy pigknem przeksztatceniu ecalki
eliptycznej 1-go gatunku. Poréwnaj przypisek 50.

%) Cambr, and. Dubl. Math. J. IX str. 186 i nast. Role, jaka odgrywa ten niezmien-
nik przy rozwigzywaniu rownaii rzedu 5-go, wykazal glownie Herm ite w Journ, fiir
Math. L, IX str. 394—%05.

%) L. c.str. 1981in. Szezegtlowe rozwiazanie poda} Hermite, C. R. 1865
.866. Porownaj szkic historyezny Harrisas, Annalsof Math. V str. 217—228, 1891,

28). Cambr. and Dubl. Math J. IX str. 63—67. Poréwn. Brioschi, Journ fitr
Math. LIL str 133—141 (1856

28)  Journ fiir. Math. t. XXII, str. 119—123.

%)  Journ fiir Math, L. str. 288—299.

an Journ. fiir. Math, XLVIIT str. 109—124

) Annali di Tortolini V, str. 9207211, zwlaszeza str. 209, Por. Betti, Amnali
di Mat. (1), I, str. 129—134 (1859), W tem samem czasopifmie t. IX, str. 82 .(1855'3) pcfdaje
Brioschi wywod scisty rownai rézniczkowyeh Cayley a dla niezmiennikéw
w przypadku form dwéjkowyeh; w Annali di Mat. (1I), T (1858) takiz wywod str. 160 dla
form o » zmiennych.

) Pierwsze szefé rozpraw znajdunjemy W drugim tomie Coll. Papers str. 221—234
(1854); 250—275 (1856); 310—355 (1856); 513—520 (1858); 527—7507 (1858): 561—5369
(1859). Poréwn. Noty dodane przez Cayieya w nowem wydanin. Wyraz ,;Quantict
odpowiada wyrazowi ,,forma‘.

. . .
%) Jeielif (z, o, . - an ) jest formy damg, to Wynik provest z, - 7 moZun zastgpic
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procesem rézniczkowym, wykomauym na gpOtezynnikach formy /3 proses tenm oznacza

Brioschi przez {:c, —;—k} Wtedy wspomnione réwnania rézniczkowe w liczbie
all) okreslajoee niezmiennik form f; sg dane przez: { 2, —r)—-—} — 2 =

5 f AR Jy 8% 2 . 1 ozk Ty dzr y
Rozszerzenie do wigkszej liezby form i wigkszej liczhy zmiennych latwe daje sig przepro-
wadzié (1. c. str. 224): Cayley za pomocg wyrazenia, ktére Li ¢ nazywa wyrazeniem
nawiassowem Poissona, wykazuje, Ze spotzmienniki, okredlone za pomocy poprze duiej
gymboliki, czynig w istocie zado§é tym rownaniom. Wszakze dopiero w 1863 Aronhold
wykazat ogélnie (Journ. fiiv Math. LXIT), e, odwrotnie, rownania te charakteryzuja do-
kladnie utwory, nie zmieninjgee sig pray przeksztateenin liniowem.

Dla form dwojkowyeh mamy dwa takie rownania; jezeli utworzymy z nich znowu na-
wiss Poissona, to dojdziemy bezposrednio do twierdzenia, ze odpowiednio unormowana
»waga® kazdego wyrazu spitzmiennika jest statg.

W rozprawie II, str. 254 uzasaduniono wazne twierdzenie, ze przez prosty proces roz-
niczkowy i jego powtérzenie mozma z pierwszego spotezynnile spélzmiennika otrzymad
kolejno pozostate spotesynniki.

) Cayley wychodzituzpojeé spotzmiennikow ,asyzygetyeznych® i,niepraywiedl-
nych®. Asyzygetycziym nazywa sig szereg niezmiennikow, niepolaezonyeh zwigzkiem li-
niowym (syzygia) o czynnikach liezbowyceh; nieprzywiedlaym nazywa sig spétzmiennik, ktory
nie daje sig wyrazié w sposéh calkowity i wymierny przez niezmienniki stopnia nizszego.

) Twierdzenie na s. 257: ,,Liezba spolzmiennikéw asyzygetycznyeh' bedaeych rzg-
du n (wzgledem zmiennyeh) i stopuia p. (wzglgdem spotezynnikow) formy dwédjkowej n-go,

jest réwna liczbie wyrazow stopnia & i wagi w= —= (n % — ), zmniejszonej o liczbg wy-

razdw stopuia & 1 wagl w—1“ polega milezgeo na niezalesnodel linjowej uktadu réwnai linfo-
wych, Dowod, ze to zalozenie istotnie zachodzi, dat dopiero znacznie poZniej Sylvester
(PLil. Mag- 1878).

Wepomniana tu liczbe, odpowiadajaca liczbom & i w, jest réwna liczbie sposobéw
przedstawienia liczby w pod postaciy summy & liczb szeregu (0,1, ..n), & jako taka (por. str
243) —rowua spotezynnikowi przy zw 2 w rozwinigein ,funkeyi tworzgeej (str. 260).

1
1=z (—z2) A—2¥)..1—22) ?

Po odpowiedniem przeksztateeniu ta funkeya tworzgca -daje takze lezbe zupelng
potzmiennik6w nisprzywiedlnych. Ta np. dla n=3 mamy

1 — b

(1—z) (1—=a%) (1—a9) (1—x*) ’

co wskazuje, Ze istniejy cztery utwory nieprzywiedlne odpowiednio stopnia 1, 2, 3, 4, pola-
czone ze sobg syzygis szdstego stopnia (str 262).

37) Pordéwn. II; A, e
38) Pordwn str. 252, 253, 268, 270.

) Poréwn. str. 517. Z drugiej strony nasunigeie zawiera sig juz jako przypadek
szezeg6lny w utworach symbolicznych, wprowadzonyeh przez Cayley a w r 1846,
) 10) ’l“o roz.wailmie (rozprawa V a) bezposrednio wypltywa z syzygii, istniejgeej dla
forray szefciennej lub dwukwadratowej. Zreszts, nie nolezy tu pomingé milezeniem przed-

icm
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wstepnych prac B o o l¢’a (Cambr, Math. J. IIf str. 116), E isensteina (Journ. fitr Math.
XXVIIL, str. 89), Hessego (Journ. fiir Math, XXIVIIT stir 202) i Sylvestera
(Cambr. and Dublin Math J. VI).

7 drugiej strony, przecenianc wielokrotnie doniostosé tyeh metod rozwizzywania;
w samej rzeczy, teorys form wtedy tylko powinna stanowié ezgsé istotng zagadnienia o roz-
wigzywaniu rownai, gdy, idge za Kleinem, uwazamy grupg nalezacy do rownania za
grupg kolineacyj w przestrzeni wyzszej.

a1y Ta ezgdd byta szezegbtowiej opracowang przez Fiedlera (Lipsk 1362)

42) Jestzastugg Kleina odkrycie zasaduniczege znaczenia wynikéwbadai Cayleya;
pordw. Math. Aun. IViVL

43)  Papers I1, str 235—249 (1855), 47—52 (158). Poréwn. zwlaszezar Sylvester
Quart. Math, J. I, str. 141—152 (iipiec 1855), jako tez Briosch ii Sylvester
w Annali di Tort. VIII (1857), Bellavitis w Annali & Mat II, Bruno w Journ.
fiir Math XXXV { Math, Ann. XIV. Bellavitis wl c. str. 147 daje przeglad lite-
ratury dawniejszej. Kritkie zestawienie odpowiednich twierdzei glownych daje Hagen
w ,,Synopsis der héheren Mathematik® Berlln 1891, str. 1—3.

) Papers II, Str. 417—439, of. str. 454—46%. Prawidla Cayle’a zostaly wos-
tatnich czasach wogdlnione przez K o hn a, Wien. Ber. 1893, str. 1—16. Brill niedaw-
1o zwréeit nwage na to, ze pytanie o zwigzkach, zachodzgeych pomiedzy funkeyami syme-
trycznemi elementarnemi par zmiennych, sprowadza sig do pytadi z teoryl niezmiennikow form
dwojkowyeh. Gott. Nach: 1893 swr. T57—762. Pordwu. Jordan, Math, Ann, 45, str.
450—427, 1894,

45)  Journ. fiir Math. LIII. str. 366—867 lub Papers 1V, str. 38—39.

46) Journ fitr Math. LIV, str, 48—58 i 292 lub Papers IV, str. 34—53.

1) Quarterly J. IV. (1861) Str. 168—171; 394998, Twierdzenie zasadnicze tej teo-
ryi orzeka, ze wyraz gtéwuy iloczynu dwoch spélzmiennikow réwne sig iloezynowi poje-
dyficzych wyrazéw gtownych.

8)  Annali di Mat. (1) TII {1860). Str. 340—323.

49)  Journ. fitr Math. LII, str. 8. Porfwn. Brioschi w Anmali di Mat. (1), IV,
str. 192 (1861). Porbwnaj przypisek 25-ty. Przeksztalecenie Hermite's i Bri o-
schie'go calld eliptyeznej pierwszego gatunknu, sprowadzajgce jy do formy typowe]

2

normalnej , jest stopnia eczwartego wzglgdem zmiennych

V 1

B— o hmE TG

pierwotnyeh. P itarelli, zastosowawszy Drocesy biegunowe, zastgpit to przeks_ztaﬂce—

nie—liniowem (Roma, Ace. L. B. (&) TV, s. 703—705, 1886). Tenze autor badak takae prze-

ksztalcenia wyzsze, skutkiem ktdryeh znika niezmiennik g, lub g; w- przekstalcone] calce.
) . R. XLVI, str. 961 (1858). Niechaj f (z)==0 bgdzie rownaniem danem, e—jego

£

z— @

plerwiastkiem, ¢ (z) == Pierwiastek réwnania przeksztalconego, odpowiadajacy

1 . . -
pierwiastkowi «, pisze Hermite pod postacig ¢ () — ——n—'f (=), gdzie potegi =% ' . .

zn—2 nalezy zastgpi§ n—1 parametrami dowolnemi. Spétezynniki formy przekszta!confaj
sg utworami biegunowemi spizmiennikéw formy /3 W szezegblnodel zn'Jka. spblezynnik
drugi, gdy nastgpujacy bhezposrednio po nim, staje sig ,,bézoutiantem®, t.J. forma kwadra-

tows ilodei ¢, od ktirej zalezg stosunki okreslajace rzetelnodé pierwiastkéiw réwnania =0,
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Zreszty modyfikacya, wprowadzona przez Hermite'a w przeksztateenin Tsehir n-
hausena, dajete wielks korzysé, ze nowe spolezynniki wystepujy w stopnin mozliwie
najnizszym spotezynnikow dawnych, Poréwn. takie Cayley, Jown, fir Math. LVIII
(1861) str. 259 lub Papers IV str. 259—269.

51) Patrznp. Cle bseha ,Bindre Formen®, § 114, 115.

) C.R. 1863, 1864 Tun w dalszym ciggn zmienia przeksztalcenie Tschir n-
hausena, tak ze nawet pojedyicze spolezynniki poteg ilofel o (patrz wyzej) staja sig
utworami niezmienniczeni, co dzieje sig wszakze z uszczerbkiem dla pierwotnej elegancyi.

%) Poréwn. przedewszystkiem stanowigce catodé przedstawienie teoryi form dwaj-
kowyoh w Annali di Mat. 1-a Serya; I (1858), Str. 296—309, 349—862; IT (1859) Str. 82—
85; 265~277; TII (1860) str. 160—168; VI (1861) str, 186—19% Odbitka tej pracy ogloszo-
na w Rzymie wr. 1861 jest wyczerpang.

#)  Journ. fiir Math. LIII, str. 372—376.

Te réwnania rézniczkowe w przypadku rugownika dajg sig podaielié na trzy grupy
Pierwsza orzeka, ze rugownik jest zwyezajnym niezmiennikiem; druga, ze ma on zarazem
whasnodei kombinanta; trzecia wreszcie, ze posiada takize wiasnodei niezmiennicze
odnosnie do przeksztatcen wyzszych, mianowicie Ze po praeksztateenin odtwarza si¢ z wy-
faczeniem ezynnika, kiory sam zalezy jeszeze od spétezynnikéw form pierwotnych,

Przy wyréznikn odpada oczywiseie druga z wymienionych grup. Grupa ostatnis,
jak to poZniej okazat Nother, daje sie sprowadzié do jednego réwnania. Pordwn,
Bruno, § 2.

¥) Porbwn, Wiltheiss w Math. Ann. XXXITI, str. 279 (1888).

. %) Annali di Mat. (1) I (1858) str. 168—161, zwhaszeza str, 163 (Typowe przedsta-
wienie form o » zmiennyeh). O typowem przedstawienin form kwadratowych trojkowych,
jako pochodnych formy szedciennej, patrz np. C. R. 1863.

) O zastosowaniach geometryeznyeh patrz note o spélzmiennikach krzywyeh i po-
Wierzchm', Cambr. und. Dubl. Math. J. IT, str. 74 (napisang bez uwzglgdnienia prac Hesseg o).
Cenny materyal do symboliki Cayleyowskie j znajduje sig w Cambr, and Dublin Math,
J.' IX, str. 82. W pierwszem wydanin swego dzieta: »Higher plane curves®, 1852 oblicza
niezmienniki i spétzmienniki za pomoeg fankeyj symetryeznych, W drugiem wydanin ,Al-
gebry* 1865 podaje nowy wywod ,ukladow zupelnyeh dla najprostszych form dwdjkowych
Jjednoczesnych,

) Dublin 1879. Wydanie czwarte ukazato sig w 1. 1885.
) Lipsk, 1863; wydanie drugie, 1875.

@) Lipsk, 1862,

. .Gl) Patrz wyzej przyp. 53, Opracowanie elementarne tej teoryi podal Battaglini
Atti di Napoli 1867, pordwn. ciag dalszy w Giorn. di Mat, -

%) Poréwn. wielokrotnie cytowane biografie Pliickera, Hessego
Clebscha ’

%) Journ. fiir Math. LV, str. 97—191.

&) Journ. fiir Math, LXII, str. 281—845.
L %) Str. 282, 283. Podobne zagadnienie dla dwu i wigeej par form, wprawdzie nie tak
Scile sformnlowane, znajdujemy juz uw Bool o’a, Cambr, Math, J.III i IV. Boole

daje takie pr?ykia(l dla pojedyiiczej pary form; wtedy jedno z réwnaii podstawienia liniowe-
go przedstawia druga parg (L. c. tom III, str. 115).
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%) Takie nieporozmmienie widzi referent w zarzutach, jakie metodzie Aronholda
stawia Veltmann w Schlom Z. XXIT str. 277—298 (1877) 1 XXXIV, str. 321—350 (1889).

7) Np. Journ. fiir Math. LV 1 e. str. 180.

& Tom LXTI, str. 287—288,293. Maurer zbadal pozaiej, o ile. odwrotnie, czgst
takiego uldadu moZe okrelié niezmienniki. Munch. Ber. 1888. Str. 103—150.

) Dowdd prosty i bezposredni pedal Arenhold w Journ. fir. Math. LXTX
str. 185—189. Dowdd podany przez Christoffela, t. LXVIII, str. 246—252, zostal
pizniej cofnigty przez autors i zastapiony innym; poréwn. Math. Ann. XIX str. 230—290
(1881).

Pytaniem o wyzszych zaleznodeisch pomisdzy »* rownaniami rozniczkowemi niezmien-
nikéw zajmowal sig pozniej Stu dy, ktory wykazat dla przypadku n=3, Zze wszystkie
one sy wynikiem tylke dwu z pomigdzy nich. Patrz. ,,Methoden zu Theorie der terniren
Formen*, Lipsk 1889, str. 167.

™y Journ. fitr Math. LXYV, str 257—268.

) TFem. LXII § 8. Proces uzyty juz przez- Boole's, nazwany imieniem Aron-
holda, przy pomocy ktorego wyprowadzaja sig niezmienniki jednoczesnie pewnej liezby
form z niezmienika formy pojedyfczej przez rozniczkowanie wzgledem spotezynnikiow, sta-
nowi w § 10 podstawe systematyezng teoryi utwordw jednoczesnyeh (pordwn. Journ. fir
Math, XXXTX str. 150 i nast.)

™ T.LXIL § 11, § 14,

73)  Str. 292293,

™) Journ. fiir. Math. LIX str. 1—62.

#y Le §7.

76)  Journ. fiir Math, LXII str. 64109 (1863).

7Z pézniejszych, poezynionych przez (‘lebseha zastosowai teoryi niszmiennikéw
do geometryi zastuguje na szczegdlng uwage zastosowanie do tak zwanege: ,zagadnienia
o charakterystykach stozkowyeh” Math. Ann, VI. 8.1—15 (1872). Metoda Clebseha
nie jest wolna od zarzutdw; pordéwn. najnowszg pracg Studyego (Math. Ann.. X.L.
3. 563—578, 1892), ktory metody swojej ksiazki stosuje z powodzeniem do tego zagadnienia.

77 Math, Ann. VII, Str. 1—30, zwlaszeza str. 37—50 (1574).

78y Journ, fur Math. LXIX str. 323--354.

79) Berliner Berichte, 1865, str. 310—338.

8% Anmali di Mat. (2), L str, 23—79.

8y Krounecker, Journ. fur Math. LXVIIT str. 273—285.

8) Christoffel, tamsze str. 253—272.

88) Pierwszy zeszyt tomm 1-go, ktory refernje o pracach ogloszonyeh w . 1878, wy-
szedl w lutym 1871.

,Jahrbuch uber die Fortschritte der Mathematik wydawali 1—X tomu C. O L r.t-
man, F. Miiller i A, Wangerin, od XI do XIV, pierwszy z nich pray spoludzia-
le dwu ostatnich; od XV—XIX M. Henoch i E. Lampe, wreszeie od XX tomu wy-
daje E. Liamyp e pray spotudziale i t. d.

8) Tom drugi, wydany przez F. Kleina wyszed! w roku nastepnym.

) Rozprawa, Bomn, przedrukowana w Math, Ann. XXTIIT, str, 539—578.
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8) - Cytaty tego i nastgpnego rozdziatu majg tylko znaczenie prowizoryezne dla ory.
entowania sig w literaturze.

%) Patrz np. Math. Ann. IV 8. 50—84 (1872), o zwlaszeza Program erlengeiiski
Kleina z r. 1872 (przelozony w ,,Pracach matematyczno fizycznyeh®, t. VI)

Ponizej cagsto eytowaé hedziemy ,Theorie der Transformationsgruppen, Lie go
t. T1I1. Lipsk (1888, 1870) w opracowaniu Engela (w skricenin: ,Lie-Engel) Porown.
tez Liego: Vorlesungen uber contuirliche Gruppen unt geometrischen und anderen Anwen-
qungen, herausgegeben von Scheffers, Lipsk 1893,

Jest rzeczy interesujacy pordwnad tu stanowisko, jakie co do tego pytania zasadni-
czego zajmuje Kronecker; pordwn. Berliner Ber. 1890, str. 99 i nast.

%) W tym kierunku wezyniono wprawdzie dotad niewiele, poniewas dotychezagowe
metody teoryi niezmiennikow, bezpodrednio lub posrednio stosujg réiniczkowanie wzgledem
spétezynnikiw podstawienia, a wige zakladaja, ze te spotezynniki sg ogGlnemi,

Maurer w ostatnich czasach podat ogolng charakterystyke rdznych klas szeze-
gllnych grup podstawied., Journ. fiir Math, OVII, str. $6--116 (1890) E

) Co do podaziatu grup przeksztalees porown, rozdziat wstepny u Lie-En gela, L,

) Mozna tu tylko nadmienié o pracach Poincarégo i Picarda z jednej,
Kleina, Hurwitza, Frickego i innyeh — z drngiej strony.

) Lie, ktory to zagadnienie najdalej posungt, nie uwzglgdnia zwigzkow nalesge
cych do dziedziny teoryi form.

%) Por6wn. np. przedstawienie w dziele Kleina-Fricke go ,Modul-Functio-
nen (Lipsk, 1890), III Absch. Cap. 2, oraz rozwinigele Wiltheissa dla rodzaju p=3,
Math. Ann. XXXVIIL 8. 1—13 (1891).

%) Lie-Engel Cap.I,25.

%) GClebsch, Binire Formen s. 306 (1872); Gram. Math. Ann. VII str. 234, (1874),
@' Ovidio Battag. G XV S. 187—192 (1877); Capelli Mem. d. Linc. 1882, 8. 582 (1882);
Holder. Boklen Mitt, I str. 59—65 (1884); Elliot, Mess. XVI str. 5—8 (1885,
Mansion, Mess. XVIS, 127—129, Brux, S.t, ¢ XIL S. 47—49 (1887—1888); Study-
Methoden (1889) 5. 32 inast, Deru ¥ ts Théorie générale des formes algéhriques, Liége,
1891. 8. 49.

Porown. takze dowdd Kronecker 8, Berliner. Ber. 1889, 8. 609 i nastepn.

%) Guttinger Abh. XVIL §.1—62,

%) Gordan przy rozwigzywanin rownad rzedu pigtego, Math. Ann. XII 8, 875
—404, zwhaszoza str. 379 (1879); Capelli przy badanin form podwdjunie kwadratowyeh
Batt. G. XVIL S. 69—148. (1879).

Uktad pewnej formy podwijnie dwojkowej obliczony w cytatowanej pracy G or-
dana stuzy w dziele ,Modulfunetionen® K 1e i na-Frickego IL §.127 i nast. (1892)
do ustanowienia réwnan modutowych,

Jezeli = jest modutem g¥ownym przeksztateenia n-go rzedu, + wodul przeksztateony,
to W rzeczy samej lews strong f (v, <) réwnania modutowego, gdy jg jeszeze uczynimy jedno-
rodng, mozna uwazaé za funkeye podwéjnie dwojkowa, ktora nie zmienia sig prazy podstawie-
niach jednoczesnych oznaczonej skoficzonej grupy, a skutkiem tego daje sig przedstawic
Jjako .flmkcya calkowita wymierna form odnodnego ukladu zupelnego. Nalezy tu tylko od-
r6znié przypadki spét-i przeciw podstawienia. Tozsamo odnosi sig w dziedzinie trdjkowe
do tak zwanyeh ,,0dpowiedniogei modutowych (& ¢. 5, 690 i nast). Iturozwazad tylko nale«
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2y spol 1 przeciwpodstawienie obu trojkowyeh szeregow ilofei zmiennych, Pordwn. jeszeze
Kleina ,Tkosaeder*. 8. 232 i nast., rozprawe lipsks Fiedlera (1585), albo Wolf
Z. XXX. 8. 129-—228.

97)  Poréwn. II B.
%) Leipzig. Ber. Poréwnaj wstgp do jego ,,Metod*. Lipsk 1889.

%) Christoffel Math. Ann. XIX. S.280—290 (158!); Maurer. Minch, Ber.
1868, 8. 103—150 i Journ. fiir Math, CVII, S. §9—116 (15901

W) Cayley Quart, J. XIX. str. 131—138 (1883), Awm. J. VIL str. 1—25, 59—73
(1884); Mac-Mah on, Am J. VI str. 131—164 (1883), Am. J. VIL str. 26—47 (1884),
Am, J, VIIL str. 1—18 (1885)

W) Bylvester wAm. J. V. str, 79—137 (1882). Perrin w S. M. F. Bull. XI
str. 88—107 (1883)

%) Amer, J.IIL str. 154—164 (1882) albo Journ. fiir. Math. XC, str. 186—188, po-
réwn. Strolh, Math. Ann. XXII. str. 402 (1883)

03)  Math. Ann. XXX, 8. 15—29, glownie str. 17.
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CZESC 1

I. ROWNOWAZNOSC.

A. Formy kwadratows i dwulinicwe.

) Przeksztatcenie liniowe form i gromad form, wzajemne i samyeh na siebie.

Zwracamy sig do przeksztalcenia liniowego form kwadratowych
i dwuliniowych. Formy te wyrosniajg sig od innych tem, ze dwa ogélne in-
dywidua jednego gatunku mogg by¢ zawsze przeksztalcone liniowo, jedno
na drugie. Dla form dwuliniowych zakladamy, ze przeksztalcenie dwu par
zmiennych s3 niezalezne od siebie.

‘Wazne przez swoje zastosowania zagadnienie specyalne przeksztalce-
nia formy lub dwéch form jednoczesnych kwadratowych o » zmiennych na
sumg mozliwie najmniejszej liczby kwadratéw, bylo juz wielokrotnie trakto-
wane w czasach dawniejszych (Lagrange, Canchy, Ga uss, Jacobi,
Plicker, Hesse iinni).

Weierstrass okazal?) wr 1858, w jaki sposéb wzory Caun-
chy’ego i Jacobiego na jednoczesng redukeye dwoch form kwadratowych
nalezy zmodyfikowa¢ w ,praypadku wyjgtkowym,* gdy lezba kwadratéw
jest mniejsza od liczby zmiennych, gdy mianowicie pierwiastki réwnania
sCharakterystycznego“ (od ktérych zalezy oznaczenie tych kwadratow) nie
sg wszystkie rézne od siebie. W szezegélnosci bada Weierstrass prze-
ksztalcenie rzeczywiste form rzeczywistych. .

Juz w plerwszym rozdziale wspomina o wzorach Ca yleyai Her-
mite'a dla gromady przeksztatcen formy kwadratowej na sama siebie.

Badania Weierstrassa o praeksstaleenin ogilnych funkeyj 6
(przy niezmiennosei parametréw) doprowadzity do zagadnienia algebraicz-
nego, polegajacego na przedstawienin funkeyi dwuliniowej 2% zmiennych
pod postacig kanoniczna pewnej sumy iloczynéw. Krounecker, wprowa-
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dziwszy formy tak zwane ,podporzadkowane® ibeigeordneten), znalazt w r.
18669, ze zgdana redukeya, jezeli wyznacznik formy nie jest zerem, daje sie
wykonaé po rozwigzaniu réwnania ,rozwiazujacego® n-go stopnia o pierwiast-
kach nieréwnyeh, i wskazal zarazem, w jaki sposib do tego przypadku sprowa-
dza sig zadanie ogdlniejsze o przeksztaleenin samej na siebie formy dwulinio-
wej za pomocy jednakowych podstawien obu szeregéw zmiennych.

W roku nastepnym Christoffel?) stwierdzil te wyniki metodg
Aronholda idowiédt waznego twierdzenia, ze liczba parametrow dowol-
nych, zawartych w spétezynnikach podstawienia, rowna sig liczbie niezmien-
nikéw bezwzglednyeh formy. Srodkiem pomoeniczym jest tu dla niego isto-
tne wypisanie utworéw niezmienniczych.

Na poezgtkun nowego okresu (1868, jak juz wyzej wspomniano) zajmuje
sig znown Weierstrass?) ogolniej pojets réwnowaznoseia dwoch ,gro-
mad® form dwulinjowych i kwadratowych. Wprowadzenie .dzielnikéw
elementarnych” 6) nadaje przejrzysto$é wynikom. Utwérzmy kolejne r6z-
nice pomigdzy liczbami wskazujacemi, ile razy pewien czynnik linjowy
wyznacznika danej gromady form f-+i¢p dzieli bez reszty wszystkie wyzna-
czniki rzgdow: pierwszego, drugiego it. d. Jezeli kazdy czynnik liniowy
podniesiemy do potegi, ktérej stopniem jest odno$na z rzeczonych réznie,
a nastepnie wszystkie czynniki pomnozymy przez siebie, to otrzymamy roz-
kiad wyznacznika na iloczyn jego dzielnikéw elementarnych.

Kryteryum wzajemnego przechodzenia dwoch gromad f~Hig, FHi8
jednej na drugs, polega wprost na tem, ze wyznaczniki obu form
powinny mieé jednakowe dzielniki elementarmne’).

Dzielnik elementarny jest oczywiseie niezmiennikiem niewymiernym
gromady. Kronecker pokazal pozniej (1874), ze powyzszemu kryteryum
mozna nadaé forme wymierng ) przez zastapienie dzielnikéw elemen-
tarnych najwiekszemi wspélnemi dzielnikami wszystkich podwyznacznikéw
tego samego rzedu.

Celem poréwnania dwoéch danych gromad form co do ieh réwnowa-
znosci, sprowadza je Weierstrass do odpowiednich postaci kanonicz-
nych 9), ktérych nowe zmienne zalezg jedynie od dzielnikéw elementarnych.

Pojecie postaci ,kanonicznej,* ktére zreszty ma ceche pewnej do-
wolnosei, zawiera sig tu W wyzszem zagadnienin o réwnowaznosci
izyskuje przez to charakter okreslony. Jedyne ograniczenie, wprowa-
dzone przez Weierstrassa, polega natem, aby dzielniki elementarne
wogéle istniaty, t. j. aby wyznacznik gromady form nie znikal tozsamosciowo.
Bezposrednio potem pokazal Kronecker), w jaki sposéh mozna tra‘.ktf;-
waé i ten skrajny przypadek wyjatkowy, mianowicie przez ustanowwme
W nim postaci kanonicznej gromady za pomocg podziatu zmiennych na dwie gru-
py réznorodne!!). W tejze krotkiej nocie wskazuje, ze dla gl:omafl kwa-
dratowych, zawierajgeych przynajmniej jedng forme o znaku niezmienuym,
mozna postepowanie Weierstrassa odwrécié; za pomocy podanej
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tu metody mozna wprost doj$é do gromady zredukowanej, a stagd odwrotnie
odezytaé wlasno$é réownowaznodei dzielnikéw elementarnych. W szeé lat
pbzniej (1874)'2) wszystkie swoje badania algebraiczne o tym przedmiocie
Kronecker polgczyl w jedng calosé, obejmujacg wszystkie istniejace
gromady kwadratowe oraz dwuliniowe 74 lg.

Jakkolwiek metoda wymierna najwiekszego wspélnego dzielnika ma
znaczenie zasadnicze — K ron e ¢ k e v13) ktadzie nacisk na wyiszosé aryt~
metyeznej teoryi wyznacznikéw nad zwyklym literalnym sposobem ich two-
rzenia — to wszakze glebsze wniknienie w tresé tych badan uczy, ze row-
noéé wyznacznikéw, jako kryterynm réwnowaznosei dwu danych gromad,
nie zawsze wystarcza we wszystkich przypadkach. Spelnia to dopiero po-
Jjgcie podstawowe ,gromad elementarnych® '3), t. j.takich, ktdrych wy-
znacznik jest albo potega zupelng wyrazenia liniowego, albo znika tozsamo-
feiowo. Dowolna gromada form zawsze tylko jednym sposobem przedstawié
sig daje jako agregat gromad elementarnych; te ostatnie (oraz ich liczba)
stanowia prawdziwe niezmienniki réwnowaznosei.

Do istotnego wykonania redukeyi gromady na jej czesei skladowe po-
trzeba bylo rozszerzenia na dowolne gromady metody, podanej w roku 1868
dia gromad z jedng przynajmniej forms oznaczona. Stato sig to dopiero
mozliwem przez to, Ze usnwano kolejno nie zmienng po zmiennej (jak u J a-
cobie’go), lecz odrazu cale grupy zmiennyeh (zastepujge je zmienuemi
kanonicznemi).

C. Jordan™), wpracy wezesniej nieco ogloszonej, doszedt byl do
inoyeh wynikéw. W polemice, kidra skutkiem tego wywiazata sie pomiedzy
nimi Kroneckerem, ten ostatni wyjasnit, Ze przy stopniowem zastepo-
waniu pewnych zmiennyeh przez nowe, jak to czyni J ord an, moze W przy-
padkach skrajnych zajs¢ ta szczegélna okolicznosé, ze usunigte poprzednio
zmienne ukazuja sig znowu w dalszym przebiegn rachunku.

Pigknym wynikiem badania K ronecker a jest to, ze metoda reduk-
cyi Weierstrassa, pray odpowiedniem uporzadkowanin zmiennyech,
stosowang by¢ moze nawet w przypadku znikajacego wyznacznika 1), gdy
fymezasem metoda J a ¢ o bi'ego moze byé bezposrednio stosowana tylko do
form symetrycznych i znako-zmiennych (dwuliniowych).

Utworzywszy teorye bezwyjatkows przeksztalcen (niekongruentnych)
form i gromad form dwuliniowyel, zwrocit sie Kronecker do 8Wego
dawnego zagadnienia (z . 1866) o przeksztalceniach tozsamogeiowych (kon-
gruentnych), dla obu szeregdw zmiennych formy dwuliniowej samej na siebie?®).

Tu znown sprawia trudnosei pominiety dawniej przypadek znikajacego
wyznaczuika (i innych jeszeze znieksztatcenl); lecz wtedy forma zalezy w isto-
cie rzeczy od mniejszej liezby zmiennych i moze byé przedstawiona jako ich

fl(linkcya W ten sposéb, ze jej wyznaczuik (odtad ,wyréznik® 19), bedzie rézny
od zera.
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Mozna tu znowu wydzieli¢ kolejno pewne najprostsze formy kanoniczne,
ktérych Kronecker wypisuje cztery (,zredukowane®) typy '7); dalszy
za$ przebieg postepowania jest podobny do stosowanego przy przeksztalce-
niach niekongruentnych. Uklady wyznacznikéw podstawienia okredlaja sie
znown na podstawie pojecia najwiekszego spélnego dzielnika %)

Szereg uzupetnien w tym kierunku podat Kronecker w czasie naj-
nowszym (1889 i 1890 1%),

Dotad punkty widzenia, arytmetyczny i wlaseiwy teoryi form, byly
7z soba niezwiazanemi; odtad stato sie pozadanem ich przeniknienie wzajemne.

Pierwszy krok w tym kierunku uczynit niedawno Rosenow ¥ (1890).
Otrzymuje on niezimienniki Kroneckerowskie dla formy dwuliniowej
w przypadku dwu tréjek ilosei zmiennych; te niezmienniki, jezeli odwroci-
my nwage od ich wyznacznika, maja tylko pewne cechy calkowito-liczbowe
i wedlug nich dziela sig na rézne klasy. Z drugiej strony klasy te chara-
kteryzuja sie w ten sposob, ze zawsze niektére z nalezgeych do nich form
zwyezajnyeh (niezmienniki, spélzmienniki, przeciwzmienniki) znikaja tozsa-
mosciowo. :

Wracajge do roku 1874, wspomnijmy przedewszystkiem o rozprawie
Darboux'a?®), wktorej twierdzenia Weierstrassa i Kroneckera
z r. 1868 sg ogdlnie i pigknie wyprowadzone. Pomocniczy $rodek systema-
tyezny w tem badaniu stanowi wyznacznik jednej lub dwu form, ,wybrzezo
ny* (geriindert) za pomocg pewnej liczhy szeregéw wielkogel dowolnych.

Szereg tych wyznaeznikow, jezeli pierwotny przechodzi przez zero, za
chowuje sig jak szereg funkeyj Sturma przy przekraczaniu pierwiastka
réwnania algebraicznego.

Do przedstawienia pod postacia sumy dochodzi Darboux, rozklada-
jae na utamki czastkowe forme (lub gromadg form), wyrazalng jako iloragﬁwu
sgsiednich wyznacznikéw wybrzezonych, weding metody Jacobiego,
z uwagy wszakze, by zmiany wymagane w przypadkach wyjatkowyeh byly
w istocie rzeczy szczegélowo wykonane.

Dalszy nasz wyklad 22) skoncentrujemy gléwnie na przeksztatceniach
formy kwadratowej i dwuliniowej.

Gdy dotad wychodzono z form jako danych i szukano takich podstawie:ﬁ
ilo§ci zmiennych, ktére sprawiaja pewne przeksztalcenia form, to f)becnle
wystepuje zwrot stanowezy, polegajgey na tem, Ze odwrotnie z_dane_} grupy
ogblnej podstawier, staramy sig wydzielié te podgrupe, ].(téra, jest w s"ca,l%le
jakgkolwiek forme kwadratows (dwuliniows) przeksztaleié samg na siebie,
i pézniej dopiero wyznaczamy odpowiednie formy. Formy ustgpu;z_; teraz
na plan dalszy, jako cos drugorzednego, interes zas glﬁwny zwraca sig prze-
dewszystkiem ku grupie podstawien, jako utworowi samodzielnemu. Nie-
stety, ta ptodna zasada zaledwie W pojedyfezych przypadkach zostata dotad
uwzgledniona w innych czesciach teoryl niezmiennikéw.
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Pierwsza pobudke w tym kierunku zawdzigezamy Rosanesowi 28
1875, ktéry ograniczylsigna formach kwadratowycho charakterze,,0g6Inym.
Wedtug Cayley'a, wraz z forma kwadratows praeksztalcajs sie na same
siebie 1 jej pierwsze pochodne, t. j. ukiad form liniowyeh, posiadajacy te wa-
zng wlasnosé, ze jest wzajemnym 24). Rosanes dowodzi wasnosei odwro-
tnej, mianowicie, ze do kazdego réwnania wzajemnego nalezy uklad 228y~
metryczny* 2% form liniowych, a wiee i odpowiednia forma kwadratowa.
Z jednego takiego rozwigzania mozna otrzymaé pozostate.

Przytoczong zasadg dla form kwadratowych badal w calej ogélnodei
Frobenius®) (1877)1 na tej drodze odkryl, ohok wszystkich przypadkow
wyjatkowych, charakterystyczne wiasnosel podstawien, pozostawiajgeych bez
zmiany formg kwadratows lub, co na jedno wychodzi, forme dwuliniowa, sy-
metryczng lob znakozmienna.

Nie nalezy pomingé milczeniem tego, ze juz w r. 1873 Bachmann
zbadal bezposrednio formy kwadratowe tréjkowe co do ich znieksztalcen
i nzupelnil tym sposobem badania Hermit e'a, ktéry wkrotce potem poka-
zal, e wzory Bachmanna wynikajg z jego whlasnyech wzordw przy po-
prawnem przejsciu do granicy.

Frobenius wychodzi z prostej mysli zasadniczej, ze uklad spblezyn-
nikéw formy dwuliniowej przedstawia podstawienie oznaczone pojedyiczego
szeregu zmiennych. To pozwala mu uwazaé przeksztatcenia form dwulinio-
wych za ,zestawienia® podstawiei i zbudowaé na tej zasadzie plodny
algorytm, ktérego dziatania sg tem samem, czem sg pewne odznaczajgcesig pro-
stoty gatunki mnozenia liezb nadurojonych (lub ,rozciggtycht). Stad wy-
plywajg kryterya dla takiego podstawienia, ktére forme przeksztalea na sa-
mg sieble. Jezeli forma Zadana jest ogélna, t. j. o nieznikajacym wyznacz-
niku, wtedy *%) dzielniki elementarne charakterystycznej funkeyi podstawie-
nia muszg paramibyé jednego stopnia i znikaé dla wartosci wzajemunych
(wyjawszy wartosé -+ 1). Przeciwnie, jezeli wyznacznik formy znika 23),
to — gdy m oznacza stopieh najwyzszy nieznikajgeych wyznacznikow —
funkeya charakterystyczna musi by¢ podzielng przez funkeye wza jemna
m-go stopnia.

(3dy w ten sposéb okreslono w zupelnosei warunki réwnowaznosei, mo-
anajuz bylo zastosowaé za pomocy zrgeznegopraejéciado granicy wzory Cay-
leya-Hermitea do spolezyunikow tyeh podstawien we wszystkich
przypadkach wyjatkowych 29).

Godne uwagi zastosowanie, ktére poczynit Frobenius do nauki
o ukladach liczb nadurojonych, zaprowadzilyby nas zbyt daleko; pomija-
my tez pokrewne badania Lipschitza i Kroneckera ) nad
zwigzkiem wewnetrznym pomigdzy kwaternionami (i bikwaternionami) H a-
miltonaiodpowiedniemi podstawieniami ortogonalnemi,
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b) Riwnowaznosé form rézniczkowych, Zagadnienie Pfaffa,

Powiemy tu o podanem przez Frobeniusa zastosowaniu prze-
ksztalcenia form dwuliniowych do tak nazwanego zagadnienia Pfaff a,
a stanowigcem godny uwagi przyklad na to, w jaki sposéb badanie nie-
zmiennikéw grup nieskodczonych, nalezgce wladeiwie do teoryi funk-
cyl, daje sig przy dogodnych okolicznogeiach sprowadzié do badania czy-
sto - algebraicznego niezmiennikéw grupy rzutowej. Pray zagadnienin
Pfatfaidaie o poznanie, ezy i kiedy dwa dane wyrazenia razniczkowe li-
niowe n-wyrazowe moga hy¢ przeksztatcone jedno na drugie, jezeli zmienne
poddajemy ,ogélnym przeksatalceniom punktowym.“ Frobenius pokazuje
unajprzéd, Ze przy zalozenin mozliwosci tego przeksztalcenia, pewien uklad,
sktadajacy sig z formy dwuliniowe]j znakozmiennej i formy liniowej, przechodzi
réwnoczesnie za pomocg pewnych przeksztaleen kongruentnych (liniowych)na
inny ukfad podobny; przytem spélezynniki form jakotez i podstawien, lubo za-
lezg od zmiennych zagadnienia, odgrywajg role zwyezajnyeh stalych. Qkazuje
sig takze, Ze 1 odwrotnie, samo spelnianie sig zwiazkéw algebraicznego prze-
ksztalcenia pociaga juz za sobg spelnienie warunkéw catkowalnosei. Stad
idzie glghsze (ze stanowiska teoryi form) wnikniecie w charakter zwigzkéw
algebraicznych, polegajace na tem, ze wymagaja one tylko réwnosei nie-
zimiennika catkowito-liczbowego p dla obu par form; jest to twierdzenie,
ktore na krotko przedtem udowodnil byt Liie przy pomocy teoryi grup, Cha-
rakterystyczny niezmiennik p jest, jak to wykazuje Frobenius, lezby
funkcyj niezaleznych, wystepujacych w postaci ,kanonieznej** wyrazenia
rézniczkowego P fa ffa.

Z pytaniami, poruszonemi przez Frobeniusa, wigza sie badania
Stickelbergera?) nad stanowiskiem, ktére zajmujs podstawienia
ortogonalne i wogdle podstawienia, nie zmieniajgce formy oznaczonej (kwa-
dratowej), wzgledem nowego Weierstrassowskiego punktu widzenia.

Przez wprowadzenie odpowiedniej normalnej formy trygonometrycznej dla

podobnych podstawien dochodzi Stickelberger do prostego wyniku,
ze funkeya charakterystyezna tych podstawien posiada jedynie dzielniki
elementarne; ze skutkiem tego podstawienie takie jest juz zupelnie oznaczo-
ne przez podanie jego funkeyi charakterystycznej. Stickelberger po-
dal nadto cenne dopelnienie 3?) do Weierstrass'owskiej redukeyi gro-

mad form dwuliniowych, wyjasniwszy, ze mozna zawsze uniknaé ewentual-

nosei, przy ktérej znikaja mianowniki spélezynnikéw, zachodzgcych w for-
mie normalnej, przez co ta forma moglaby sig staé iluzoryjna. .
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Wazne zadanie rozciagniecia teoryi Frobeniusa o przeksztatce-
niach kongruentnyeh form kwadratowyeh na same siebie do dowolnie utwo-
rzonych form dwuliniowych, pozostawalo jeszeze w stanie niedoskonatosei. Do-
piero w czasach najnowszych V os s 3%) udoskonalil metody do tego stopnia,
7e potrzebne procesy pomocnicze dajg sie wykonaé w. sposdb wymierny.
Opierajge sig na Kroneckerowskiem pojecin formy przytaczonej, spro-
wadzit on to zadanie do prostszego, mianowicie do przeksztalcenia ,kon-
gruentnego® pewnych gromad form dwuliniowych jednyeh na drugie; przez
co ndato mu sie uktad zwiazkéow przeksztalcen kwadratowyeh co do spil-
ezynnikéw formy pierwotnej zastapi¢ ukladem liniowym, i tym sposobem la-
two poznaé, dlaczego obie klasy form symetryeznych i znakozmienuych sa
wyréznionemi u poprzednich badaczy, zwiaszcza u Frobeniusa. Wazory
ostateczne majg wyrazng analogie z wzorami Cayleya-Hermit e'a.

Aby od jednego znalezionego podstawienia przejéé do wszystkich po-
zostalych z tg samg wiasnoseig, nalezy znale$é wszystkie podstawienia ,,prze-
mienne.” Zadanie to rozwigzal juz byl Frobenius przy pomocy swe-
go algorytmu 34).

I stanowisko formy normalnej Kroneckera i Christoffela
wiréd calej teoryl teraz wystepuje wybitnie. Zreszty nalezy zau-
wazyé, ze jadro postepowania, niytego przez Vossa, thkwi juz w dawniej-
szej jego pracy *) o podstawieniach ortogonalnych, ktéra wyszta prawie
Jjednoczesnie z wielkg rozprawg Frobeniusa wr. 1877. Dalsza zastugy
Vossa stanowi to, ze w pojedyiczej tozsamosel wyznacznikowej *%) odkryl
wspolne Zrédlo szeregu poczesel gleboko thkwigeyeh twierdzen o dzielnikach
elementarnych, ktére podali Frobenius, Siacci, Stickelberger

~iStieltjes.

Wspomnieli§my juz wyZej o polemice pomiedzy Kroneckerem
iJordanem zr. 1874, J ord an musial wiedy uznaé zasadnosé zarzu-
tow mu uczynionych eco do rzeczy glownej. Pézniej podjal jeszeze raz ten
sam przedmiot i oglosit pierwsza czes¢ swoich studyéw 37) w r. 1888 w pracy
o przeksztalcenin form kwadratowych samych na siebie. Podzial form na
klasy i podklasy, uwarunkowany przez dzielniki elementarne funkeyi chara-
kterystycznej, przenosi on tu na same podstawienia. Dla tych ostatnich po-
zyskuje na koficu parg najprostszych typéw kanonicznych; nalezace zad do
nich formy kwadratowe buduje explicite a posteriori. Uderza tu nienaleiyte
uwzglednienie prac obeyeh.

Mozna powiedzied, ze teorya rownowaznodei form dwuliniowych i kwa-
dratowych, jak to pokazuje nasz wyklad, zawdzigeza dzisiejsze swoje wydo-
skonalenie prawie wylgcznie dzielnosei badaczy niemieckich.
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¢).  Formy kanoniczne, Charakter grupowy przedstawied,

W wykladzie powyzszym musielismy pozostawié na uboczu pewne za-
dania specyalnicjsze. Takiem jest np. zadanie o kanonizowaniu formy, ktére
samo przez sigma wazne znaczenie, lecz ustepuje na plan dalszy, skoro prze-
dewszystkiem mamy na widoku wiasnosei niezmiennicze stosowanych pod-
stawien.

Nalezg tu takze: uproszczenie i mogélnienie przez Gundelfin-
gera*) metody Jacobiego~Plickera, stuzgeej do zamiany formy
kwadratowe]j na sumg kwadratéw; dalej szereg dowodéw prawa bezwladno-
Sci Sylvestera-Jacobiego®); dokladniejsze badanie zalezmo-
§ci ') pomigdzy zwigzkami, kiore mnszg by¢ spelnione, aby forma kwadrato-
wa 0 % zmiennych data sie przedstawié jako suma mniej niz n kwadratéw,
oraz réznorodne sformutowanie tych zwigzkéw; wyrazenie spélezynnikow
kanonicznych w zamknigtej formie wyznacznikowej ®); i inne podobne.

Niechaj mi bedzie wszakze wolno zwricid jeszcze uwage na pewien
punkt donioslejszego znaczenia.

Jakkolwiek w cytowanych pracach stosowano implicite charakter gru-
powy podstawier, ktore pozostawiaja bez zmiany forme kwadratows lub
dwuliniows, to wszakze jesteSmy jeszeze bardzo dalecy od organicznego
welelenia zasady teoryi grup i praeksztalceni do omawianej przez nas teoryi.
Do tego przedewszystkiem byloby koniecznem zupelne zbadanie podgrup,za-
wartyeh w grupie takiej i spozytkowanie tychze dla form.

Co do-pierwszego, to w. najnowszym czasie Werner ) podat dla
utworéw kwadratowych oznaczenie najwickszych podgrup; przedtem zas
Lie ) traktowal byt juz niektére przypadki. Sa to grupy przekszialca-
jgce ,punkt,“ albo ,rozmaitosé plaska® (ktéra przedstawia formy przyréw-
nana do zera) utworn zasadniczego same na siebie. Killin g *5) na innej
drodze uzasadnil to twierdzenie. .

W ogdlnej teoryi Liie g o najwieksze znaczenie ma ta. grupa (,tréj-
wyrazowa“), pozostawiajgca niezmienng forme kwadratows o trzech zmien-
nyeh. Stosownie do tego, ezy ta grupa jest zawarta lub nie jako podgrupa
w pewnej grupie przeksztalcen o # (= 3) zmiennych, rozpadajg sig one na
dwie rozme istotnie klasy. Podzial ten, jak to pokazali Engel3®)i Kil-
1in g%), zgadza sie z dawniej juz przez Lieg 0%) podanym (i do calkowa-
nia réwnai rézniczkowych zastosowanym) podzialem na grupy ,,catkowal-
ne“ i ,,niecalkowalne.*

Scheffers ) wskazal zastosowanie tej teoryi do ukladéw mnaduro-
jonyeh, dla ktérych zaklada sig istnienie prawa lgcznosei, a wylaeza prawo’
przemiennosei w mnozeniu. .

Prace mat-fizycz., t. VIL
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B. Formy dalsze.

a). Przeksztatcalnosé linjowa form jednych na drugie.

Clebsch®) (1810) pierwszy postawil pytanie, czy réwnosé nie-
zmiennikéw bezwzglednyel, konieczna wedtug A ronhold a, jest zarazem
zawsze wystarczajacg, by dwie formy dane #) daly sie przeksztaleié liniowo
jedna na drugy; jezeli za$ nie, to jakie précz tego spelniaé sig jeszeze muszg
inne warunki? ‘W istocie, mozna podaé proste przykiady 1), stwierdzajace
niedostatecznosé pierwszego przypuszezenia. Srodek do blizszego zbadania
tej kwestyl wskazalo typowe przedstawienie form, w ktérem spélezynni-
ki sy juz same niezmiennikami. Wtedy bowiem widaé wprost, ze gdy dwie
formy dajg sig za pomoeg podstawienia liniowego sprowadsié do tej samej
postaci typowej, to istnieé tez musi podstawienie, ktére umozliwia przejscie
Jjednoi Tormy na drugg. Bedzie wiee szto o to, aby oznaczy¢ granice, az do
ktérej mozna osiggngé przedstawienie typowe, o jakiem mowa. Okazuje
sie, ze rownowazno§¢ dwu form dwijkowyeh (réwnego rzedu) zachodzi
zawsze wtedy, gdy (oprécz réwnosei niezmiennikow bezwzgledny ch) istnieje
za kazdym razem para spotzmiennikéw réwnych i niezaleznych, liniowych
lub kwadratowych, stosownie do tego, czy rz3d form byl nieparzysty lub
parzysty ).

Droga ta wszakze nie okazuje sig whasciwg do otrzymania ukla-
du warunkéw, tak koniecznyeh, jak i dostatecznych, rozwigzalnogei zadania;
zreszty dotychezasowe wiadomogei nasze o typowyeh postaciach form wyz-
szych sg jeszeze bardzo skromne,

Bezposrednie ujecie tego zagadnienia daje Aronholdowska me-
toda badania réwnowaznosel, i dlatego nastepni badacze tego zagadnienia
szli prawie wszysey za Aronholdem.

Przedewszystkiem nalezalo otrzymaé same niezmienniki bezwzgledne
na drodze wprost algehraicznej, bez pomocy réwnai rézniczkowych, Uezy-
nit to Gram®) (1874) sposobem prostym, przez wysuniecie na plan
gléwny charakteru gropowego podstawief, zmieniajacych jedne na drugie
formy, tylko do jednej i tej samej nalezgce klasy, podobnie jak to dawniej
z wielkiem powodzeniem przeprowadzit byl Gauss dla podstawien catko-
wito-liczbowych w zastosowaniu do form kwadratowych,

*) Odwracamy tu uwagg od teoryi form kwadratowych (i dwuliniowych).
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Gram badal najprzed rugowniki Aronh olda, utworzone ze
zwigzkow miedzy przeksztalceniami dla pary form F, F’, nastepnie dla drn-
giej pary F, ", po wyrugowanin spilezynnikéw formy 7 z tego podwaj-
nego ukladu zwigzkéw, wnosi bezposrednio o réwnosei niezmiennikéw
bezwzglednych dla form F' i F". By odpowiedzieé na pytanie odwrot-
ne, uwaza on pojedyfcze kolumny spélezynnikow podstawienia za samo-
dzielne uklady zmiennyeh i ze wzgledu na nie poeddaje formy dane pro-
cesom biegunowym. Dochodz wtedy do twierdzenia, ze kazdy niezmiennik
i spélzmiennik tych form tworzy sig w sposéb calkowito-wymierny z takich
utworéw biegunowych. Wynika stgd nastepujace kryteryum zupelne prze-
ksztalcalnosei wzajemnej dwdeh ukladéw form: réwnosé niezmien-
nikéw bezwzglednychiznikanie tozsamosciowe tych
samych spélzmiennikéw.

To nie posungto wszakze pytania waznego dla zastosowan: w jakim
zakresie dajy sig wydzielid te klasy form, dla ktérych sama réwno§é nie-
zmiennikéw bezwzglednych wystareza juz do okreslenia réwnowaznosei ?

Tem pytaniem zajmuje sig blizej Christoffel wr. 1881 ¢4). Postu-
gujae sig podobnie jak Gram ,zasada réwnowasznosci* Gtaussa, wnika
on glebiej w oddzielne stadya proceséw eliminacyjnych przez to, ze nie czyni
z glry zadnych zalozen o postaci réwnad ostatecznych. Zadanie formuluje
cilej w ten sposoh, ze szuka wszystkich form réwnowaznyeh z  dang.
Aby médz wypowiedzieé pewne wlasnosel réwnan ostatecznych dla spol-
czynnikéw nieznanych, ruguje spotezynniki pedstawienia w jakimkolwiek
porzgdku, z tem wszakze ograniczeniem, aby dla kazdego z nich bieg elimi-
nacyi byl ,,systematycznym®, t.j. raz na zawsze unormowanym. W ten
sposob mozna wskazad, ktére z tych nieznanych spdélzmiennikéw wystepuja
w warunkach réwnowaznosci, oraz ktére z pozostatych spérezynnikéw podsta-
wienia—w réwnaniach ostatecznych. Zalezy to wszystko od liczby tych osta-
tnich, ktéra, jak to udowodnié sig daje, jest niezalezna od porzgdkm,
w ktorym wykonywajg sig pojedynicze eliminacye. Liczba ta osigga w ogol-
nosei pewng wartosé najwyzszg, mianowicie n? (n jest liezba zmiennych),
co wedlug Aronholda zachodzi z pewnoseig, gdy WyréZui'k nwaza-
nej formy jest rézny od zera. Wylaezywszy wyraznie wszystkie formy,
dla ktorych ta warto$é najwyzsza nie bywa osiagang, dowodzi Christoffel,
ze réwnowazno§é dwu form zalezy w rzeczy samej jedynié od l‘éWPOéCi obu~
stronnych niezmiennikéw bezwzglednyeh, i wywodzi rownoczesnie nowym
sposobem ich liczbe.

Byloby pozgdanem zbadaé ze stanowiska. teoryl niezmienuikt’)wr jadro
tego zadania Christoffela. Na pewno powiedzie¢ mozna, ze s.po.lcz‘yn-
niki podstawienia nie powinny zawiera¢ parametréw dowolnycfh, _t. j. ze for-
my dane nie zezwalaja na gromady przeksztalcen na same siebie, a nadto
wszystkie niezmienniki jednej z form powinny znikad #),
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Veltmann sprébowal takze zmodyfikowaé Aronholdowy pro-
ces eliminacyi w ten sposob, aby z réwnosei niezmiennikéw  vézniezkowych
mozna bylo odwrotnie wywnioskowaé prawdziwosé zwigzkéw miedzy prze-
ksztatceniami; musial wszakze w tym celn pomingé cale klasy form, wedle
subjektywnego uznania, ktérego wewnetrzng istotg trudno jest zrozumie,

Zagadnienie 0 réwnowaznodei wtedy dopiero bedzie moglo by¢ zada-
walajgeo rozwigzane, gdy z punktu widzenia teoryi niezmiennikéw pozy-
skamy dostateczng znajomosé réznorodunych znieksztaleen form %),

7 kolei nalezaloby - teraz zbadaé te szezegdlne przeksztalcenia, ktore
przeksztalcajs formy dane na pewne postaci kononiczne, zbudowane dla nzy-
tku praktycznego; poniewaz wszakze w rozwoju historycznym tego przed-
miotu daleko wigeej uwzgledniano pytanie o wystepujgeych przy tem nie-
wymiernosciach, anizeli o przeksztalceniach, przeto oméwienie tej kwestyi
odkladamy do innego miejsca (I, B).

b). Formy z liniowemi przeksztafceniami na siebie same. Zwigzek
z teoryq rdwnari algsbraicznych i teoryq réwnaii réZniczkowych o cat-

kach algebraicznych.

‘W niezmiennikach formy lub wigkszej liczby form odkryto proste
funkeye spolezynnikow, zmieniajace sie przy pewnych grupach przeksztal-
cefi” linjowych tylko o esynnik, zalezny od spélezymnikéw podstawienia.
Czynnik ten mozna zresztg uezynié réwnym jednosei,

Jakkolwiek niezmienniki te sa natury specyalnej ze wzgledu na ich
argumenty—Dbo winny czynié zado$é pewnym réwnaniom rozmiczkowym linio-
wyn czgstkowym—to wszakie ogdlnogé form, pierwotnie danych, pozwolita
zbudowaé daleko siegajace metody tworzenia niezmiennikow.

Jezeli oderwiemy pojecie niezmiennika od podstawy, ktory stanowis
formy pierwotne, i zapytamy, jakie formy o pewnej oznaczonej liczbie ar-
gumentéw przechodzy same na siebie przy pewnych podstawieniach, sto-
sowanych do argumentéw, albo — co w istocie wychodzi na to samo — jezeli
szukamy wszystkich mozliwych grup podstawien » zmiennych, oraz nalezg-
cych do nich niezmiennikéw (calkowitych i wymiernych), to musimy wtedy
obejrzed sig za nowemi srodkami pomocniczemi.
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W ponizszym wykladzie ograniczymy sie na skoiezonyeh grupach
podstawien, zwanych grupami Galoei s'a%%), albowiem grupy z parametrami
dowolnemi nie byly dotad prawie badane®).

Najblizsze formy tego rodzaju, formy dwdjkowe, zostaly znalezione
przy pomocy metod teoryi funkeyj. Doszedt do nich H. A, Sehwarz®),
zajmujge sie pytaniem o calkach algebraicznych réwnania rézniczkowego
hypergeometrycznego, ktire jest liniowem i drugiego rzedu. Tloraz s dwdch
rozwigzan szezegblnyeh y,, y, tego réwnania czyni zado$é réwnaniu roz-
niczkowemu rzgdu 3-go ™); skutkiem tego polpraszezyzna dodatnia zmiennej
niezaleznej @ odwzorowuje sig z podobiedstwem (conform) ™ ) na tréjkacie S,
zlozonym z lukéw kotowych (bez punktu rozgatgzienia wewnatrz), ktory moze
by¢ analityeznie przediuzony po za kazdy z trzech bokéw za pomocs »POWEo-
rzenia symetrycznego.  Liczba powstajacyeh w ten sposéb obszaréw musi
by¢ skoficzona, jezeli s ma byé funkeys algebraiczng zmiennej 7). Pytanie
zatem, do ktérego doszedl Sch wartz: ,znalesé wszystkie tréjkgty kuli-
ste, ktéryel powtérzenia symboliczne na powierzehni kuli prowadza tylko
do skoriczonej liezby tréjkatow kulistyeh réznego potozenia“—pytanie to jest
implicite réwnowazne temu, o ktérem mowimy 3). Sechwart z rozwija od-
powiednie formy i podaje takie zwigzek, zachodzacy pomiedzy dwoma spol-
zmiennikami wymiernemi i forma pierwotna ). i

Nie zuajge pierwotnie ™) pracy Schwarza, doszedt Klein wprost
do oznaczenia grup skolczonych dwdjkowych i liniowych oraz ich form.
Podstawa jego rozwazania jest zwigzek, ktiry daje sig ustanowié pomiedzy
Riemannowskga interpretacys zmiennej zespolonej z na powierzchni
kuli z jednej strony **) a znaczeniem geometrycznem przeksztalcenia linio-
wego z drugiej. Przeksztalcenia te przyporzadkownjs sie jednoznacznie
do ,,ruchéw* rzeczywistych przestrzeni ™).

Grupy skonczone takich ruchéw mozna otrzymacé za pomocg bezposre-
dniego pogladu ). Sprowadzone do formy kanonicznej, sa to pospolite po-
wtorzenia obrotu kuli okolo jednej oznaczonej srednicy (grupa cykliczna),
obok obrotdw, powstaiacych tu przez przemiang obun kofcow Srednicy (gru-
pa dwuscienna). Temi klasami grup nie bedziemy sie tu zajmowali. Dalej
idg grupy obrotéw, sprowadzajgcych pieé bryl foremnych (platonskich)
do przystania, kazda do siebie samej; mozna tu ograniczyé sie na czworo-
Scianie, oSmioscianie (lub szedcioScianie) i dwndziestoscianie (lub dwuna-
stoscianie). Te trzy grupy obejmujg odpowiednio 1=12, 24, 60 obrotdw.

Tdzie o zbudowanie ,,zupeinego vkladu form®, takiej grupy, t.j. takich
form, aby wszystkie inne (pozostajace niezmiennemi przy podstawieniach

' grupy) byly funkeyami calkowitemi wymiernemi tamtyeh. Z prostej zasa-

dy, ze ,spélzmienniki przechodza same na siebie przy pomocy tych samych
przeksztatcen liniowych, jak i forma zasadnicza,”* wynika prawo: ,Jezell
zastosujemy dzialania jednej z trzech grup do kazdej z dwdch dowol-
nych wartosel poczgtkowych (t. j. do punktéw kuli), ofrzymamy za kaz-
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dym razem n warto$ei, ktorve sg pierwiastkami dwdéch rownan =0, z'==0.
Wiedy w gromadzie liniowej z -+ xz' znajduja sig zawsze trzy (i tylko
trzy) zupelne potegi form rzedu nizszego f, H, T, ktére to formy (po dobra-
niu jedynego niezmiennika) tworzg uktad zupelny grupy.

Pomiedzy odpowiedniemi potegami ilosei f, H, T zachodzi zwigzek
liniowy; przytem H jest spolzmiennikiem Hessego formy f, T zas wy-
znacznikiem fankeyjnym obu.

Tym sposobem w przypadkn ,grupy dwudzicstodciennej” otrzymuje-
my najprzod szereg form 860-go rzedu; zawiera ona formy 12, 20 i 30-go
rzedu: fig, Hy Ty odpowiednio pieciokrotnie, tréjkrotnie i dwukrotnie li-
czone; f=0 przedstawia wierzchotki dwudziestoScianu; H=0 wierzcholki
dwunastoseianu; wreszeie T=0 srodki krawedzi obu ciat. "W dwéch pierw-
szych przypadkach przedstawiajg analogiczne 7, =0, f,= 0 wierzchotki
czworo$cianu i szesceianu.

Trzy formy f posiadajg, jak to okazuje fatwy rachunek, te godna uwa-
gi wiasnosdé,zeich czwarte ,nasuniecie* wzgledem samych siebie, (, £)¢, zni-
ka tozsamosciowo; odwrotnie tez, ta wlasnodé oraz rzed 4, 6, 12 (rozumie
sig przy nieznikajgeym wyréznikn) churakteryzuje te formy w zupetnogei ™),

Mozemy tu dotkngé zaledwie wewngtrznego zwigzku, zachodzacego
pomigdzy ,réwnaniem dwudziestoseiann® f,=0 a ogdélnemi réwnaniami rze-
du 5-go. Zreszty jest prawie widocznem geometrycznie, Ze rownanie f,=0
posiada rozwiszujace rzedun b-go i 6-go. Trzydziesci punktéw T=0 stano-
wi wlasnie wierzchotki pigein foremnyeh osmiosciandw, ktorych formy ¢ sg
plerwiastkami rownania rzedu 5-go. Z drugiej strony 12 wierzcholkéw
dwndziestoscianu rozklada sig na 6 par wierschotkéw przeciwleglych i je-
zeli @ jest forma takiej pary, to @? zalezy od réwnania rzedu 6-go.

Okazuje sig, ze zwigzki pomiedzy dwoma ostatniemi réwnaniami 788~
dzajy sig ze zwigzkami w znanych badaniach Kroneckera, Hermite'a
iBrioschi'ego nad ogélnem réwnaniem rzedu 56-go.

Dalsze rozwinigeie tego przedmiotn w rekach Kleina doprowadzilo
do tego, ze dwudziestoseian stal sig punktem srodkowym rozgatezionej teo-
ryi réwnai rzedu pigtegose).

‘Wspomnimy obecnie o zwigzky, zachodzgeym pomigdzy grupami skof-
czonemi podstawien i ich formami, a réwnaniami rézniczkowemi liniowemi.

Calki ogdlne réwnania rézniczkowego linfowego rzedu n-g0 o spol-
czynnikach, bedacyeh funkeyami wymiernemi, dajs sie wyrazié¢ liniowo i je-
dnorodnie za pomoeg n calek szezegdlnyeh, liniowo niezaleznych: ;, ¥y . . ¥
Jezeli zmienna obiega drogi zamknigte okolo punktéw osobliwyeh réwna-
nia, wtedy ilosel y podstawiajg sig liniowo ze spolezynnikami stalemi 81); te
podstawienia stanowis ,grupe“ réwnania. Jezeli réwnanie posiada tylko
calki algebraiczne, to grupa jest skonczong, i odwrotnie. © Taks jest podsta-
wa pracy Fuchsa z r. 1875 %), z ktirg wiazy sig dalsze Dadania Jor-
dana, Kleina, Brioschiego. Fuchs ma przedewszystkiem te wa-
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g zasluge, iz odkry? glebszy zwigzek miedzy nalezgeemi do grupy formami
f W1 Ya - - - ¥a)y sachodzacy wewngtrz teoryi réwnai rézniczkowych linio-
wyech.

Jezeli rownanie rézniczkowe, dane u Fuchsa w postaci zredukowa-
nej—niechaj niem bedzie W szezegilnosei rownanie rzedu drugiego—ma
posiadaé tylko pierwiastki algebraiczne, to muszg istnieé pewne formy
f (i1, ¥2), ktore sg pierwiastkami funkeyi wymiernej. Te formy ,pierwsze®
(Primformen) zlewajg sie z formami = 4 »=' gropy réwnania (patrz wyzej);
ich spélzmienniki sg znown formami pierwszemi®?). Formy pierwsze
rzedu najnizszego m wyrdzniajy sie tem, ze wszystkie ich spétzmienniki
rzgdu nizszego od n znikajg tozsamosciowo #). Stad mozna wyprowadzié

-wniosek, ze rzgd n moze przyjmowaé tylke ograniczony liczbe wartosci;

Fuchs znajduje, ze mozliwemi wartosciami s jedynie n=2, 4, 6, 8, 10, 12,
Podane $rodki pomocnicze pozwalajg dla kazdego danego konkretnie réw-
nania rézniczkowego rzgdn 1-go okreslié kroki, ktdrych potrzeba uzyé celem
rozwigzania pytania o ecalkach algebraicznych.

Pytanie odwrotne o ustanowienin wszystkich takich typéw rownan réz-
niczkowyeh rzedu 2-go podjat Klein %) i doprowadzit je do pewnego za-
kohczenia. Przedewszystkiem, opierajac sig na poprzednich swoich pra-
cach, mégt odrazu napisaé pieé mozliwych gatunkéw réwnan calkowych,
ktorym powinien zado§é czyni¢ iloraz 5 dwoch rozwigzah algebraicznych
szezegllnych vy, v, Stad przeszedl do odpowiednich pigcin mozliwyeh
rownai rézniczkowych dla fankeyi . Wystapilo wtedy godne nwagi
zjawisko, ze te ostatnie réwnania powstaja bezposrednio z réwnania rzedu
3-go, zbadanego w przypadku hypergeometrycznym przez Schwarza,
jezeli (po podstawieniu odpowiednich wartosci liczebnych za trzy zacho-
dzace tam stale dowolne) przemienimy argument z na dowolna funkeye
wy‘mierna; tego argumentu *). Przytem okazuje sig takze, ze  tablica
Fuechsa mozliwych ,.form pierwszyeh® najnizszego rzgdn zawiera w isto-
cie przypadki zbyteczne ).

Brioschi oryginalnym sposobem obliczyt niezmienniki i spotzmien-
niki form pierwszyeh przez wprowadzenie form stowarzyszonych He r-
mite'a %)

G or dan, plerwszy, przy pomocy zasad czysto -alge.bl‘f%ic:zuych badat
formy dwéjkowe z podstawieniami liniowemi na same swlng 89y, Przg(sne-
wszystkiem podstawienie dwijkowe § sprowadza do post.am no.rmalneJ ),
w ktérej obok formy kwadratowe], okreslajgce] .oba: zlewajace sie e;lemenry
(Coincidenzelemente) podstawienia S, wystgpugg jeszeze kat zmienny ¢:
argument podstawienia S. Wtedy wprost n ¢ Jes.t al‘gumentgm pod'sta.-
wienia S*; jezeli § ma nalezeé¢ do grupy skoniczonej, to n o musi byé wielo-
krotnodcig kata .
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Jezeli mamy dwa podstawienia S1i 7'z argumentami ¢, ijezeli @, ¥
sg argumentami podstawien §7'i T8, ztozonych z tamtych, to pomigdzy
temi czterema katami zachodzi prosty zwiazek 1)

cos L4 cos V= cos (p+ ) + cos (p—p).

Na podstawie tege zwigzku oraz podzialu podstawien wedlug wielkosei ich
peryodéw, zadanie pierwotne sprowadza sig do zadania z teoryi liezb 92),
a mianowicie do rozwigzania réwnania

14 cos ¢y 4+ cos gy + cos py=0

za, pomocg kgtéw wymiernyeh ¢y, @y, @,.

Badanie dalsze zaleiy co do swej istoty od twierdzenia Krone c-
kera o niepraywiedlnosei uogélnionege réwnania podziatu kola ).
Wynik badania stanowi oczywiseie pie¢ grup Kleina, ktore przybieraja
tu postaé kanoniezng, bardzo dogodna w uzyein.

‘W nastepujacej, tuz po poprzedniej, rozprawie przyjmuje Gorda n)
za podstawe wlasnosé form pierwszych najnizszego raedu, dostrzezong przez
Fuchsa, a polegajacy na tem, ze wszystkie ich spolzmienniki rzedu nig-
szego od n, znikajg tozsamosciowo. Najprzid, przy pomocy nalezgcego tu
ukladu form, wykazuje, ze formy 7, fi, odmioscianu i dwudziestodeianu maja
tg wlasnosé. Trudue do udowodnienia twierdzenie odwrotne, mianowicie,
ze formy £ sa jedynemi swego rodzaju, wyprowadza z wlasnodci tyeh spol-
zmiennikéw najnizszego rzedu, ktoryeh ostatnie nasunigeie znika tozsamo-
geiowo wraz z formg f.

Wreszcie Wedekind i Brios chi®) przez bezposrednie poréwna-
nie spélzmiennikéw wykazali, ze zanwazone przez K 1ein a tozsamogeiowe
znikanie czwartego nasunigeia formy dwojkowejna sama siebie, jezeli odwro-
cimy uwage od form f, z #—1-krotnym czynnikiem, prowadzi wylacznie
po form /3, f;, f1o caworosciany, osmiodcianu i dwudziestoscianu 6,

C. Jordan podjgt ogélne zagadnienie o grupach skoficzonych pod-
stawied liniowyeh dla » zmiennych ze stanowiska teoryi podstawien 7). Nie-
chaj Gbedzie takg grupy; zawiera ona z pewnoseig podstawienia s, ktore zmie-
niaja zmienne (jednorodne) tylko o ezynniki, bedgce pewnemi pierwiastkami
z jednosel. Po kolei przeksztalca za pomoey wazystkich podstawien & wszyst-
kie podgrupy F grupy @ przemienne z podstawieniem s. Pomiedzy rzgdami
wszystkich tyeh podgrup F' i rzedami grupy G zachodzi réwnanie diofan~
towe. Dyskusya tego réwnania dla n=2 daje znowu pigé znanych typow.
Lecz juz w najblizszym praypadku n==3 nalezy rozpatrzeé¢ oddzielnie nad-
zwyczaj wielky liczbg przypadkéw. Nakoniee pozostaje 11 réznych typow
Jako rzeczywiscie istniejacych; pomiedzy niemi Jjest tylko jeden istotnie no-
Wy, gdyz pozostate albo sg pospolitemi, albo nalezy w rzeczywistodci do
grup o 2 1ub 1 zmiennej °%).
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grups Hessego Gy (0 216 podstawieniach); wlasnose jej"%), zbadana naj-
przéd przez Hessego, polega na tem, Ze pozostawia bez zmiany konfign-
racyg ezterech tréjkatow zwrotnych krzywej plaskiej trzeciego rzedu.

Skutkiem blgdu rachunkowego poming! Jordan inna, réwniez isto-
tnie nowg grupe Gy (o 168 trojkowych podstawieniach), ktére odkryt
Klein przy badanin praeksztaleen 7-go rzedu funkeyj eliptycznyeh 100),
Odpowiednia rozwiagzujaca Galoisa (168-go rzedn) posiada mianowicie
grupe 168 podstawien, gdyz jeden jej pierwiastek 7, uwazany za funkcye
stosunku o peryoddw, pozostaje wlasnie niezmiennym przy tych 168 pod-
stawieniach, ktére s kongruentne z tozsamodcia wzgledem mod. 7. Wiel-
kod6 1 jest zwigzana z niezmiennikiem bezwzglednym J calki eliptycznej
rownaniem (168-go rzedu wagledem ), ktére jest rodzaju trzeciego 1 zezwala
réwniez na 168 przeksztalcei jednoznacznych na samo siebie. Réwnanie to
mozna znowu odniesé jednoznacznie do réwnania krzywej normalnej 4-go
rzedu: =gz a5 + 25 32, + 2, *w, =0, przechodzacej na samg siebie za
pomocg grapy Gy kolineacyj tréjkowych, izomorficznej z grupa wyzej wspo-
mniang. Uklad zupelny formy £ 17), a zarazem grupy, sklada sie opricz £,
Jjeszcze z trzech spolzmiennikiw rzedéw: 6, 14, 21, pomiedzy ktoremi zacho-
dzi syzygia.

Geometrycznie latwo widzied, Ze rozwiazmjaca Galois'a posiada
rozwigzujacg T-go i 8-go rzedu. Z jeduej strony 56 punktéw stycznosei
28 stycznych podwdjnych krzywej f mozna wydzielié za pomocy 7 stozko-
wych 1%%), zalezaeych od réwnania rzedu 7-go. Nastepnie 24 styczne zwrotne
krzywej f polaczyé mozna w 8 tréjbokdw, okreslonych réwnaniem rzedu
8-go'°3). Odwrotnie, kazde rownanie rzedu 7-go z grupa o 168 podstawieniach
mozna sprowadzié do przypadkn powyzszego, a wige rozwiagzaé je za pomocs
tunkeyj eliptycznyeh, jak to najprzdéd pokazal K1ein, a nastepnie szerzej
rozwingl G or da nit4),

Grupy skoiiczone podstawien czwirkowych (i wyzszych) nie sg je-
szcze wszystkie znanemi. Niedawno Klein na réznych drogach napotkal
kilka waznych przykladow grup caworkowych. Dwie takie grupy stano-
wia jadro metody rozwiazania, podanej przez Kleina dla réwnan ogol-
nych rzedu 6-go i 7-go'®%),

Wyobrazmy sobie najprzdd réwnania, sprowadzone do ,formy gléwnej¥,
w ktore]j spolezynniki drugiego i trzeciego wyrazn sarowne zeru, w ktorej za-
tem suma pierwiastkéw oraz suma kwadratéw pierwiastkéw jest zerem.
Wtedy pierwiastki z mozna uwazaé za spéhrzedne liniowe prostych pewnego
oznaczonego kompleksu liniowego, albo tez prostych zwyczajnej przestrzeni.
Jezeli teraz w przypadku 6-go rzedu poddamy pierwiastki wszystkim
6! przemianom, a w przypadkn 7-go rzedu 4.7! przemianom parzystym, to
spiirzedne punktéw przestrzeni doznajg tyluz przeksztalcen liniowyel, te
za$ ostatnie twerza obie skoficzone grupy, o ktére idzie. Réwnania dane
sprowadza sig do ,ukladéw rownan,“ nalezgcych do tych grup.
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Trzecia wazng grupe (czwiérkows) .odkryt Klein przy badaniach li-
niowo-geometrycznych ), Jezeli proste przestrzeni odniesiemy do szeseiu
kompleksow zasadniczych #=0 (gdzie X 2?=0), to kazda z 6! przemian
flosel i kazda z 64 zmian znaku tych ilosci daje kolineacyg lub dualisty-
czne przekszialcenie przestrzeni. Wszystkie wynikajace stad przestawie-
nia stosunkéw ilosei z wytwarzaja grupe skonczong o 32.6! podstawieniach,
ktbra jest ,rozszerzeniem“ grupy, uwazanej przy réwnaniach rzedn 6-go.
Podgrupatej grupy 016.6! kolineacyach zlewa sig z grupal®?), ktorej podlega-
Jja ymoduly,” wprowadzone przez Boreh ardta dla funkeyj hyperliptycz-
nych rodzaju 2 przy liniowem przeksztaleeniu peryodéw. Posiada ona gru-
Dbe wyrdzuiong o 64 podstawieniach. M aschke podal ukiad zupetny form
tej grupy %9).

Jezeli moduty Borchar dta mozna byto uwazaé za funkeye J a ¢ o-
bi'ego rzgdu 2-go, to istnieja i takiez funkeyerzgdu 8-go, zachowujaeesis ana-
logicznie, jak to spostrzegt byt K1ein, a nastepnie rozwingt W ittin g1,
Prowadzg one do nowej grupy czwiérkowej o 25920 kolinsacyach. Maschlke
dowibdl, Ze grupa ta zawiera sig znowu w grupie o podwdéjnej liczbie pod-
stawien i dla tej ostatniej (nie zawierajace] sie juz w zadnej grupie obszer-
niejszej) obliczyt uklad zupelny %), Mozna to bylo uskutecznié przez po-
wrét do grupy G Hessego i przyréwnanie do zera pewnej fonkeyi
czterech zmiennych.

Grupa, o ktérej miwimy, jest z jednéj strony izomorficzna z grupg po-
dzialu potrojnego funkeyi hypereliptycznej rzedu pierwszego; z drugiej zas
strony z tem réwnaniem rze¢lu 27-go, od ktérego zalezy 27 prostych po-
wierzehni rzedn trzeciego 111),

Koticzge o skofiezonych grupach podstawies 1) wspomnimy jeszeze od-
nognie do grup o parameétrach dowolnych, o badanin Ma ure rall 8), ktore wig-
% sig bezposrednio z pytaniem, poruszonem na poczgtkn rozdzialu; zastugu-
je ono na uwage z powodn swej metody, gdyz ustanawia zwigzek pomiedzy
badaniami Liie g o o ,uktadach zupelnych* pewnych rownan rézniczkowych
a dzielnikami elementarnemi Weierstrassa,

Jezeli za pomocy pewnego podstawienia forma 114) ey, @, ... x,) ma
przej§é tozsamoseiowo na forme £ (y;, v, . . . Yn), to powstaje przez to uklad
Stownan algebraicznych, ktéremu czynié winny zadodé spélezymiki pod-
stawienia. Pomigdzy utworami nieprzywiedinemi, okreslonemi przez uktad S,
znajduje sig zawsze jeden 19, zawierajgcy podstawienie tozsamogeiowe i je-
mu to odpowiadajgeca grupe jedyuie tu rozwazaé nalezy. Wedlug Aron-
holda tozsamo$é /(z)==f(y) zamienia sig na uklad zupelny réwnan
rézniczkowych liniowo-niezaleznych. Stad wynika wazny rezultat, Ze pod-
stawienie, zawierajace m parametrow niezaleznych, mozna zestawié z tyluz
podstawien ,,elementarnyeh, t, j, zaleznych od jednego tylko parametru.

icm®
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Badanie takich grup elementarnych polega na wlasnosciach dzielnikow ele-
mentarnych ,,wyznacznika zasadniczego:
[ ba—7, €19 €3 o v . Ca |,

gdzie liczby ¢ sg okreslone przez naturg grupy. Istnieja dwa '1€) wyréznione
uklady liczb ¢, w ktorych jeden z parametréw zachodzi sposobem wymier-
nym; wszystkie inne przypadki daja sie do tego jednego sprowadzié. Tym
sposobem pozyskujemy kryterynm'), ze forma f powinna czynié zado$é m
réwnaniom rézuiczkowym liniowo-niezaleznym postaci

w df
22 Cru az; T, =0, =12 .m
[

gdzie spéiezynniki ¢ s3 uktadami wyréznionemi jednego z dwich rodzajow.
W przypadku niezmiennikéw zwyklych m réwna sie oczywiscie a2, t. j- liez-
bie dowolnych spilezynnikéw podstawienia 115).

PRZYPISY.

). Math. Ann: XXX, 5. 1529, zwlaszeza str. 17.

3). Patrz ,Wyznaczniki“ Baltzera. Patrz np. zastosowania do »zagadnienia
o malych drganfach® w pracy Pockelsa: ,Ueber die partielle Differentialgleichung
Au-k*u=0.“ Lipsk, 1891, s. £4—50, jako tez do zagadnienia o drganiach ,,przytiumio-
nych® w dziele Rontha: ,Dynamics of a system of rigid bodies” (1890) Part. II.

%) Berliner Ber. 1858 s, 207—220. Dalsze rozwinigeie w pracy z r. 1868. Co do
liezby rzeczywistych nieréwnowasnyeh przeksztalcen form rzeezywistych, patrz Hensel,
Journ. f. Math. CXIII, p. 303—317, 1894,

4 Str, 19

%) Journ. f. Math. LXVIII, 5. 273—285, lub Berliner Ber. pazdz. 1866. (Poréwn, tez
rozdzial o proeksztalceniu liniowem funkeyi © w dziele Clebseha i Gordana: ,Abel-
sche Funetionen,* Lipsk, 1866). Pojgcie formy przylaczonej, podano tu na sir. 179, pojecie
»formy normalnej,* na ktérg mozna przekszialei¢ kazda dwuliniowa, na str. 275,

Frobenius wdalszym ciggu stosowal przeksztateenie Kroneckera do funkeys
& z wielu zmiemnemi, Journ. f. Math. XCV, s. 264 i dalsze (1883). Porown. Web ex:
Anali. di Mat, (2), IX 5. 127 idalsze (1880) i Wiltheiss, Math. Ann. XXV, s. 197 i dal-
sze (1886).

%) Journ. f. Math. LXVIIL, 5. 253—272. Twierdzenie wymienione znajduje sie na
str. 262-¢j. Niezmienniki bezwzgledne formy dwuliniowej, ktdrej obie pary zmiennych sg
wzajemnemi (dnalistycznemi), wystepuja juz w rozprawie Borchardta, Journ. f. Math.
XXX, 8. 38; porown. str. 270—271 (1846).
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7) Berliner Ber. 1868, s. 310—338. Dzielniki elementarne sg wprowadzone na sty, 311,

8)  Poréwn. traktowanie tego zadania w rozprawach Stickelbergera, Berlin
1874 i M au r era, Strassburg, 1887, jako tez u BEd. Wey e ra, Prag. Jubiliumsfond der
k. bohm. Ges. d. Wiss, 1889, oraz Wiener Monatshefte, 1896, t. I, ktore to prace opieraja
sig na Cayle yowskiej teoryi macierzy.

9) O dzielnikach slementarnych u Sylvestera patrz wyzej str. 18.

Za pomocy dzielnikéw elementarnych zbadat niedawno Frobenius rownowaimosé
dwu form kwadratowyeh dwojkowyeh, oraz dwn kwadratowo-kwadratowyeh dwojkowych
(Journ, f. Math. OVI, 5. 125 do 188, 1890, § 4, 5, 14, poréwn. takie prace Dexruytsa,
o ktérych pozniej bedzie mowa).

Klein bads bezpofrednio réwnowaznosé dwu form dwukwadratowyeh dwdijkowyeh,
oraz jednej takiej formy ze samg sobs za pomocg niezmiennikow niewymiernyeh (liezniki
imianowniki szeécin odnognych stosunkéw podwainego podzialu). Patrz Klein-Frick e,
Modulfunctionen, Lipsk, 1890, §§ 4, 5, 6.

Segre badal przeksaztatcenia liniowe jednoczesne dwn form dwuliniowyeh na  jch
swzajemne* (Batt. G. XXII s. 29 do 33-gj, 1884).

W blizkim zwigzku z badaniami Welierstrassa i Kroneckera jest praca
Study'ego, ktory rozwaza whasnodel form dwuliniowyeh, wynikajace z teoryi szeregdéw
zwrotnych i opiera sig przytem na wkladzie niezmienuikéw niewymiernyeh tyeh form
(Wiener Monatshefte, IT, str. 1—32, 1891).

Poincaré i Picard badali rdwnowazno$é formy dwulinicwej o trzech zmien-
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nych jednorodnych z sams sohg w przypadky, gdy odpowiednie zmienne i spolzmienniki sg.

wielkosciami zespolonemi sprzezonemi (C. R. XOVIII, s. 344—352, (. R. XOVII, str. 416-
417, 1884).

Killing zajmuje sig geometrycznem zastosowaniem dzieloikéw elementarnych
(Rozpratra, Berlin, 1872) do badania przecieé dwu powierzehni rzgdu drugiego.

Patrz takie Sauvage, Ann. de I'Eeole Normale (3), VIII, str. 285—340, 1991,

1) Str. 312, 314, 326. .

Y1) Berliner Ber. 1874, str. 60,

) Le,str. 319,

) Poréwn. uwagi o tem Kroneckera w Berliner Ber., 1874, str. 72.

) Do form rzgdu wyzszego stosowano dotad przewaznie postgpowanie odwrotne,
patrz Sylvester w Cambr. and Dublin Math. VI, str. 193.

%) Berliner Ber. 1868, str. 339—346.

). Berliner Ber. 1874, str- 59—76, 149—156, 206—232.

) L c. str. 60,

18) 1 c. str. 61.

) C.R. grudzien, 1873. Po replice Kroneckers (Berliner Ber., 1874, str.
71—16) nastgpuja dalsze komunikaty Jordana w Journ Li ouville'a (2), XIX, str.
35—54 i w C. R., marzec 1874. Odpowiedz obszerny i ostateezna pomiefeit Kronccker
w Berliner Ber. 1874, str. 206—232, W szeczegblnodci patrz str, 226, Traktowanie form
kwadratowych u Jordana w Jown Liouvillea (2), XIX, str. 397—422 jest po-
prawne.

*) L. str. 156,211,212, Co do przeksatalcenia J acobiego (Journ, f. Math
t. 111, str. 265—270), patrz zwlaszeza str. 398 i dalsze.

) Berliner Ber,, str. 397—447.

2) L e. str. 410,

#) Ll str 430. Temi typami sg:

L D Yk
k

E=0,1,..., 2m—1
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1L ‘.; # Vegr + @y Tpeydi =0 L ..., 2m—2 e= L g
T % (D gy + (“Yry, Tpaq); F=0 L., w2 )
Iv. zy yn—I—% (Fx ¥ 1+ (—DE g, ZTp_1); kb g... m;ezo.l

#) L c str. 435—438. Pordwn. Sauv age, cyt. n°g. '
) Berliner Ber. 1889, str. 12251237, 13761388, 1890, str. 9—17, 34—4%,
*) Journ, f. Math. CVIIL, str. 1—24, Beilage zam Programm der 4 htheren Burger-
schule zu Berlin, Ostern, 1891.
Rozwinigeie dalsze do form z » zmiennemi wymagatoby uprzedniej znajomogei odno-
Suych ukladéw niezmiennikéw (algebraicznych), dotychezas bardzo nieznpelnie jeszeze zna-
nych. Poréwn. Mertens: ,0 niezmiennikach Jjednej i dwéch form dwuliniowych alternu-
Jjacyeh,” Pam. Akad. Krak. t. X, str. 26—b6, 1886, oraz ,,0 utworach niezmiennikowych
form kwadratowyeh, tamze, t. XII, str. 1—93, 1886.
Rosenow w najnowszej pracy (Progr. der 4 Stadt. hob. Burgérschule, Berlin.
Ostern, 1892) podsje jako zastosowanis poszukiwai poprzednich formy normalne dla 472
réznych , klas® wladciwyeh form dwuliniowych o 10 parach zmiennych przy kongruentnem
przeksztatceniu tychze.
) Journ. Liouv. (2), XIX, str. 347—396.
*%) Pordwn. 7 poprzedzajgcemi jeszeze: sprowadzenie formy  dwuliniowej przez pod-
stawienia hiortogonalne do postaci kanonicznej: Beltrami, Batt. G. XI, str. 89—107
(1873), oraz nowsze prace Cosserata Ann Toul IIL, str. 1—12 i Sylvester
C. R. CVIIL, str. 651—623, Messenger (2), XIX, str. 1—5, 42-—46.
) TPorbéwn. pracg Maurera w Journ. f. Math. CVIIT, str. 89—116 (1890), kiory
teorye niezmiennikéw form znieksztatconych przyporzgdkownje do pewnych grup prze-
ksztatced.
%) Journ. f. Math. LXXX, str. 52—72.
%) Por6wn. dla najprostszego praypadku: Briosch i, Annali di Tort. V, str. 201—
206 (1854). Ogolnie, wlasno§é wzajemnofci réwnania zasadniezego ndowodnit K1 o-
necker w 1866 (Journ. f. Math. LXVIL, str. 276).
= L e, str. 59—61.
#) Journ. f. Math. LXXXIV, str. 1—63. Poréwn. 0. R. LXXXYV, str. 131—134.
‘W zwigzku z tem sy dalsze prace tegoz autora w Journ. f. Math. LXXXVI, str. 4&—T1,
146208 (1879) i tom LXXXVIIL, str. 96—117 (1380).
¥) Jowrn. f. Math. LXXXIV, str. 331—341; por. Tannery Bull. Darboux XI,
str, 221—233 (1876).
%) Journ. f. Math. LXXVIII, str. 325328 (1874).
3) L e, str, 31.
87) L c. str. 32, 35.
¥) Le §1L }
®) Lipschitz ,Untersuchungen ither die Summen von Quadraten,* Bonn. 1886
Journ. de Math. (%), II, 373—440 (1886), Berliner Ber. 1890.

Kronecker, Berliner Ber. 1890, str. 525—541, 602—607, 691—699, 873—884,
1063—1080; 1375—1388; 1891, str. 917, 33—44.

) 'Jouwrn. f. Math. LXXXII, str. 230315 (1877). Analogiczne zastosowanie rowno-
waznosel dwn form kwadratowych znajdujemy jui u Christoffela (1870) Journ. f.
Math. LXX, str. 46—70, 241261, ktéry wyznaczs réwnowaznodé dwoch form rézniczkowych
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i i i . i r braicznej. Lipschitz za po-
dnoénie do nieskonczonych grup punktéw na drodze alge . ‘ '
:uol::a metod rachunku waryacyjnego dochodzi do tego samego wyniku, pa‘.mz.J ourn, fijr
Mmﬂ; XX, str, 71—102, 274—287, 288~-295; LXI, str, 1—56, oraz uogdlnienia do form

zszych.
il sPorbwn. Darboux w Bull. Darboux (2), VI, str. 14—36, 49—6?, 1882. Poglad
zasadniczy tej pracy znajdujemy juz u Nataniego. Journ.f Math. LXXXII, str. 301—
28, 1861. . . .
o 4y Morera pozniej zbadal dokladniej ten uklad ze stanowiska teoryi form, Attl
di Torine XVIII, str. 383—403 (1883).

43)  Progr. des Polytechnikums Ziirich, 1877, str, 1—16. ]

) Jonrn. f. Math. LXSXVI, str. 20—43 (1879). Poréwn. rozprawe tegoz auto ra
Berlin, 1879. .

#4)  Gottinger Nachr., wrzesiefi (1887), str. 425—433; Minchener Abh. XVII, (1890),

tr. 3—121. . .
: Vo ss w Minchener Ber. 1889, str. 175—211 bada w szczegblmosci p}'zeksztalcexlue
formy dwuliniowe] na siebie samg, przy ktorem obie pary zmiennych podlegaja podstawie-

jom sprzezonym. . . . .
" 145) §V oys s w Miinchener Ber. 1889, str. 283—300 udowodnil to twierdzenie na innej
dredze, na ktérej tworzenie wazystkich form sprowadza do przejrzystego ‘procesu, pozw?‘la-
jacego réwnocze$nie na badanie funkeyi charakterysty cznej form przemien-
nych z formg dang. _

46) Math. Ann, XIIT, str. 320—374 (1878).

47 Miinchener Ber. 1889, str. 329—339. ) .

48 Journ. de Math. (%), IV, str. 349—368. Poréwn. poprzedzajace te prace komuni-
katy w C. B. )

48y - Journ. fiir Math. XCI, str. 221—237 (1881).

50) Patrz np. de Presle S M. F. Bull. XV, str. 179181 (1887).

51 Patrg ap. Benoit O R. CI, str. 869—871(1885); Nouv. Ann. (3) V, stl‘.'30—36
(1885); de Presle . AL F. Bull. XIV, str. 98—100 (1886); André S. M. F. Bull. XV, str.
188—192 (1888); Valy: Hoppe Arch. (2), VI, str. 445—448 (1888).

$2) Patrz np. Studniezka, Prag. Ber., str. 256—265 (1888).

53) Math. Ann. XXXV, str. 113—160 (1889).

5%) Rozprawy Tow. nauk w Chrystyanii (1885).

%) DMath. Ann. XXXVI, str. 239-~254 (1890).

%) Leipz. Ber., str. 95—99 (1887), of. F. M. XIX, str. 356 (1881).

) Math, Amm. XXXV, str. 172 (1890).

%)  Archiwum norwegskie, IIT, str. 112116 (1874). i

%) Math, Ann. XXXIX, str. 203—390 (1891) Poréwn. Study Gott. Nach. 1889,
str, 237—268, Leipz. Ber., 1889, str. 177—228, Wiener Monatshefte I, 1890, II, 1891. Dodu.-
my jeszeze, ze Stephanos badat uktady liczb zespolonyeh, za pomocy frodkéw pomocni-
czyeh, wzigtych z teoryi form; Ateny, tom jubileuszowy (po greckm), 1888,

Poincaré pierwszy zauwazyl, ze kazdemu ukitadowi liczb odpowiada grupa o pa-
rametrach, zachodzgeych liniowo (C. R. XCIX, str. T40—742, 1884),

50) Math. Aun., IT, str. 373—382.

1) Najprostszym przykiadem tego rodzaju jest forma dwojkowa 6-go stopnia z ele-
mentem potrfjnym. . .

Niezwrécenie uwagi na tg okoliczno$é byko przyezyng biednego obliczenia, ktore podal
Cayley dla modutew ,klasy” torm trojkowych. Patrz Cayley, Math. Ann., str. 268—
271, 1870. .

Kryterya zachodzenia potrojnego pierwisstka dajy sig wyrazi¢ za pomocs zwigz-

kéw przez niezmienniki, leez za pomocq kryteryéw tych nie mosma oddzielié mozliwyeh
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tu jeszeze przypadkéw szezegilnyeh. Bolza (Math. Ann. XXX, 5. 546—559, 1587, , obszer-
niej w Am. J., X, 5. 4770, 1857) wykazal, ze dla wszystkich form dwdjkowych 6-go stopnia,
ktoryeh znieksztaleenie nie dosiega znieksztaleenia potrdjnego pierwiastka, réwnos¢ nie-
zmiennikéw bezwzglednych wystareza w rzeczy samej do réwnowaznosei, W szezegdlnosel
podat Bolza catery przypedki (Math. Ann. L ¢, 5. 559), w ktérych metola Clebscha
odmawia uslng, leez w rozwazaniu ich nie domaga sie wymiernodei wzoriw, stuZgeych do
przeksztaleenia.  Nadto kryteryum rownosei niezmiennikdw bezwzglednyeh nie daje rezul-
tatu, gdy wszystkie niezmienniki kazdej z Awdeh form znikajg. & wige gdy niezmien-
niki bezwzgledne stajg sie nicozuaczonemi.

Najprostszym jest praypadek dwach form dwnkwadratowych, z ktbrych jedna wyka-
zuje element potréjny, druga poczwirny.

82} Przykisdy z teoryi form rzeddw 5-go 1 6-gn opierajg sie na rozprawie Cleb-
scha i Gordana w Annali i Mat. (2), 1, 5. 23—79 {1857).

%) Math. Ann., VIT, str. 230—241. Pordwn. Sposib przedstawienia Gundelfin-
gera u,Fiedlera,” str. 452455 (1874), craz rozwazania Stud y'ego wjego dziele , i e-
theden® i t. d. (1889), str. 104 i n-st.

&) Math. Ann. XTX, str. 250—290. Poréwn. = tudy Le

%) Przypadek wyigtkowy, cytowany na str. 284 przez Christoffel a, mianowi-
cie f=2,34- 3z, 2z, jest wiasnie tego rodzaju. Tu znikajg oba niezmiemniki Aronholda
S1 7, awige wszystkie,

%) Prawie nic dotgd nie zrobiono jeszeze dla zhadania réwnowaznogei przeksztalcen
wyzszych (np. w przypadku form dwijkowyceh przy przeksztaiceniu Tschirnhausen a)

§7)  Patrz wyzej str. 25—26. Zwracamy jeszeze raz uwage na to,ze Lie przez grupg
wskoficzong™ rozumie taka, ktora zalezy od skoiiezonej liczby parametréw,

%) KleiniLie badali krzywe i powierzchnie podlegle gromadom podstawied
(przemiennych) na siebie same, C. R, czerwiee, 1870, Math. Anm, IV, str. 50—84. ‘Wspomi-
namy tylko o pézniejszyeh odpowiednich badaniach Lie go, Halphena, Sylvestera,
Poincarégo, Picarda,

U Liego z zagadnienia tego powstato inne daleko ogolniejsze, odnoszgee sig do ba-
danin systematycznego rownad rézniczkowyeh o ecigglych (nietylko rzutowych) grupach
przeksztalteen.

%) Journ. fiir Math. LXXV, str. 292 —835. (Poréwn. Verhandl, der Schweizer Naturf.
Ges., 1871).

Poprzednia pokrewna literatura zebrana jest w V1 rozdziale rozprawy Schwarza.
Por6wa. tek przedstawienie rzeczy w dziele Dath o ux'a: »Theorie des surfaces,” T, Livre
II, Chap. IV.

) L e str. 300. Wyrazenie po stronie lewej tego rownania rézmiczkowego stalo
sig pbzniej punktem wyjdeia w teoryi wzajemnikow (Reciprocanten) Sylvestera, Of. IIC.
Dodatek. '

™) S8tr. 311

™) Su. 316—317. .

™) Punkt widzenia ,,skoliczonej grupy podstawien wystepuje dopiero u Eleina,
zar6wno jak i pojecie 1 tworzenie odpowiedniego ukladu zupelnego. Schwarz nie ope-
ruje ani na zmiennyeh jednorodnych, ani na spétzmiennikach.

™) Zwlaszcza wystepuej najwazniejsza z nich .forma dwudziestoseienna® (ikosae-
drowa) w postaci kanonicznej s (1—11 s8—s10) na str. 330-6j. Tamsze znajduje sig odpowie-
dni , zwigzek.”

) Erlanger Ber., czerwiec, 1874. W nocie poZniejszej, tamse, grudziefi, 1874, wy-
Jagnia autor stosunek swej pracy do pracy Schwarz a. ‘Wedlug tego, do pierwotnego po-
jeein Kleina dochodzi sig wiedy, gdy trojki z tukow kotowyeh wrozprawie S ¢ch warza
zastgpiono wielokgtami (ktére wszakze mnozyé nalezy nie wedtug zasady przedluzania ana-
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lityeznego). Tu znajduje sig takze wzmianka, ze nZwigzek,“ o ktérym mowa w tekscie,
mozna nwasaé za szezegblny przypadek znanego (od czaséw Hessego) w teoryi form
twierdzenia o wyznacznikach funkeyjuyeh.

Trzecia nota, tamze, lipiec 1875, ma za przedmiot rozwigzujaeg B-go 1 6-go stopnin
rownanin ,dwudziestodeiann. Nisco poZniej (1875) ukazala gi¢ rozprawa, zbierajgca po-
wyzsze badania w Math. Ann., IX, str. 183—208. (Pierwsza z nizej oméwié sig majgeyel
rozpraw Fuehsa zostata ogloszona w Gott. Nachr., sierpien, 1875).

% Mobius pierwszy wprowadzil stosunek podwéjnego podzintu czterech warto-
fci zespolonych. Wede kind przeniost te rozwazania na kulg. (Rozprawa, Erlangen,
1875, Beitrage ete , Erlangen, 1875, Math. Ann,, IX, str. 200—217). Beltrami od roku
1870 bailal ze stanowiska teoryi niezmiennik6w formy dwoijkowe, zwlaszeza 3-go rzgdn
ze spétezynnikami zespolonemi. ‘Mem. di Bologna X.

Ogélne przedstawienie przedmiotu tego znajduje sig W Programie erlangenskim
Kleina z rokn 1872 (Prace mat.-fiz., VI).

7y Poréwn. up. Lind emann, Math. Ann., VI, str. 56 i dalsze. Dla zwycsajnego
oznaczenia miarowego dawno juz okre§lono wazystkie skoficzone grupy ruchu.  Uogtl-
nienie rozwa#aA Kleina do wyzszych przestrzeni zmajdujemy u n Biermanna
{Wien, Ber., XCV, str. 523—548, 1887), ktéry wigie podstawienia liniowe dwobch zmiennych
zespolonych W przestrzeni pigeiowymiarowej z odpowiedniemi ciatami foremnemi, o takie
u Goursata (C. R. CVI, str. 1786—1789, 1888), kidry za pomocy cial foremnyeh w prze-
strzeni czterowymiarowej upraszeza zagadnienie o szukaniu grup podstawied liniowych
i ortogonalnych rzedu skofiezonego z czterema zmiennemi.]

Poréwn. tez Clebsch-Lindemann, IT, 1, oddziak 3, IX, X.

Rzeczywistemi grupami ruchu zajmowal sig szezegélowo Jordam, Annali di
Mat. (2), II, str. 168—215; 320—345 (1869). Zupema dyskusya tych z pomigdzy grup, pray
ktorych z ruchéw tworzaeyeh nie mozna wyprowadzis dowolnie matych zmian miejsea, znaj-
dujemy uw Schonfliessa, Math. Ann. XXVII, str. 319342, XXIX, str. 50—80 (1887);
XXXIV, str. 172—203 (1889). Ostatnia z tych prac traktuje o takich grupach przeksztal-
cefi skoficzonyeh przestrzeni w siebie, pray ktérych dowoelns figura przestrzenna przechodzi
zawsze na przystajageq lub symetrycznie r6wna.

78) Porwn. notg poprzedaig.

1) le. §4 Nalezy tu wszakze zauwazyé, ze opr6ez utworw niezmienniezych ogdl-
nej teoryi form, istniejs jeszeze utwory szezegélne, uwarmnkowane wladciwodely uwaia~
nych tu skofczonyeh grup podstawied. Tak np. w przypadku formy plwndziestogciennej*
wystepuje specyfiezny niezmiennik wymierny, leez nie catkowito-wymierny, stopnie 1-go.
Poréwn. Math. Ann., IX, str. 198.

) -, Vorlesungen ither das Ikosaeder nud die Aufldsung der Gleichungen finften
Grades,* Lapsk, 1884. Porown. Erlanger Ber. 1876—77, Math. Ann., XII, str. 503-—560
(1877), dalej dwie pozniejaze wazne prace Gordana, Math, Ann, XXVIII, str. 152—166,
XXIX, str, 318—326 (1887). )

81) . Poréwn. podstawowe prace Fuchsa w Jovrn. fiir Math., LXVI, str. 121—160
(1866); LXVIII, str, 354—385 (1883). Twierdzenie to znajdnje sig juz u Riemanna.

82}  Gott. Nachr., 1875, str. 568—581, 612—618, Journ. fiir Math., LXXXI, str. 97—
142 (1876). W drugiej rozprawie Journ. fiar Math., LXXXV, str. 1.—26 (1875) hada syste-
matycznie og6l form pierwszych.

83) Patrz note 79-g.

%) Puruszone przez Fuchsa pytanie o odwracalnofei twierdzenia rozstrzy-
guat twierdzgco Gordan (patrz nizej).

8%} Erlanger Bexr., 1876 lub Math. Anu., XI str. 115-~118 i Math. Ann., XIT, str. 167
180 (1877). .
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T;t}ly yudane przez Jordana w C. R LXXXI, str. 605—607, LXXXIII, str.
100?——1-03/ nie byly wyezerpujacemi. Patrz uwagi, odnoszace sie do literatury przedmiotu
u Kleina: Math. Ann, XTI, str. 118 u dotu (1876).

86 r 3 s o s PR
) Odwrotnie do oznaczenia R (z) z danego rownania rozniezkowego dla 7 podang

Jjest metod.&, prowadzgea do celu po skoficzonej liezbie prob.
o Brioscehi wr, 1877 (Math. Ann., XT. str. 405—411, Rend. Ist. Lomb (2), X, str,
48—58, oznaczyl’funkcyg R wprzypadku tylko trzech punktéw szezegolnyeh dla wszyst-
,,zredukowuny(.:h" typéw Schwartza (Journ. fir Math., LXXY, str. 323), précz trzech.
Te trzy ostatnie I.Jod&f Klein, Math. Amn., XII, str. 175, 176 (1877); poréw. sprostowanie
8 aFy.l e yha, tamze XVII, str. 65, 66 (1880). (Dalsze przypadki dwudziestoscienne obliczyl
. Fiseher wrozprawie, ogloszonej w Lipsku w r. 1885; patrz uwaei Klein h.
Ann., XXVT, str. 463 (1886). ! ¢ e
§7) Patrz Math. Ann, XI,s. 118.

‘58) Math. f&nn.,. XI, str. 461--411. Wedlug Fuchsa, forma pierwsza f(yy, yo) 16~
wha sig @ (x), gdaie 3 jest pierwiatkiem z funkeyi wymiernej. Rozniezkowanie wz«rl-gdem
z daje przeto: -

95 oy

or % dey

dy, drx 0y, dx dz e

gd'zie # jest znowu wymierne wzglgdem ; z drugiej strony twierdzenie E ulera dla funk-
eyi jednorodnych daje:

of af
Yi ~=— y —— = = n%
N 3 + 7 o nf ne .
Joseli obli L 8F . .
ezeli obliezymy stad oy 1 op 1 te wartosei wstawimy do wzoréw przeksztal-

ceniz Hermite's, to trzeba bedzie jeszeze nwzglednié to, Ze spélny mianownik
K3 a2 i .
P ge T ¥ o5 »wedlug jednego z twierdzeni A b ela, jest ilodeig stala.

. 8) Math. Ann., XTI, str. 23—46 (1877). Z zalem nie moge blizej zajaé sig rozpa-
trzeniem subtelnych badafi Gordana, kiére stowami oddaé daleko trudniej niz pokrewne

prace geometryezne i teoretyczno-funkeyjne. Pordwn. takze Halphen, Sav. étr, T.
XXVIII, (1880—1883).

%) L c., str. 24 Mozna jg napisaé w postaci
(y—2) 003 # =isin ok { (=—2) (y—8) + D) =},

gdzie « i f sg dwoma elementami zlewajacemi sig, & zad odpowiednio dobrang wartoseis licz -
bowa.

Przejrzyseie] przedstawia sig Gordanowska postaé normalna podstawienia tak

Y

—o 2fp r—n
= -

y—E z—f

¥

gdzie @ przebiega wszystkie wartodei zespolone.

81y 1. e¢., str. 25.

92) L e, str. 29.

93)  Math. Ann., XTI, str. 147—166 (1877).

%) Qkrelenie Gordana jest otyle zmodyfikowane, %e wylacza z géry formy
o ezynniku wielokrotnym.

Prace Mat.-fiz.. t. VIL

ot
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%) Wedekind, rozprawa habilitacyjua, 1878, Brioschi, Annali di Mat. (2),
VIU, str. 24—43 (1877). Poréwn. przedstawienie rzeczy u Gordana-Kerschen-
steinera, I, § 19. Rownanie (ff), = 0 jest ze stanowiska teoryi form réwnowaini-
kiem poprzednio oméwionego réwnania rozniczkowego 3-go rzgdu; w odezytach swoich prze-
prowadzal zwykle G o rdan przejécie od jednego do drugiego sposobu przedstawienia.

Co do'réwnania rzedu 3-go patrz takie Hur witz, Math. Ann, XX XTI, str. 345 —
352 (1889).

Brioschi zbadal takze przypadek formy f;, ktorej czwarte nasunigeie na siebie
samg zlewa sig, proez czynniks statego, z formg pierwotng i doszed? takze do postaci row-
nania rozniczkowego 3-go rzedu Schwarza (Chelini, Coll. Math., str. 213—219, 1881,
C. R., XOVI, str. 1689—1692, 1883).

%) Hilbert udowodnit (Math. Ann., XXX. str. 561—570 (1887), Ze formy dwoj-
kowe z przeksztaleeniami linjowemi na siebie otrzymad mozna jako przypadek szezegoélnej
obszerniejszej klasy form. Ta ostatnia wystepuje wtedy, gdy szukamy takich pekow o - L2,
ktéryeh trzecie nasunigeie formy ¢ na ¢ znika tozsamosciowo.

U Gordana-Kerschensteinera, II, § 13 znajdujemy pigkny wywéd ,cial
foremnyeh® z form kwadratowych., Szuka sig ukladu takich form, aby wszystkie dwulinio-
we nasunigeia kazdych dwu form znikaty, albo mialy warto$é spélng, rozng od zera, albo
tez wreszele wartodé spolng bez wzgledu na znak. W pierwszym przypadku dochodzimy
do trzech form kwadratowych. ktéryeh iloczyn jest ,,08miogeinnem™; w drugim do dwu form,
ktorych iloczyn jest ,,szeseianam*; w trzeeim wreszeie do trzech form, ktérych iloczyn jest
wdwundziestoscianem®,

97) C.R. LXXXIV, str, 1416—1%48, Journ, fiir Math., LXXXIV, str. 85—215 (1877)
Rewizye i cigg dalszy daje autor w pracy konkursowej, Atti di Napoli, VIII (1880). ,,Sur la
détermination des groupes d’oxdre fini contenus dans le groupe linéaire.

Stwierdzenie na innej drodze pojedyiczych wynikéw w przypadku » = 3 bylo pozg
daue, poniewaz w liczenin Jordan a bledy spostrzezenia byly niewniknione. Pomijajac
pewne odstgpstwa, sprawdzenie takie znajdujemy u Valentinera, Kjob, Skrift (6), V
str. 64—235 (1889), ktory bezposrednio wyprowadza grupy za pomocs rozwazai czysto-alge-
braicznych (przez przybranie prostych réwnan diofantowyeh). UValeutinera zostajg
ostatecznie trzy skoficzone grupy trojkowe: jedma G, powstajaca przez ,rozszerzenie®
dwojkowej grupy czworosciennej; druga Gy, powstajaca :ﬁmlogicznie z dwojkowej grupy
dwudziestoseientiej; i wlaseiwa grupa tréjkowa Gy, wymieniona w tekscie. (Zauwazymy
mimochodem, ze ostatnia grups, jako grupa 7 liter zostata w r. 1858 odkryta przez Kro-
neckera) Godnem jest uwagi, ze grupa G,y wymieniona w tekécie, nie jest u Valen-
tinera wiadeiwa grups tréjkows (p. Valentiner, L e, str. 222).

Valentiner opiera swoje wywody napowtorzeniach podstawiei. Kryteryum ns to,
aby podstawienie » zmiennych po » krotnem powtorzeniu dato podstawienie tozsamosciowe,
jest—jak to juz zauwazyl byt Lipsehitz, Actamathem., X, str. 137—144 (1887)—aby row-
nanie charakterystyczue zawierato tylko n-te pierwiastki z jednosei i aby jego dzielniki ele-
mentarne byly rzgdu pierwszego. (Poréwn. co do podstawie ortogonalnych rozprawe
Bermbacha, Bonn, 1888).

Valentiner dowodzi przedewszystkiem, ze rzad grupy skoficzonej jest albo naj- )

mniejsza spélng wielokrotnodeis rzed6w jej ,podstawien zasadniezych,* albo tez podwéjna
lub potrdjng, lub poszéstng wielokrotnoseia tejze (str. 226, tamze).

‘Wspomnijmy jeszeze, e, biorac absrtakeyjnie, grupa dwudsziestoscienna Gy 1 grupa
Greq tekstu, aZ do rzgdu 200-go sg jedynemi pojedyficzemi grupami dziatai o vze-
dzie, ktory jest liczhy ztozong (H 61d e r, Math. Ann., X1, str. 55—88, 1892), i #e Askwith
podal wszystkie mozliwe grupy podstawien, ktére dajg sig utworzyé z 3, &, 5, 6, 7 liter
(Quar. J., XXIV, str. 111—167, 1881). Wszakze brak u niego grupy Gyg.

‘Wiasnosé form pierwszych Fuchsa rozszerzyl Jordan na réwnanie rézniczkowe
rzgdu wyzszego niz drugi. Taknp. dla rz¢du 3-go otrzymujemy twierdzenie, %e forma
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pierwsza jest plerwiastkiem z funkeyi .wymjernej zmiennej » i pewnej wielkodei pomocni-
czej dotgezonej, ktéra sama zalezy wogéle od réwnania algebraicznego rzgdu n-go
(n=1,23,4,5,1,9).

%) Nie wylgeza to wszakze faktu, ze takie jgrupy .,przejete’ majg znaczenie dla
geometryi. Przypomnijmy np. grupg 18 kolineacyj, ktére przeksztaleajs krzywa 3-go rzgdu
na siebie sama, albo grupe 16 kolineacyj (i 16 wzajemnych przeksztalcen), ktére toz samo
czynig z powierzehnias Kummerowska.

Grapa G, szesmastn przemiennych inwolueyjuych przeksztaleed, wystepujaca
uKleina, Rohna iinnyehiporzgdkujaca punkty lub plaszezyzny przestrzeni w kon-
figuracye Kummer o wskie, byla szczegotowo badana (ustanowienie ukladu zupelnego
it.d.) przez Studygo (Leipz Ber., 1892, str. 122—161). Grupa ta stuzy temn autorowi
vylko jako przyklad teoryi systematyeznej, opierajacej badanie grup skotczonych podsta-
wiefi liniowych ze stanowiska teoryi form na pewnych rozwinigeiach (méwimy o tem nizej
w niniejszym referacie), przy ktérych glowng role gra pojacie niebiegunowosei. Najbardziej
godnym uwagi wynikiem jest to, e do oznaczenia niezmiennikéw takiej grupy wprzypadku
najmniej sprzyjajacym potrzeba tylko rozwiszad réwnania czyste. (Patrz wyzej u Valen-
tinera)

%) Grupg He s s e g o szczegélowo badal Maschke, Math, Ann, XXXIII, str.
3241 dalsze (1889). Zadanie rozwiazane przez Maschkeg o, mianowicie podanie zupel-
nego ukiadu grupy Gy doprowadszilo bezposrednio do innego zadania, tj. do oznaczenia
zupelnego ukiadu kombinantow krzywej C; i jej formy Hessego (Math. Awn, XXXIII,
str, 3281 nast.).

Z wymienionemi w teksecie pracami Wittinga i Maschkego poréwn. Burk-
hardt, Math. Ann., XXXVITI, str. 161—224, (1891).

100y Math. Ann., XIV, str. 428—i71; patrz zwlaszeza uwage na str. 438 (1879).
Teorya grupy Gq jest szczegblowo traktowana w dziele ,Modulfunctionsn® Klein a-
Friye ke g o, Dziat IIT, rozdz. 6.

o ) »Uklad zupelny* formy f w tem znaczeniu, aby zostaly uwzglednione i podsta-
wienia zmjennych przeciwpodstawieniowyeh, a wige obejmujgey przeciwzmienniki i formy
podrednie, podat pierwszy Gordan. Math. Ann., XVIL str. 217—233. Patrz zwlaszeza
tablice na koncu rozprawy.

102)  Mozliwe to jest w sposéb dwojaki. Zwigzek wzajemny pierwiastkow dwéch
odpowiednich réwnaii rzedu 7-go stanowi u Gordamn a jadro teoryl. Spoétezynniki obu
réwnai rzedu 7-go tworzg wedlug G o rd an s uklad zupeiny tak zwanych , Affectfunctio-
nen,* gdy tymezasem ezedé 1ch wystarcza do otrzymania uktadu stowarzyszonego
{Math. Ann., XX, str. 528). EKladziemy tu nacisk na ogdlne nwagi, jakie poczynit tu G o r-
d a n nad pojeciem ,,afektu® w jego stosunku do teoryi niezmiennikéw.

103) Poréwn. N o e ther, Math, Ann., XV, str. 89—110 (1879).

4 Gordan, Math, Ann,, XVII, str. 217—233 (1890), str. 359—378 (1880), XIX,
529—552 (1882), XX, str. 487—514, 515—530 (1882), XXV, str. 459—521 (1885).

Haskell zbadal doktadniej powierzehnig Riemano wsk g krzywej normal-
nej /=0, Amer. Jour. XIII, str. 1—52 (1890): (Idzie tu o podany przez K 1lein a, Mazh.
Ann. VII, X nowy“ gatunek powierzchni Riemann o w s kiech, powstajacy z punktow
rzeczywistyth stycznych urojonych do krzywych).

05y Math. Ann., XXVIII, str. 499—532 (1887). Porown. Cole, Amer. J.*° VIII,
str. 265275 (1886).

Grupe wymieniong na drugiem miejscu zbadal doktadniej ze stanowiska geometryi
linjowe] M aschke (1890) Math. Ann,, XXXVI, str. 190—215. Prowadzi ona do godnej
uwagi konfiguracyi 140 prostych w przestrzeni.

1) Math. Ann., IV, str, 346358 (1871).

107) Poréwn. Reichardt, Math. Ann., XXIIT, str. 84—98 (1887).
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108) - Math, Aun., XXX, str. 496—515 (1887).

109)  Math. Ann, XXIX, str. 157—170 (1887), ¢f. Reich ardt, tamze XXVIII,
s, 84—08 (1887).

110) Math. Ann., XXXTIII, 5. 317—344 (1839).

.My Jordan, Traité des substitutions, 1871.

Co do zwigzku obu zagadnief patrz K1 ein, 1888, Journ. de Math, (4), IV, str. 169—
1771 Burkhar dt, Gott. Nachr. 1892, str, 1--5.

12y 7 badaniami, poruszonemi w tekdcie, o ile odnoswg sie do grup skoidezonych
dwéjkowych i tréjkowych, znajduje sig w zwigzkn seistym szereg prac Autonne’s, C.R.,
XCVII, str. 567—570; (1883}, C. R, XCVIIL, s. 565—567, IC, s. 646—649; (1889), C. R. CI, str.
53—56, Journ. de Math. (%) I, s, 431—454; (1885), C. R. CII, s, 3183—316, CIII, s, 1176—1178,
Journ. de Math. (4), II, 5. 49—10%; (1886); C. R. CIV, 8. 767—770, 14221425, CV, 5. 267—
270, 929—05, Journ. de Math. (4), IIT, s. 63—85; (1887). Journ. de Math. (4), IV, s 177—

247; 407—464; (1888). W tych pracach autor zatozyt sobie oznaczenie wszystkich skofczo- 7 r r AT N 7 A T AN

nych grup i podgrup przeksztalcei Cremony (plaszezyzny), a specyalnie przeksztateei PRZ1 GZX NEI“ DO OGOLI\ EJ TEOR}I ROWB Al\

kwadratowyceh i szefeiennych. Couf. 8. Kantor, Wisn. Denk., 1882, s. 46. ) AT A T AV T T 1
113)  Teber allgemeinere Inva.rianten—Systen';e, Miinch. Ber,., 1888, 8. 103—150. ROZNIGZKOYV] GH GZASTIXO“ Y GH DOW OL}‘\EGO RZED L

14)  Pozostaje to w swej mocy, jak to zaznacza Maurer, gdy f jest wogéle
funkeys wymierng i jednoredng zmiennyeh .

us) L e, str. 107.

18)  ‘Wtedy wyznacznik funkeyjny ilogei ¢ albo rowna sig 7 albo téz ma dzielniki
elementarne tylko pierwszego rzedu i nadto pierwiastki calkowito-liczbowe, Twierdzenie
to podal i vdowodnit autor jeszeze w rozprawie swej. Strasburg, 1887.

17y Str. 138,

18y W innej rozprawie (Journ. fiir Math.. CVIL, str. 89116, 1890) Maurer roz-
ciggngt badania swoje na podstawienia nieliniowe.

PRZEZ
SOPHUSA LIEGO.

Przelozyt z niemieckiego za zezwoleniem autora

KAZIMIERZ ZORAWSKI.

(Nowe teorye w tej pracy zawarte zakomunikowatem Krolewskiemn Saskiemu Towa-
rzystwu Umiejetnodei 11 PaZdziernika 1893 r. Nastepnie rozwinglem je szezegélowo
w wykltadach moich na Uniwersytecie w Lipsku podezas zimowego péirocza 1893/4.

Sophus Lie)

Teorya réwnah rézniczkowych jest w calej matematyce wspélczesnej
dzialem najwazniejszym.

Zdanie, ze pojecia pochodnej i catki, ktérych pierwsze poczatki spoty-
kamy juz w Archimedesa, w swych cechach zasadniczych wprowadzone
zostaty do nauki przez Keplera, Descartes’s, Cavalieri'ego, Fer-
mata i Wallisa, wydaje sig byé zgodne z prawds. Pomimo to jedna:
kowoz, badaczy tych w zadnym razie nie mozna uwazaé, jako zatozyecieli ra-
chunku nieskoriczenie matych, co zdaje sig wynikad stad, ze nie zauwazyli
oni, iz vézniczkowanie i calkowanie sa dzialaniami odwrotnemi. Wapa-
nialte to odkrycie *), dzi§ dla nas zupetnie widoezne, zawdzigezamy Newtono-
wii Leibnizowi, ktérzy oprécz tego poznali niezmierzong warto$é tych

) Dla rozstrzygnigeis dawnego sporu o pierwszeistwo w sprawie odlkryeia rachun-
ku nieskoriczenie matych, oczywiseie bardzo wazna jest kwestya, czy Newton, ezy tez
Leibniz pierwszy zauwazy!, ze rézniczkowanie i calkowanie sg dziataniami odwrotnemi.
Pan Zeuth en, ktory tyle juz zdzialal dla historyi matematyki, zamierza, oile go dobrze
zrozumialem, kwestye te traktowaé w pracy, majgeej nishawem opuseié prase.
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