0 ZAGADNIENIU PFAFFA.»

PPZEZ

A. J. STODOEKIEWICZA.

Wyniki, otrzymane w poprzednich pracach moich 1) wystarczajg do zu-
pelnego rozwigzania zagadnienia Pfaffa. Niech bedzie réwnanie réznicz-
kowe :

X dey - X, daey 4+ ...+ X, =0, rzy+1. (1)
. _ an aX{ aXl QXI 3_}{,- an
R R R - BT

Jezeli sprawdziany. (2), w ktérych i, k, 1 oznaczaja kombinacye liczb
1,2,...,n po trzy, s3 zerami, wtedy réwnanie (1) posiada jedng tylko
calkg. Gdyby za$ sprawdziany (2) nie byly réwne zeru, natenczas probo-
wad nalezy sprawdziany rzedu 2-go, ktore, jak wiemy, majy postaé funkeyj
Pfaffa

@ Relym,r) = (Lp) (amgr) — (i) (kpnyr) - (Lmg) (4k,r), (3)
gdzie 4kl mr ozn;iczajq, kombinacye Jiczb 1,8, ..
(@, b, ¢) maja wartosci takie, jak (2).

W przypadku, gdy sprawdziany (3) beda zerami, réwnanie (1) bedzie
miato tylko dwie calki. Wiemy, ze natenczas istniejg réwnania ksztattu

., % po pigé, za$§ symbole

1) Comptes rendus, Nr 17 (sem. II) 1892 i Nr 11 (sem. II), 1894, tudziez obszerniej
w ,,Pracach mat.-fiz. t. IV (str. 56--62), t. VI (str. 20—26).
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(klim) Ay; — (4,0m) Ayx - (Glepm) Ay — (k) diw =0, (4)
gdzie ilosei A oznaczaja spélezynniki réwnania rézniczkowego

Ay dey + Adzy + .. dipde, =0, (5)
ktéremu czyni zadosé tylko jedna z calek réwnania danego (1).

Zupetnie podobne réwnanie, jak (4), istnieje jednoczesnie i dla spél-
czynnikéw réwnania, odpowiadajacego drugiej z szukanych calek. Wiado-
mo, ze spolezynniki réwnania (5), pomnozone przez czynnik catkuojacy w,
daja.

aF

/‘A:,s:'ga,

(6

gdzie funkeya F oznacza catke rownania (5). Wskutek tego, réwnanie (4)
pomnozone przez u, daje nam fatwo zwigzek nastepujacy:

(edam) OF — (i1, m) % - (iJegm) j—ﬁ—: —~ Gy 2E o,

Napiszmy to réwnanie dla skaznikow 3, n—2, n—1, n:

oF X aF . oF
— 2 g — — —_ —9 q)
(n—2, n—1,n) 97, (4, n—1,n) Fr— -+ (4, n—2,m) Er

— (¢, n—2,n—1) gg =0.

Uwazajgc nastepnie ¢ za skagnik zmienny, otrzymujacy po kolei wszy-
stkie wartosei od 1 do n—3 wlacznie, mied bedziemy nktad réwnan réznicz- .
kowych czastkowyeh, ktérego postacig normalng jest

9F  (G,n—1,n) | _OF (3, n—2, m) | _oF
o, (m—2,m—1, n) OLn_s + (n—2, n—1,m) dz,_,

) (n
ol n—=2,n—1) E .
(n—2, n—1, %) 8z,

Ff=12....,2—9

‘Kazda z dwéch catek réwnania (1) bedzie jednoczesnie calky spélng
ukladu (7). Powyzszy uklad normalny zastapi¢ mozemy odpowiednim ukla-
dem pomocniczym o rézniczkach znpelnych
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‘ ~ (¢ 1, ) |
Ay o = — . ”('ﬁi;ﬁn—l"n)“ . day,
o
oy = 2 m&—;;—i—% . dx;, 8)
s
de, =— — 2 %—,%Z_%% . doy . /
=1

Dla zeatkowania ukladu (8) mozna zawsze uzyé metody powszechnej,
jaky jest oddzielanie zmienmych, i ktéra polega na tem, e z réwnai (8) two-
rzymy jedno réwnanie ksztaltu

o dang 4 f dsc,,_]'—i— y da,
f=n—3

5‘ — a. (i, n—1,n) + B. (i, n—2, n)
e [ (n—2, n—1, n) (n—2, n—1, n)
=1

g — 7 (2, n=2, n——l)] )
+ (n—~2, n—1, n) e

Jezeli ilosel a, g, y wybierzemy tak. udatnie, iz réwnanie powyzsze sta-
nie sig catkowalnem, natenczas zwiazek, otrzymany po-dokonanej kwadratu-
rze, bedzie calky szukang réwnania (1).

W przypadku, gdy sprawdziany (3) nie beds zerami, natenczas probu-
jemy dalej sprawdziany rzedu 3-go, ktire majg ksztalt funkcyj Pfaffa
3-go stopnia:

(4,k,lymyr,s,8) ; .
=(klm,r) [4,l,mst) (z',k,r,s,t)—(i,k,m,é,i) (s~ (4,k,1,s,8) (z',mﬁ‘,s,t)i] y
— (@l t) [ (el ms,t) (0ey,8,8) ~ (i, Jeym,s,8) (I 1r,s,0) + Gl sty (hymprs ]|
A6, ) [ (e dm,s,8) (i, r,8,8) — (3, 0,1m;8,8) (I, Ly 5t) = (@llst) Gmrst)] Y (9)
— @GR 8 [l m,s,d) (Gmars,t) — ( 4,m,8,8) (fe;myr s,t) —]—I(i,k, m,8,8) (Lan,rs,0) |
@R Img) (B0 (z’gn,r,s,t) == (ody7,8,8) (Jeyn 1,8,8) + (3,078, 1) (Lmrs8)]
. =0, /

gdzie symbole (a,5,¢,d,e) oznaczajg pfaffiany ksztaltu (3).

Jezell wszystkie réwnania warunkowe, podobne jak (9), sprawdzajg sie,

oznaczaé to bedzie, iz rownanie dane posiada trzy calki, -
Atoli wiemy, ze w tym przypadku istniejg réwnania:
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(lmyrys) dig— (Glomr,s) Aoy + (ileymyr,s) Asg— (GJel7,8) Aim
+ (ledimg) Aryr — (G myr) 41y =0,

z ktéryceh, po pomnozeniu przez czynnik catkujacy #, obrzymamy

oF . oF . L OF . oF
(k,lm,r,s) Froin (,l,mr,8) s + (i,kmps) Froi (ékelr,S) e

. oF . oF
+ (4k,lm,s) A (.kelm,r) raa 0.

Napiszmy w postaci normalnej podobne, jak powyiej, réwnanie dla ska-
Znikéw 4, n—4, n—3, n—2, n—1, n

oF (8—3,n—2,n—1,n) aF

ox;  (n—4n—3m—3n—1,1) 0%y,

(4;n—4,n—2n—1,1) . oF
(n—4n—3n—2m—1,n) 6xy_s

__ (n—dn—38m—1n) . _OF + (i;n—4,n—3.0—23n) __oF
(n—4n—3n—2n—1n) dr,_ (n—4,n—3n—2n—1,n) 8%y

i (i,n—4,n——3,n—2,n—1)v JOF
(n—4n—3n—3n—1,n) 0z,

Zmieniajac w ostatnim réwnaniu skaznik 4 od 1 do n—5 wlacznie, mieé
bedziemy uklad normalny réwnas rézniezkowych czastkowych, ktére latwo
7zastgpié odpowiednim uktadem réwnai o rézniczkach zupelnych:

f=n—3

(i, n—3, n—2, n—1, n)

424 T L (n—4, n—3, n—2, n—1, %) i,
=l
{=n—5 . 4 2 ] )
. . (z, n—4, n—2, n—1, n )
s = Z (n—4, n—3, n—2, n—1, n) dai,
o ~ (2, n—4, n—3, n—1, n) Ao (10)
Ay = — 2 (n—4, n—3, n—3, n—1, m)
=1
_ iy (7, n—4, n—3, n—2, n) )
s = Z in-—4, n—3, n—3, n—1, n) ae,
=1
=n—>5

- (Z, n—4, n—3, n—2, n—1)
vy =— 2 (n—4, n--3, n—2, n—1, n)

=1

da;.
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Uklad ten jest tylko pomocniczym, i jezeli zdotamy w nkladzie (10) od-
dzielié zmienne metoda, podobng do wyzej objasnionej, wtedy odnajdzie-
my catki szukane réwnania (1). Jezeli sprawdziany (9) nie beda réwne zern,
natenczas przechodzimy dalej do nastepnych sprawdzianéw wyzszych i tym
sposobem wyprébujemy wszystkie po kolei az do sprawdzianéw, przedsta-
wiajgeyeh funkeye P faffa stoppia j-go. Metoda postepowania niczem nie
bedzie sie réznila od wylozonych powyzej dwoch przypadkéw. Gdy juz za-
dne ze sprawdziandéw, branych po kolei az do j-go stopnia, nie stajs sie zera-
i, czyli, inaczej mowiae, jezeli spétczynniki réwnavia danego (1) nie czy-
nig zados¢ zadnym warankom, natenczas rozrozniamy dwa przypadki: gdy
liczba zmiennych n w réwnaniu (1) jest parzysta n=2;, albo tes jest niepa-
rzysty n=2j+1. W praypadku pierwszym liczba calek jest rowng 7, w dru-
gim zas zagadnienie staje sig nieoznaczonem i jedng z calek mozna wybraé
zupetnie dowolnie. Dla tej przyezyny, zajmiemy sie tylko przypadkiem, gdy
n=2j 1 spélczynniki réwnania (1) nie czynia zadosé zadnym zgola warun-
kom. W tym ogélnym przypadku, podobnie jak i-w przypadkach szczegol-
nych, ruzirzgsanych powyiej, istnieje, jak to latwo zauwazyé, jeden zwigzek
pomigdzy spétezynnikami rownania (1) tudziez (5) w ksztalcie:

(23,4, .., n) Ay = (13,4, 0., ) A (1,24, ) Ay g )
<22 g—h g L) Ay T —(1,2,8,. o m—1) Ay =0,

gdzie symbole (a, b, ¢, ..., n) oznaczaja odpowiednie funkeye Pfaffa, do
ktorych zawsze doj$é musimy, prébujac kolejno wszystkie sprawdziany., Tak
naprzyklad, w przypadku, gdy rownanie dane zawiera tylko cztery zmienne,
mamy: :

(2,3, 4) 411 — (1, 8, 4)4,, (1,2, 4) Aig— (1, 2, 8) 41s =0.

W przypadku, gdy wréwnaniu (1) n=6i spétezynniki - X nie czynia
zadodé zadnym warunkom, bedzie:

(2,8,4,5.6) As1 — (1,8,4,5,6) Aio + (1,2,4,5,6) dys — (1,2,3,5,6) 4y
+(1,2,8,4,6) dis — (1,2,3,4,5) 4,5 = 0.

W przypadku, gdy w réwnanin (1) n=8 i spolczynniki X nie spraw-
dzajg rownan warankowych, bedziemy mieli
(2,3,4,5,6,7,8) 411 — (1,3,4,5,6,7,8) 412 +(1,2,4,5,6,7,8) Arg
- (1:27 3:576:718) AM + (192)3i4761 778) Al,ﬁ - (1,27314751 7:8) AM .
+ (112:314751658) Agr—- (1,2,374; 5,6,7) 415 = 0.
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Podobnie Yatwo napisaé réwnanie dla n=10, i t. d.
Réwnanie (11), pomnozone przez czynnik u, daje w roztrzgsanych przy-
padkach jedno réwnanie rézniczkowe czastkowe

aF aF oF
@) = LB o) g (123, gL g4 ) P
3F _ 2)
(1,23, ., n—1) a—%_o,

z ktrego otrzymujemy zawsze ukiad pomoeniczy o réiniczkach zupehmych:
dz, _ d, _ dx, s
(234,...,m) T —(1,34,...m) T (1,23, 9—1,9+1,..0)

_ da, (13)
CT T8, )

Kazda calka rownania (1), w przypadkn ogdlnym, oméwionym powyzej,
bedzie takze czynila zado$é réwnaniu (12), leez uklad (13) jest tylko pomo-
cniczym I, jak widzimy, zawiera calek wiecej, anizeli wymaga teorya.
‘Wskutek tego, po przecalkowaniu ukladu ostatniego, wybraé i sprawdzié je-
szeze nalezy, ktdre calki beds jednoczesnie szukanemi calkami réwnania da-
nego.

Ptock, dnia 10 marca 1895 r.
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