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> o = (3

2 flo e = E4re ag (%)

Tub

edzie znak sumy rozciaga sie na wszystkie wartosei sprzezone iloéii 7.
=]

4 ] 6 S eyt arfuta )
Wyzndcznik u? elementéw X £ f; jest réwny przeto £ W A ( F ),

a poniewaz musi byé funkcys catkowits zmiennej &, wige
2(a + o+ Fa)=o |
* gale o jest stopief flocc 4 () 0 CALKOWANIU ROWNAK ROZNICZEOWYCH

. g
Jezeli = jest najwieksza liczba calkowity zawarta w 5 to wy- CIASTROWYCE
starczy zastosowaé powyzsze postepowanie najwyzej e —4-e; ... -6 —7 1
razy, aby dojs¢ do uktadn zasadniczego normalnego. visns

A J. STODOEKIEWICZA.

§ 1. Teorya calkowania réwnan rozniczkowych czastkowyel, ktory
podalem w V-tym tomie Prac matematyes.-fiz yez. 1), daje dla wieln rownan
droge bardzo latwa do znalezienia calki zupelnej. Bywajg jednakze i takie
réwnania rozniczkowe, w ktorych metoda moja napotyka znaczne trudnosei
przy rozwigzywanin wielkiej liczby rownat algebraicznycl. Iogodna jest
ona w nastegujacych przypadkach:

Ksztalt ogélny rownania danego jest
F (i ps, o) =X, M)

gdzie strona pierwsza wyobraza funkeya wymierna, o wspilezynnikach sta-
Lyeh wzgledem samych tylko ilogd p,,

Y »0 calkowanin riwnai roimiezkowyel czgstkowych cglluyeh rzpdu 1-go, str.
17 —182,

Prace matem -fizyezne T VI : 9
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druga za$ strona jest funkeyz wymierny zmiennych niezaleznyeh o, lub
w szezegdlnym przypadku réwna zeru. Dla tej klasy réwnan zawsze, mozna
nezynié

o M; 9
Pi = N (4)

odze M, N; sa funkeye catkowite ze stosownie dobraniemi wspolezynnika~
mi nieoznaczonemi, Podstawiajae wartodel (2) wréwnanie (1), ofrzymamy
wogble

M A, M,

-Nl 3 ‘Ng srrrTN,

=X.

Po sprowadzeniu do wspdlnego mianownika i nproszezenin ostatniego
réwnania mozemy zawsze utworzyé tozsamodé, porownywajac wspolezynniki
przy jednakowych potegach obydwdch stron rownania.

Inng klasa réwnaii, do ktorych sposéh maj stosuje sig fatwo, jest

Fy, @y, oo Ty Py Pay -y ) =0, 3)

glzie F ozvacza funkeya wymierna, jednorodmj wezeledem py, py .. P
. W tym przypadku przyjmujemy

P = . Lva . (4)

gdzie P; s funkeye wymierne calkowite Inb utamkowe ze wspotezynnikami
nieoznaczonemi, a U jest pewna funkeys niewiadoma. T odstawiajge (4)
w réwnanie (3), wskutek znanej wlasnosei funkeyj jednorodnych, otrzymamy

U".F((l’l,;l’g,‘_.,wn, Plsfzs--"ﬁl)zo7 (5)

edzie s oznacza stopien jednorvodnodei. Przyrownywajae do zera wszystkie
wspétezynniki, przy potegach zmiennycl, zamienimy réwnanie (5) na tozsa-
mosé, niezaleznie od wartosel funkeyi U, ktéra moze by¢ wutaj jakakolwiek.
Ksztalt funkeyi U oznaczymy z ukiadu réwnai

.O)=

2
B

2
. (B:. T). (=120, ) (6)
A

Uktad ostatni bedzie ukladem rdwnan rézniczkowych czgstkowyeh H-
niowych dla jednej tylko funkcyi nieznanej U. . Jezeli trudno bedzie nadaé
zgiry ksztalt funkeyi U taki, azeby wszystkie réwnania (6) zamienity sie na
tozsamosci, natenczas mozemy uklad tych réwnaf catkowaé zwyklemi spo-
sobami, szukajac calki szczegolnej. Jezeli dane réwnanie rézniczkowe . cza-
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7
stkowe nie jest jednorodnem wzgledem ilosci p;, natenczas, jak

teowe uie jes 16106 wiemy, za-
Wsze uczynic je mozna jednorodnem zapomoca wprow :

adzenia nowej zmiennej

=8y o, my, L ).

] ngoskujemy stad, ze sposib calkowania,
rownan jednoroduych wzgledem p,
niejednerodnych.

! .ktéry wylozylem powyzej dla
, stosuje sie takie wogéle i do rownan

Zastosujemy te teoryy do kilkn przykladow.

7

Wedlng przyjetych oznaczen bedzie
Yo+ atpp, =0, 0
Kladziemy
w=ax U, p=byU, p=czU.

P awind rartodel wonh i 7
Podstawiajge te wartosel w rownanie (7), otrzymamy dla stalych a, b, ¢ wa-
runek ) ) o

@+ be = 0.

Dla fankeyl U mamy tu dwa rownania rezniczkowe

2U U
{3 == = 0z —-
oz Qx ?
277 217 2
o D pren CU__..
=2 ay, z— =2 fz = 29z,
toj
; ) 2 21,
U = pu* L ay* + pz2.

' Stale a, g, », 0, b, ¢, opricz zwiazkn (8), powinny jeszeze sprawdzad
rownania
ae==bp, ay=cp,
vzyli, ze
a® afl 3
a? o ap Y — op

k] ;

o [+ 7]
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Mamy zatem:

B 9.9
m= pa (aea? — a?y? - %),

y (e — a2y 4- ez,

e =
Py = —/;— z (aex? — g% 4 c%2?).

Calkujge réownanie rozniczkowe

du = py do 4 9y dy 4 p, ds,

ofrzymamy
' at 1 a'poyt oy pe 2
u—}—l.,r—a./i’(z——g‘// z ) 74 a 47

Jestto catka zupelna rownania (7). Ilosel %, a, g, ¢ sa stalemi dowol-
nemi.

2) W= (s — Y+ af — 22, )]
gdzie mamy

=ne=s. (10)

Polozmy

pn=M-z, p,=MN1:

(1)

iniech I/ ma wartodé

1 @ T asy? - st agy ez s o 4 oy 4 ac 4y,
e A o
gdzie a; sa pewne stale.

Jezeli w rownaniach (10) zastapimy p; przez ich wartosei (11), naten-
czas, przyrownywajge do zera wspélezynniki, bedziemy mieli

1o

==ty = g = 2a; = 20, = 3u, ,

e =y == @ty .
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Wskutek tego bedzie

U= 4l

Calke szukang réwnania (9) latwo otrzymamy z réwnania

du = py, de 4 p, dy + p, dz
w ksztaleie

G = 3y — zip - ¢y 1g (2t y42) + o et ytz) o (ty+2)?;
as 14 Cay U3 OZDACZAJR stale dowolne.
3) Niechaj bedzie réwnanie rozniczkowe

R R R o N e R i e ol ) | Lo (12)

w ktorem

T

Pi=

(13

.. Sy
tudziez — =
oy

o

Zalozmy
PL=D=. .=y = M — %,

e=MN — 2% — 25, (z, + 1y + ... F 20),

gdzie M oznacza funkceya wymierna catkowita n-go stopnia.
Podstawiajge wartosel powyzsze w réwnania warunkowe (13), otrzy-
mamy
242N
22; _, 2L):

N 6 r=1,20..,u),

wskutek czego:
H=ay oy (o day 4.0 o) F o (s + oo+ Bas)? L
Calkujac réwnanie
dw = p; dry -+ py dizs + . ..+ p, do,,

otrzymamy calke szukana réwnania (12) w ksztalcie
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UG = — a2, (2 Fity F oo F 1) — o oy (e ay L and)
[>)

C (420 + .00 +v1’,,-1)2—:. e Gt ('171 Fay .+ -23:1—1)”.1 .
2 1

§ 2. Moja metoda calkowania réwnan rozniczkowych czgstkowych po-

Zyteczng takze bywa pzy calkowanin réwnan rézniczkowych zwyczajnych
z dwiema zmiennemi. Niech bedzie réwnanie:

Mde -+ Ndy=0, (14)

gdzie 31 A oznaczaja pewne fankeye zmiennych «, . Wiadomo, ze czyn-
nik calkujaey x powinien spelniaé warunek

o (Mdr 4 N dy) = df,
wskutek ktorego mamy

Bull QuN

: Slz/_ R
czyli
2 eM % 0 Ay
ﬂ[@—}—;t 5 A 3 T
Stad latwo otrzymamy
3log i 2log u aM . eN
N8y, =S DO Y 5
N ST M 5 t W 0. (1)
Oznaczywszy.
2log u 2 log e )
s T 3y 2
bedziemy mieli
dlog u=p, dz -+ ps dy, (16)
o __ By
By T ex
tudziez z réwnania (15)
. M 2N ) -
= Ny —I— Mpy + M - % =0, (in

iom®
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czyli
-, 1 2 1 2N
=N =y ) - 5 =0
Widzimy wige, ze, jezeli przyjaé
S I
21'—;\"3‘1/’ pz’*Tﬁ
1 przypuscié¢ istnienie warunku niezbednego
2 (1 2 2 (1 2N .
wlv ) = sl a) s

‘wtedy czynnik catkujgey u znajduje sie latwo zrownania (16).

Drugi przy-
padek otrzymamy, jezeli rownaniu (17) nadamy ksztalt:

. 1 oA M
—A@+Fﬂ+ﬂ@ %“4=“

T 2y
i przyjmiemy

y— ERY 1 8N
=L M

N ez p‘.’__—*m—aya

opréez tego niezbedny jest warunek

2 (1 2N ¢ (1 22
wlve —slnw) 19

Przy istnienin warunkéw (18) Iub (19) czynnik calkujacy réwnania (14
Jjak widzimy, znajduje sie bardzo latwo. Wogdle za§, gdy wspélezynniki ré-
waania danego (14) nie sprawdzaja zadnego z warunkow (18) Iub (19), moina
zawsze zalozyd

» 1o & 1 6N [

1'1=TE7 (R N Zﬂe=ﬂ% T %

gdzie 2 jest pewna niewiadoma funkcya zmiennych.
‘Rownanie (17) staje sie tozsamoscia bezwzgledna:

LM | B\, 1N | B\ | M 6N __
— N3Gt g Tty —a =
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wamy wiee tylko jedno réwnanie rézniczkowe

¢l e @ & (1 aN & .
o\ T) = %z (Tf o T3 (20)

Fuankcyom p; 1 p, mozna takze nadawaé ksztalt:

__Llau v
="y T

natencza$ koniecznym jest jeszeze warunek

¢ 1 6N _gi)_ ad ( 1 ¢l I'4 1)

W\ v TN TalTwey Tl

Jezeli mozna odnalezé taka funkeyg &, azeby wartmek (20) zostal
tozsamosciowo spelniony, lub tez taks funkeya ¥, azeby sprawdzal sig
warnnek (21), natenczas czynuik calkujgey réwnania (14) bedzle wiadomym.
Znajomo$é calki zupelmej réwnania rézniczkowego (20)Iub (21) jest tu
zbyteczna, gdyz tak funkeya @ jaki ¥ powinny sprawdzaé tozsamosceiowo
jedno tylko rowpanie (20) lub (21), a do tego zupelnie wystarczy znajomosé
jakiejkolwiek calki szczegilnej. Gdy M i N w réwnaniu danem (14) maja
ksztalt fankeyj wymiernyeh, natenczas udaje sie rozwigzaé nasze zagadnie-
nie, kladac zgéry obrang postad funkeyi @ Ilnb- ¥ i uzywajac takich Sposohow,
jakie wylozylem w wzmiankowanej na wstepie pracy.

§ 3. Dla zakoticzenia rozprawki niniejsze] zastosujemy metode podo-
bng dla znalezienia calki zupelnej réwnania ruchu ciepla w kierunku jednego
tylko wymiaru. Rdwnanie wspomniane ma ksztalt:

o m &1 o
R vl )
Zalbzywszy ’
ou du
5)7 =1, Z,;,? =15,
mozna réwnanie to napisaé tak
oy Gy
Yo =m | AR b
Ya ( oe U e 1 (
Opréez tego bedzie
du =y, dz 1y, dt, ()
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tudziez znany warunek

by + Sy . _ayf |

6t ot

(d)

Dla y, 1y, mozemy przyjaé nastepujace wartosei:

= at+ay ot 4 g 34 a0’ a0 4-a, 82+ agli? +ate4-agday ,

o = Br+-byat+b, 0302+ by b2+ Dyt 4 byt F D,

Przyjmujac pod uwage ostatnie zwiazki, z réwnai (b) i (d) latwo otrzy-
mamy:

p=mat, b o=man,, by =4da;m - awgm

by = B + atym, by = 2uym - atym ,

by = ama,, b, = qma,, b; = 2ma,; + ama; ,
b, = ma; + awma,, b, = ma, - amay ,
ay = 12qm, @ =6am, a = ma,, a, == 2agmu1.

Dla &, b;, b., by 2 rownan powyzszych wyplywaja wartosei

by = am*a,, b, = 13am%, , by == 24mq; + 6am2a, ,
b = 6mPa, + 2amiay .
Widzimy wige, ze ksztalt funkeyj # 1y, bedzie nastepujgey:
Y= at + aprt + @’ + ap® + ay @ F magt? 4 12mate® 4+ 6mayte
+ 2mazt + @,

Yo = maiu + magyet 4 (dnay, + ama,) ' 4+ (3ma, + matg) &2
+ @mag + ma,) @ + mlaagt? + 123mam, iz

- (24nday - 8miaw) o + (Bmiay + 2man,) ¢ + ma, -+ nad, .
Majge wartosei na v, i y,, calkujemy réwnanie dokladne

gmer= @it (dy — y de — y, dt) = 0

i otrzymujemy
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it

3 0',42 24 24 2dmiz  24mt
e = —-{l*-i—%l— 1207, 2z, 24 -+ )

&% 324 2L S
— Tt +12mA - 12t + — P
Gand

@y 2
a

(.r? +2i3+ =+ Qmi)
o (o3

. 207 Gr 8
BRI 74 [
7f_ﬁ(.ru‘.iw_lu__,_;_—2-1-67127.‘;34—
a \ a a- a’

J+

a
| Gy _1_) .
T (50 + mE
stalyeh dowolnych jest w calce powyzszej szesé: ¢, a, oy, a,, g, Uy -
Prostszy bedzie ksztatt calki zupelnej z piecioma stalemi:
w=¢, (z*+423+ 1222+ 242+ 12m*2 4 12miz?+ 24dmiz+ 24mt)
+ ¢ (23432 6o+ 6miz -+ Gmit) + ¢, (22+20+2mb) + c e + ¢y .

Taki sam sposéb calkowania mozna takze zastosowaé do rdwnania ru-
ruchu ciepta w kierunku trzech wymiarow.

Ptock, dnia 25 listopada 1894 1.

0 ROWNANIACH POLA E‘LEKTROMAGNETYGZNEGO.

Wi, GOSIEWSKIEGO.

Tredeia pracy niniejszej jest sposob ustanowienia réwnan pola elektro-
magnetyczrego, w przypadku ogéinym, t. j. gdy sic osrodek odksztalea i po-
rusza (zmienia), Mniemam, ze sposob ten jest dog6 Scisty, prosty i jasny; na
pomyst zad jego wpadlem, studynjge wielki traktat Ma xwella o elektry-
cznodel I magnetyzmie, oraz dzielo Poincare go p.t. ,Surles oscillations
électriques®,

Sposdb ten polega:

a) na fakele stwierdzonym doswiadczalnie, ze w odrodkn niernchomym,
sita elektromotoryezna pradu zamknigtego jest proporeyonalna do pochodnej
wzgledem czasu strumienia indukeyi magnetycznej, przenikajgcego pole ogra-
niczone tym pradens;

b) na okredlenin energii elektrycznej, energii magnetycznej i ciepla
Joule-Peltier; craz

¢) na okresleniu istoty odosobnienia pola elektromagnetycznego.

§ 1.

Bedziemy oznaczali przez X, T, Z i L, M, N skladowe prostokatne si-
1y elektryczne] i sily magneryeznej, w punkcie (z, ¥, 2) odrodka w chwili 1
aprzez eiu wspilezynniki przenikliwosci elektryeznej i magnetycznej.
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