0 OZNACZENIU UKLADU ZASADNICZEGO DLA DANEGO
OBSZARU GATUNKOWEGO FUNKCYJ ALGEBRAICZNYCH
ZMIENNEJ .

NAPISAL
F. MERTENS.

1.

Niechaj bedzie dane réwnanie algebraiczne nieprzywiedlne
F=y"+ G @y + G @y—4.. .+ G@)=0,
w ktérem wspolezynnik najwyzszej potegi niewiadomej rowna sig jednogci,
pf)zosFale za$ wspolezynniki sa funkeyami calkowitemi zmiennej x. Kazdy
pxermas_tek tego réwnania bedzie funkeya algebraiczng zmiennej «; ogol zag
wszystkich funkcyj Wwymiernych tej zmiennej i jednego okreslonego pierwia-
stku y nazywa sie wedlug Kroneckera obszarem gatunkowym funkeyj

algebr?jcznych zmiennej . Taki obszar gatunkowy oznaczaé tu bedziemy
przez (5. ) '

Kazda funkeya ¢ w obszarze ® daje sig przedstawié w postaci:

pu— | . PR )
E=To " Y -F1y y°+...+7'7,~3_y"“1,

) Z ,Sitzungsheriehte der K. Akademie der Wissenschaften, IT, Band, V Heft®.
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gdzie 1o, 7(, . « . 71 53 funkeyami wymiernemi zmiemnej z, i ezyni za-
dodé rownaniu algebraicznemu:

t“—l—Elt“—l+R2f’“—i+"'+R"=0’

ktére otrzymujemy, przyrownywajac do zera rugownik funkeyj F ()it — ¢
wzgledem y; w rownaniu tem wspélezynniki B, B., ... R, sa fonkeyami
wymiernemi zmiennej @. ‘

‘Jezeli w szezegilnodei wspolezynniki te sa funkeyami calkowitem
zmiennej %, to ¢ nazywa sie funkeys algebraiczng calkowits tej zmiennej
Funkcya ¢ jest zawsze algebraicznie catkowita, jezeli wspotezynniki 7y, 7. .
a1, Wystepujgce . w jej przedstawieniu jako funkeya catkowita ilosei y nie
przekraczajgca rzedu m—1-tego, s3 funkcyami calkowitemi zmiennej i
Lecz moze ona byé algebraicznie calkowita I przy wspélezynnikach
utamkowych #,, 7y, . Oznaczeuie wszystkich funkeyj algebraicz-
nych catkowitych obszarn gatunkowego @& nalezy do najwazniejszych zaga-
dnien nauki o funkeyach tego obszaru. Kronecker I} rozwiazal to zaga-
dnienie przez wskazanie tak zwanego ukladu zasadniczego, t. . takiego
ukiadu » funkeyj calkowityeh algebraicznyeh w,, w,, . . . ®, obszarn ga-
tunkowego &, czyniacych zado§é warnnkowi, aby wyrazenie

g1 og Tt ge oa -+ go o2
dato nam wszystkie mozliwe funkeye algebraiczne catkowite w ® i tylko te
funkeye, jezeli za g, ga, - - . g» podstawiamy wszystkie mozliwe funkcye
catkowite zimiennej a.
Wskazemy tu postepowanie, ktore pozwala nam zbudowaé uktad zasa-
dniczy obszarn gatunkowego & jedynie przy pemocy réwnai Jiniowo-jedno-
rodnych.

oo Pyt

Niechaj

e =r+rny+nyt.o ey
bedzie pewng funkeya algebraiczna catkowita, gdzie y jest pierwiastkiem. ré-
wnania F () = 0; . fa- 2a$ oznaczaja funkeye wymierne zmien -
nej x.

Toy 7. -

) Kronecker Usber die Discriminante algebraischer Fuuctionen einer Varia-
beln, Crelle’s J. t. 91, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Funetionen
einer Verinderlichen, tamze t. 92. Dedekind-Webher, Theorie deralgebraischen
Funetionen einer Verdnderlichen, tamze, t. 92. Hensel Theorie der algebraischen Fune-
tionen einer Verinderlichen und der algebraischen Integrale, tamze, t. 109.
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Niechaj ¢, z, w oznaczajg zmienne, F, (f) iloraz

F() —F(2)

—

F () =

3

D i Dy — wyrézniki fuukeyj F (8 i F{,), © (1) — rugownik funkeyj
F@), FlE)+e@F Oy,
6; () zas—rugownik funkeyj
Fz), 1—Dyg*(@)F2{)u
wzgledem 2. Poniewaz zakladamy, ze fimkeya @ (y) jest algebraicznie cal-
kowity, wspolezynniki zas pojedynezych poteg zmiennej z w F(2), F, @)
D, sg funkeyami calkowitemi zmiennyeh & i ¥, praeto i wspélezymniki rugo-
wiikéw @ (u) i 0, () sp réwniez funkeyami calkowitemi., Poniewaz nadto,
wedlug wzoru interpolacyjnego Lagrange'a wspitezynnik przy « w O ()
rowaa sig D o (3), przeto O (u) jest postaci:
BW=D-+DpBHutgud+...

-gdzie g oznacza funkeya catkowita zmiennych i £,
Toczyn © (Du). O (— Du) jest rugownikiem funkeyj

F(2),  F ()P~ ¢ (o) B (1) D* s
. Jezeli zwazymy, ze wyréznik D jest postaci
D=D, F'(z)2+ HF(z)
gdzie H jest funkeys calkowity zmiennej z, ze wiec skutkiem tego:
F' (2 — ¢ () F2 (£) D u? = F* (2)* (1 — Dy ¢* (2) F? (1) DuY)
— H¢? (2) F () Du2 F (2,
to powyzszy iloczyn moze byé uwazany takze jako ragownik funkeyj
F@), PP (=0, ¢ () B (i) Du)
irozpada sig na rugownik D? funkeyj
' F), F (o
oraz na rugownik 8, (Du’) funkeyj

F(z), 1—D, ¢ (2) F% (t) Dul.
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Jest wiec
0 (Du) .6 (—Du) = D* 9, (Du?).

Poréwnanie wspolezynnikow przy «2 w tej tozsamosei prowadzi do zwiazku

2 D3g - Dt g ()= D3y,
lub
D ¢? (f) = 29—,

gdzie przez g, oznaczyliSmy wspélezynnik przy v w 6 ().

Wynika stad, ze D @? (f) jest funkeya catkowita zmiennych 2 i¢ Je-
zell wiee (* oznacza kwadrat stopnia najwyzszego wzgledem 2, bedacy dziel-
nikiem fankeyi D, to @ ¢ (i) i @ ¢ (f) musza byé funkcyami. catkowitemi
zmiennych ¢ i f. ‘Warnnkiem wiec koniecznym, by funkeya ¢ (i) byla al-
gebraicznie calkowits jest, aly :

Q"o, Q"lv LR an'—l
byly funkeyami catkowitemi zmiennej a,

Mozna ten warnnek wyrazié inaczej. Jezeli nazwiemy fiunkeya alge-
braiczng catkowita w zmiennej x podzielna przez funkeya M tejze zmiennej

wtedy, gdy % Jest algebraiczng catkowita, to funkeya
Qp="y +Tlyy 4Ty ... lyoy !

musi mie¢ za wsphlezynuiki 7y, Ny . . . Ty funkeye calkowite zmiennej 2
1 by¢ podzielng przez @. )

Zadanie oznaczenia wszystkich funkeyj algebraicznych calkowitych ob-
szaru gatunkowego (5 sprowadza sie do oznaczenia wszystkich funkeyj

o+l y -+l . oo g 1

ze wspblezynnikami calkowitemi Jy, %y .. . Jia—r, podzielnyeh przez dana
funkeya calkowita zmiennej . .

Forme liniowo-jednorodng
f=a o FoaaF .. a2,

zmiennych @y, @, . . . @, nazywaé bedziemy calkowita, gdy jej wspétezynniki
Gy, Ggy + o . @ty 88 funkcyami calkowitemi zmiennej #. O takiej formie calko-
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witej / méwimy, ze jest przedstawialna w ,sposéb calkowity“ przez inne ta-
kiez formy zy, 2, . . . 2., jezeli

/.f:gl <1 +§’: AR '—!'!]”4 Sy

gdzie gy, g2, . . . g 58 funkcyami calkowitemi zmiennej z. O ukladzie form
calkowitych linjowo-jednorodnych zmiennych oy, 2, . . . 2, mowimy, Ze jest
przedstawialny przez drugi takiz ukdad, jezeli wszystkie formy pierwszego
ukladu dajg sie przedstawié w sposob catkowity przez formy drugiego. Je-
zeli uklad form § daje sie przedstawié w sposéb calkowity przez uklad &, ten
zas uklad w podobny sposob przedstawié sig daje przez trzeci uklad 5", wte-
dy ukiad 8" przedstawié sie daje w sposéb calkowity przez §.

Jezeli w ukladzie /,, /; . . . /. w funkeyj calkowitych liniowo-jednoro-
dnych zmiennych @, 7y . . . «, znajduje sie n form liniowo-niezaleznych t. j-
form o nieznikajaeym tozsamosciowo wyznaczniku, to mozna zbudowaé uklad
n form  catkowityeh liniowo-jednorodnyeh i, v, ...y, tychie samych
zmiennych, majgey nastepujace wlasnogei: .

1. Kazdy z obu uktadéw daje sie przedstawié przez drugi w sposib cal-

kowity. .

2.y, zawiera tylko zmienne 2y, o, ... % 1 jest postaci:

WE == Gy &y - ity .. —!—lb’n.- fs

Jezeli taki uklad istnieje, to mamy tozsamosei postaci

Yn==ty fr+asfo+...Fanfn,
Li=4d v+ By, +...+ Ly,
fo=dywp+ Boys ...+ Ly,

fm=duypr+ Buvs+ ...+ Luya,

w ktoryeh @, @, ...y, ... T, oznaczajy fonkeye calkowite zmien-
nej 2. Jezeli wybierzemy w tych tozsamoseiach wyrazy majace za ozynnik
%, 1 oznaczymy wspotezynniki przy «, w funkeyach /i, fo. . . fu, w, przez
Lis by 1, Cusey to bedzie:

=l a,F+bLa+...+1ua,

ll = L] Can lg == Ly Cppe oo

lli! = Lm Can
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) Z tych réwnan wynika, Ze ¢,, musi by¢ najwiekszym wspolnym dzielni-
kiem funkeyj 1,1, . .. L., ktore nie mogg wszystkie znikaé tozsamoSciowo;
funkeye zas ay, @, . .. @, stanowia rozwigzanie réwnania

Loz 4152 +... T+ L Za = Cy (1

skladajace si¢ z funkeyj calkowitychzmiennej .

Odwrotnie, jezell ¢, jest najwigkszym wspilnym dzielnikiem funkeyj
holy - lu, 238 ay, 4y . .. a, jednem z rozwigzai w funkeyach calkowitych
rownania (1), wiedy uklad form w., £/, 42" . . . £, okreslonych przez ré-
wnania .

»
Yo =y fy g fo b A [,
l

No="Ff— =y,
Cun

l
fm’ == fm — Y
Cun

ma za wspolezynniki funkeye calkowite zmiennej ,idaje sig przedstawié
W sposéb calkowity przez uklad plerwotny /i, /s .../, ktéry odwrotnie
Jest przedstawialny w tenze sposdb przez ukfad wa, /{\ 7 o o oL TW .

Gdy n=1, wtedy £, /) . . . /.’ znikaja tozsamogciowo i mamy uklad
zgdany y, == ¢, o, .

Gdy przeciwnie % > 1, to pomigdzy formami 7/, /' . .. /w, zawiera-
Jjacemi tylko zmienne a,, @By . .. da—y, musi znajdowaé sie n—1 form liniowo-
niezaleznych, gdyz w przeciwnym razie wklad 7' £y .. . /' dalby sie wyra-
7i6 przez muiej niz n—1 form, uklad zas /£, /s .. . f» bylby, whrew zaloze-
nin, przedstawialny przez mniej uiz # form. Oznaczmy wspotezynniki - przy
Zu—y W formach i, fo' .. . fo' DrZCZ Ky, By . .. Kew, ich majwigkszy wspdlny
dzielnik przez i1 u—1, jedno zas z rozwigzan rownania

Iy 2y + kg Zy + e Fn Zn == Cn-1 n—1

w funkcyach calkowitych zmiennej » przez by, b5 « » + by 1polézmy
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paa =0 Al b

1 ' Fy
/.1 =/1 - Y1 s

Cn—1 n—1
, T
L=/f'— —— Y1,
Cn—1 n—1
75:1
A L o e
fm '——fm Cn-t m—1 Yt
to otrzymamy uklad form calkowitych v, /1%, /2" . . . fu', ktory daje sie
przedstawié w spos6b caltkowity przez formy /', ' - . . /%', 1 odwrotnie ten

ostatni uklad daje sie przedstawié podobniez przez pierwszy. Wtedy i ukla-
dy form

wu [ F e T
WPy Y1 11y [P

sg przedstawialne jeden przez drugi w sposcb calkowity. Jezeli zastosuje-
my to samo postepowanie do form £,", £ . . . fu", o ile 2> 2, ibedziemy
je stosowali tak dtugo, dopéki nie dojdziemy do form tozsamoSciowo znika-
jaeyeh: ™, £ fu®, to otrzymamy uktad form calkowitych
Way Wa—1 - - - 4, Dosiadajacy zadane wiasnofei 1.12
Mozna takie sprawié, aby wspolezynnilki zmiennej @ w funkcyach
Yitie Yite, - - -y Die dosiegaly stopnia funkeyi ci.  Jezeli bowiem formy
Wi, Ws - - .y, Die spelniaja jeszeze tego warunku, te niechaj plerwsza
7z nich, ktérej wspolezynniki stanowia wyjatek od tego warunku, bedzie forma
p, iniechaj ¢, bedzie pierwszy pomiedzy wspétezynnikami zmiennyeh

"o

Ty, Lys . . . vy Wtej formie v, ktérego stopien dosiega stopnia funkeyi -

¢ ub jest od niego wyzszy. Niechaj ¢’ bedzie reszta pozostajacg po po-
dzieleniu ¢, przez ¢ i niedosiegajaca stopnia wspélezynnika c¢; potézmy
e = gtz + €. Jezeli forme vy, zastgpimy przez v, — gy, to nowy
nklad i pierwotny beds wzajemnie przedstawialnemi jeden przez drugi
w sposéb calkowity. Lecz nowy uklad ma nadto wlasno§é 2. i spelnia o je-
den wiccej warunek niz uklad v, v, . ..y, z pomigdzy n ﬂ;i)— Warun-
kow, aby wspolczynnik zmiennej a; w 1w, nie dosiegal stopnia wspélezynnika
o, gdy ¢ >T. Stosujge to postepowanie, o ile bedzie potrzeba, do otrzy-
manego ukladu i powtarzajac je w miare potrzeby dalej, dojdziemy najwyzej

n—I1 . . s
po n ~—(-—)——) krokach do ukladu form z zadanemi wlasnoSciami.
& “
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Zadande. Niechaj

fi=rmtraytry®+ .o dm oy,
fo=ry +rpy+ray 4+ ... rmyt,

fn = ¥ny + Tng Y + e ?/, + oo "{’" P YT,
beda danemi funkeyami algebraiczaemi catkowitemi obszaru gatunkowego &,

liniowo niezaleznemi to jest spelniajacemi warunek; ze wyznacznik ntworzo-
ny z ich wspélczynnikéw,

Xy T o T,

nie znika tozsamosciowo; niechaj M bedzie dana funkeya calkowita zmiennej
2, nie majaca wspélnego dzielnika ze swa pochodng 1f'; niechaj dalej P
oznacza ogélnie iloczyn s funkeyj szeregu fy, fo - . . fa, albo jedne z tych
funkeyj lub wreszeie jednosé, stosownie do tego, czy s>1, s=1 lub s==0.
Przyjmijmy, ze suma X P, wartosci sprzezonych P, odpowiadajacych n
pierwiastkom réwnania F (y) =0, dla wszystkich mozliwych iloczynéw
P, od s=1 do s=n jest podzielng przez M¢s, gdzie wykladniki u;, up. ..
.+« tn 53 liczbami calkowitemi, nieujemnemi, spelniajacemi dla wszystkich
wyzej podanych wartogei s warunek:

M B
sgl L.

N

Oznaczmy wszystkie funkeye calkowite uy, 1y, . . - %, zmiennej =, dla kto-
rych funkeya algebraiczna calkowita

f=wfi+wulod. . +wlfs

jest podzielna przez M.
Jezeli ntamki

b ta

Trge
s wszystkie réwne jednosei, to wyrazenie

wfitwfat. o fa

FPrace mat.-fizyezne, t. VI
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dla kazdego dowolnego ukladu funkeyj calkowitych w,, wy . . « tha zmiennej &
jest przez M podaielne i funkeye wy, ty . . - %a pozostajg nieoznaczone.
Jezeli bowiem

C, C ... 0
oznaczaja funkeye symetryczne elementarne, za$

Sy Sy v o S

sa 1 pierwszemi sumami potegowemi  wartosci sprzeZonych jednej ktirej-
kolwiek z funkeyj fi, fs - - - f» 0p. funkeyi f;, to C; dajesigprzedstawiéprzez
fankeye S, 8, . . . 8., jako suma wyrazéw postaci

6 8% S .. . S,

gdzie o, ay . .. as 3 liczby calkowite nieujemne, czynigce zado$é réwnanin

a + 2+ ... F now=r.
Wyraz taki jest podzielny przez M w potedze

gyt Foapm=ag+2u+... Fna=r,
gdyz Si, jako suma X P, wedlug zalozenia, jest pedaielna przez Mewr=M*.
Poniewaz tedy M~ dzieli kazdy z wyrazéw zachodzacych w C. a wiec i samo.

C., jest wige —Z—u,‘- dla kazdego 4, a stad i funkeya

S TTE TRy

jest algebraiczng calkowity dla kazdego ukladu funkeyj catkowitych w,, u,...
... U, zmiennej x.
Jezeli za$ przynajmniej jeden z mamkéw

Hon
m

dzie z tych nlamkéw najmniejszym. Jest wtedy ’:} ;" <1, m>1, a we-

Jjest od jednosci mniejszy, to niechaj

, przy mozliwie najwiekszem m, be~

diug zatozenia

o W X
17

3 N

wolF
IA
IA

B P Py
10 0y =1

icm
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Jezeli
¢, G ... 0

oznaczajg funkcye symetryczne elementarne n wartosci sprzezonych funkeyi
fin, to przedstawiajgc je za pomocy funkeyj S, S, ... S., otrzymamy
G, jako sumeg wyrazéw postaci

[4 SI“’ Sga, v Syt

gdzie oy, ay . . .

ay 88 liczby calkowite nieujemne, czynigee zadodé ro-
wnanin

a, + 2a; +- .
Taki wyraz jest podzielny przez M w potedze

v o, =mr.

T S T ST -y o

Poniewaz zas$
allul—l—ag,uf,—}m..—|—a,,p,.=ﬁ1‘~a1+%‘“—.2ag+...+ %.nan

= 2. na)

= m
2 rlu'mv

to M jest dzielnikiem kazdego z wyrazéw zachodzgeych w CY, a wige
i samego C/. TFunkeya f/ jest wice dla kazdego ¢ podzielna przez Mem,
a stad iloczyn Py podzielny przez Mowm. )

Jezeli f jest jedng z funkeyj szukanych, to M jest dzielnikiem funk-
cyi fr, Mrtem dzielnikiem iloczynu f» P, Wtiedy za$ suma S wartosci
sprzezonyeh funkeyi f P, musi byé podzielna przez M%, gdzie ¢. jest naj-
wigkszg liczbg calkowits zawarta w ﬂf&%ﬁ’ﬁi .
Aby tego dowiesé, przyjmijmy, Ze

Lyy Loy oo v o Ly Tudt o v o Lan

a3 ilodci nieoznaczone w liczbie mn, za$

ich funkeye symetryczne elementarne;

Gy, Oy« « + On
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funkeye symetryczne elementarne n nieoznaczonych

Py, By o o o Tns
dalej .
. Gy Oz - « - Omn—n

takiez funkeye pozostalych nieoznaczonych

Loty Tugz -+« Tound
wreszceie
Tyy Ty o+ - Tn

takiez funkeye ilodci

Ly, L. L L Xy,
Funkeya
0 = & +x2+ s Fa
czyni zado$é réwnanin algebraiczunemu
6 — Ty a1 4Ty 6™ — ... &= Ty=0

stopnia

__mm (mn—1) (mn—2) . . . (mu—n-1)

N 1.2.3...n ’

w ktérem wspélezynniki I7, I ... sg funkeyami calkowitemi ilosel
Ji 72« - 3 Iy jest funkeya jednorodng wzgledem a, #; ... stopnia
Jezeli pomyslimy, ze w réwnaniu tem wyrazono iloei xy, xo - - . Drzez
6,09 -+ .1 0/, 65 ..., to rownanie stanie sig tozsamodciowem wzgle-
dem o, 6, . . . o'um—n 1MozZna te ostatnie ilosci zastapié przez wspdlezyn-
niki ileczynu

(Zm—‘l +(l‘1 Zm—-z_’_mlEzm—B_l__ = _{_wlm—}) (zm—l +$2cm—-2 +m?9 Z?}z—:’)_‘_m_l_x?m—‘l) Ve

e (_an—l +.’£,,Z’”’H + mnﬂzm—?._i, .. _!_m“m—1) .

Wychodzi to na to samo, jak gdyby$my funkeye xy, x5 + - + Xmu Za-
stapili przez wspotezynniki iloczynu
Jm'—xlm) (Z’"—-LEQ"’) ... (2’”*%1/") p— Z’"’L—Tl zmu‘l __.:_ 75 Z”"‘"2 —_— . ~ T .

‘Wtedy funkeye I7, I, . . . przechodza na funkcye calkowite ilosci 7y, 73...70
lub na zero, stosownie do tego czy ich skazniki sa podzielne lub niepodzielne
przez m; mamy wiee toZsamosciowo:

icm
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0¥ 4 Hp 0,V + Hyp 0¥ 4 ... 4 Hy==0,

gdzie H,, oznacza funkeya catkowita ilosei 7, 7, . «
razéw postaci:

. 7, 1 sklada sig z wy-

CH* % ... T,

ay ~+ 20 + .

Jezeli w miejsce @, @y . . . %, podstawimy » wartosci sprzezonych
f P ipolozymy dla skrécenia m—-sum =1, t0 7, 7, . . . 7, stana sig funk-
cyami catkowitemizmiennej z, podzielnemi odpowiednio przez M*, M*, .. M,
a stad H,, jest funkeya catkowits podzielna przez M, ktérej mozna daé
postaé B, M; bedzie tedy

S¥ + B, M» §-m - By M S 4L = 0.

przy warunku
o+ ne, = 7.

Jezeli przez p oznaczymy najwigkszg liczbe catkowity zawarts w % , Drzez
T najwiekszy wspolny dzielnik funkeyj Si M2 i polozymy

§=1T8, M =1TL,
to bedzie:

SON + B1 Mi—mp I SON—M + Bﬁ Ma—2mp T 2m SON—EM __I__ L..=0

Funkeya L musi byé stopnia zero, gdyz inaczej mialaby z funkeys &
dzielnik wspélny; S jest wiee podzielue przez M?. Poniewaz dalej M jest
dzielnikiem funkeyi S,¥, gdy 4> mp, wyréznik za$ funkeyl M nie jest
zerem, wieec M jest dzielnikiem funkeyi S;, M2+ dzielnikiem funkeyi S.

Niechaj » oznacza kazds liczhe szeregn 0,1,2...mn—1, ktéra czyni
zados§é warunkowi

m—1 Hon
—“m_—_[.v m prir 2 0.

Miedzy temi liczhami musi sie znajdowaé liczba m—1, gdyz

a1, M = Ml
T n—1) 53 = b = m =0

Jest tedy:

mtvpmt+m—1 ot §2m—1 + M1 toa < 2

O o1 = m m 41

m—1+vpn

— >0
m fott

Oy = Myt >
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stad wynika:
=14 1.

Suma X f P, dla kazdej z szukanych funkeyj f i dla wszystkich mozliwych
iloczynéw P,, odpowiadajacych pojedyhczym liczbom », musi byé podzielna
przez Mte41, Poniewaz f jest postaci:

U fy e fot oot tnfus

to wspélezynniki funkeyj wy, 4 ... u. W X f P s3 sumami X Py,
a wiee wedlug zalozenia przez Mer+1 podzielnemi, Mozna przeto napisaé:

1
mzfﬂ:a161—1—1;22@-[-...4-1;,,%

gdzie Iy, L, . .. L, oznaczajg znane funkcye catkowite zmiennej z; wszy-
stkie za$§ wyrazenia

Ly wy Ly ug + .o o -+ Ly un

odpowiadajgce wszystkim mozliwym iloczynom P,, musza byé przez M po-
dzielne. Jezeli znajdziemy wszystkie funkcye calkowite zmiennej a2, ktére
to sprawiaja i oznaczymy odpowiadajace im wyrazenia u; fi s 5 . ..
S Ua [u DrZEZ [, to szukane funkeye f znajdnja sie w kazdym razie pomie-
dzy funkeyami f.

Niechaj wy, u, .. . 1, bedzie jeden z ukladéw funkeyj, dla ktérego
wszystkie wyrazenia I, w, -~ Ly 4y -~ . . . =+ L %, 53 podzielne przez M
i niechaj

wo=g + G M
s Gy M

%y
Uy = 8 + Qu M
gdzie 81y 83 «» « 5, Sgresztami funkeyi wy, 4y ... %, wzglgdem dzielnika A
stopnia nizszego nizeli stopien dzielnika.
Bedzie tedy
Liwg+Liwy ...+ Loty =Ly s+ Lys, ...+ Lys,
T+ M (L @+ Ly @+ ... 4 Lu Qu),

wszystkie zatem wyrazenia Ly s, -+ Ly s, ... L, s, musza byé przez
A podzielne. Aby wiee otrzymaé wszystkie funkeye Uy, Wy oo« Uy, trzeba

icm
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tylko znale$¢ wszystkie fankcye catkowite s, 5, . . . 5, stopria nizszego niz
funkeya M, i dodaé do nich dowolne funkeye catkowite zmiennej =, podziel-
ne przez M.

‘Warunki konieczne i dostateczne podzielnosci wyrazen Ly s, Ly sy+. .-
.o Ly s, przez M daje znany uklad réwnaf liniowych jednorodnych na
nieznane wspétezynniki funkeyj s;, s, ... s,. Réwnania te posiadaja albo
Jjedno rozwigzanie

e 8=0
albo jedno lub wigeej rozwiazan liniowo-niezaleznych

s s .. s,

" "

8" 8 RN
e e e g
rozwiazanie ogélne daje sig przedstawié przez nie w postaci
Sl:'-_"p’s]_,"*-_p”s”_]—"‘

=0 +p"s"+ ...

sa=p 8 +p's"+ ...
gdzie p', p” ... oznaczajy stale.

‘Wszystkie przeto funkeye u,, u, . . . u», dostarczajaceszukanych funk-
cyj f, sa zawarte we wzorach

= @: M; (=12...m)
lub ewentualnie we wzorach

= QM-‘ps+ps’ ...

gdzie @, Q,. .. @, oznaczaja funkeye catkowite dowolne zmiennej . Kla-
dac wiec:

(I=1,2...4)

Mf = &, M=y ... Mf,=&,,

i w razie potrzeby

s ik ot 8 o= Paga
31” fl +32"7‘; + o e + er” fn = —@n-(-g
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mamy we wszystkich przypadkach szereg funkeyj
By, Dy ... Dy
przez ktére wszystkie funkcye £ wyrazaja sie w postaci:

7=91§1+9?¢2+---+“/ﬂ¢ﬂ

w ten sposéb, ze ¢y, ¢, . . . g, 8 funkeyami catkowitemi zwiennej . Ponie-
waz funkeye £ mozna uwazaé zaformy liniowo-jednorodne funkeyj £y, /... fu
funkeye 2, 2, . . . &, sg liniowo-niezaleznemi, mozna zatem wedlug 3.
oznaczyé n funkeyj liniowo-niezaleinych ¢y, @, ... @., ktére sg formami
liniowo-jednorodnemi funkeyj @, a wiee i funkeyj fi, fo . . . fa, Przez te zas

funkeye ¢ dajg sie wszystkie funkeye £ przedstawié w postaci:

/—'=771%+772‘Pz+---+”n99"

w ten Sposob, Ze vy, v, . . . v, 83 funkeyami calkowitemi zmiennej .
Jezeli okreslimy liczby

! ! !
o

tak, by us = 1+ e Iub = p, stosownie do tego, czy s—1 nalezy lub nie
do liczb »; jezeli Py oznacza ktorykolwiek z iloczynéw zlozonych z s ro-
waych lub réznych funkeyj szeregu @y, ¢ . .. g, albo tez jedne taka funk-
cya lub wreszcie jednosé, stosownie do tego, czy s> 1, s=1, Inb s = 0,
to suma X P/ wartoscl sprzezonych od s=1 do s = n jest podzielng przez
M w potedze u's. Albowiem X P rozpada sie na wyrazy postaci g2 P,
“gdzie g jest funkeya calkowity zmiennej « i jest podzielng przez Mws = Mus ,
jezell s—1 nie nalezy do liczb ». Przeciwnie zas, gdy s—1 do tych liczb
nalezy, wtedy

-P’v-l-l = @, -Plv
i X P,y vozpada sie na wyrazy postaci g 3 g, B, gdzie g jest funkeyy
catkowits zmiennej 2, i zas oznacza jedne z liczb 1,2...n Wszystkie te
wyrazy sg podzielne przez M w potedze 1wy = py1q, poniewaz wedlug
powyzszego X g, P, ma tg whasno$é. Précz tego, dla wszystkich skazni-
kéw s od 1 do # jest

’

Be o #
s = 1 =
Jezeli mianowicie 4 = 0, a wiec takze Uy =g ==, = p, =0,

wtedy sm=n, wszystkie liczby 0,1,2...n—1 nalezg do liczb », skad wy-
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nika py==1; lecz jezeli u,=1, to 0 nie nalezy do liczb », i wtedy u, vo-
wiiez = 1. Nalezy wiec okazaé tylko, ze f;—‘ =<1, co wymaga dowodze-

nia tylko w tym przypadku, gdy s—1 nalezy do liczb ». % okreslenia liczh
wynika wszakze

m—1 V
i + m <1+,

s =
a wiece
| Mopr =1y S 1.
Znalezligmy przeto uklad fankeyj

Piy Po v <« Puy

majacyeh podobne wlasnosei, jak uklad 7,7, ... f\ leca posiadajgcy zara-
zem t¢ wyzszosé, ze przynajmniej jeden z utamkéw

KoM f

1 2 n

b

Jest wigkszy, %aden za$ nie jest mniejszy od ulamka zajmujacego odpowie-
dnie miejsce w szeregu

M Hon
1 2. n
Jezeli kazdy z ntamkow
By By Ha
17 2 )

jest juz réwny 1, to funkeye vy, v, . . . v, Dpozostajs nieoznaczonemi, i wzor

f=voitvg+ ...+ 0ugn

daje zupelne rozwigzanie zagadnienia. Jezeli zad nie wszystkie z tych utam-
kéw s réwnemi 1, wtedy funkeyj f szukaé nalezy pomiedzy funkcyami

f=v 0 vt .

whedy wskazane postgpowanie mozna stosowaé do oznaczenia funkcyj cal-
kowityeh vy, v, ..., i powtarzaé je tyle razy, poki nie dojdziemy}do
ukladu funkeyj oy, o, . . . w., da ktérego I P, jezeli P, jest iloczynem
s funkeyj tego ukladu, jest przez M podzielne. Wzbr

LT
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[f=thoo+Ho+...Fto,

zawiera wszystkie funkcye szukane i tylko te funkeye, jezel za 4,4, ... ¢4
podstawimy wszystkie mozliwe funkcye catkowite zmiennej z. Funkecye
oy, 0y . . . 0, sa funkeyami liniowo-jednorodnemi form /i, /5 ... /x.

Zagadnienie rozwigzane w N-rze poprzedzajgcym daje nam moznoSé
oznaczenia wszystkich funkeyj

[=l+thyt+hyt. . +hay?,

ktérych wspétezynniki 7y, 7y . . . Iy—1 sa funkcyami calkowitemi zmiennej x
i ktore sa podzielne przez dowolnie dana funkeys calkowits zmiennej .

Niechaj M, bedzie czynnikiem fonkeyi IV o wyrézniku nieréwnym zeru;
polézmy w zagadnienin rozdzialu poprzedzajacego:

fi=L fi=y, i=y* . . . fo=y™*

M= HM;;
otrzymamy wiedy na wszystkie funkeye f° podzielne przez M, wyrazenie:
R X
gdzie t, ¢, . . . {x sg funkeyami nieoznaczonemi zmiennej x; ¢y, @y . . « gu—

znanemi funkeyami linjowo-jednorodnemi form 1,y, y*...y* 1.
Jezeli M, jest réwne N, wtedy mamy rozwiazanie ogélne

Lot e+ .

[=be+tbhe+ ...+t

Jezeli zag przeciwnie G =1, G, G; za§ stopnia wyzszego od zera, to
niechaj MM, bedzie czynnikiem fankeyi @, o wyrézniku nieréwnym zeru; szu-
kajmy wazystkich funkeyj / podzielnych przez 3, M,. Funkeye te zlewaja
sie z funkeyami podzielnemi przez A, , zawartemi w wyraZenin

l‘; 3[1 "i—f_;ﬂ[l T.*.-}-‘l‘nﬂ[l .

Wtedy nalezy polozy¢ w zagadnienin rozdzialu poprzedzajacego

icm
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— P = P - P
fI_MI:fE lul"‘fﬁ M
M=M,

Otrzymamy tedy wyrazenie wyczerpujace
hyr+hyt+ .o by

dla wszystkich funkeyj podzielnych przez M, powyzszej postaci; tu &, f - ..
. . 1, s3 funkcyami callkkowitemi nieoznaczonemi zmiennej 2; gy, ¢y « - - Yn—

formami liniowo-jednorodnemi funkeyj %‘l—, % . %’:. Jezeli wiec po-
lozymy
Moy, =g, Mypm=mn. . =1,
to wyrazenie
by tthat-. - Ftaam

zawieraé bedzie wszystkie funkeye f podzielne przez A %Ll?. .
Postepujac w ten sposéb dalej, dojdziemy do-wszystkich funkey] f po-
dzielnych przez N imajaeych postaé
f=t%0 Fht ..t
gdzie %, ...9, s3 znanemi formami liniowo-jednorodnemi funkcy_i
Ly, y2...y~1; zaé t,, & . . . {, sa funkeyami calkowitemi nieoznaczonemi
zmiennej . : ) o
Kladae N=@Q, gdzie @ oznacza kwadrat stopnia najwyzszego, wzgle-
dem 2, zawarty w wyrézniku D, znajdziemy we wzorze

f=thFhd+ ... T b
wszystkie funkeye 7 podzielne przez @, funkeye zas

w—_—-—l- a)=i,2—...&),.='&‘
1 Qa 2 Q Q

tworza uklad zasadniczy obszaru gatunkowego @, odpowiadajgcego réwnaniu
Fy)=0.
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6.
Jezeli w rownanin
F=pyr—+G @y + 6@+ G @) =0

__I__
okreslajacem funkeys algebraicang y, polozymy & = -1—, inajnizszg pote-

g3 zmiennej £, przez ktorg nalezy pomnozyé G (%), aby otrzymac funk-

cya catkowity H; zmiennej £, oznaczymy przez &£, najwiekszg za§ z liczb
catkowitych, zawartych w utamkach

my omy+ 1 my+2 My -1
1 2 3 % !

przez m, wtedy funkcya »=£7 y czyni zado$é réwnaniu nieprzywiedlnemu
G (’1) =g + Ly E1 ﬂn—l + L2y -Hz ,7;:—-2 + . _;_ gnm—my I = () R

jest przeto funkeys algebraiczng catkowita zmiennej £.
Kazda funkcys algebraiczna calkowita ¢ obszaru gatunkowego & prze-

. - 1
chodzi przez podstawienie x = -, Y= ;g; na funkeys wymierng zmien-

nych £14; istnieje wykladnik najmniejszy calkowity i nieujemuy ¢ taki, ze
& ¢ jest funkeys algebraiczng calkowity zmiennej &. ‘Wykladnik ten na-
zywa sie (wedlug Dedekinda- Webera) wykladnikiem funkeyi ¢. Uklad
zasadniczy o, ;... w, obszaru gatunkowego (& nazwiemy ukladem zasadni-

)y [ .
e W ktorych e, e ...e

czymnormalnym, gdy funkcye -f:—:“ .

T
sg wykladnikami fonkeyj o, wy... w., przechodza przez podstawienia
1 . .
&= > Yy = % na funkeye o'y, oy . . . w's, tworzgee uklad zasa-

dniczy réwnania G () = 0.
Niechaj ey, wy . . . w, beda funkeyami danego ukladu zasadniczego ob-
szaru gatonkowego ©; ¢, ¢, . . . ¢, ich wykladnikami; niechaj w: za pomocy

s 1 / . '
podstawienia z = T Y= —%; przechodzi na —— . Aby funkeye o', ;...
s s S

-« 'y tworzyly uklad zasadniczy réwnania & {3) = 0, jest koniecznemiwy-
starczajgcem, by wszystkie funkeye ¢, ¢y .. . ¢ oznaczonego ukladn za-
sadniczego tego rdwnania mogly by¢ przedstawionemi jako formy liniowo-je-
doorodne funkeyj w'; oy .. . o'.
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Niechaj ¢'; przez podstawienie & =—;-, D] :% przechodzi na —z—: s
gdzie @; jest funkeyg algebraiczng calkowita zmiennej 2 niepodzielng przez

z; wiedy jest:

@i = ¢y (@) 0 F+ g @) 03 .. . ga (%) a3

tn g, g2 - - - gn ozZnaczajy funkeye calkowite zmiennej ». Kladge tu
2= —é—, y= E% i mnozac przez &, znajdziemy

1\, 1y, e g L
gz mear (Lot (L)t s (H e

Gdy przeto jedna z funkeyj g (2), g, () . .. np. funkeya g, (x) jest

stopnia wyzszego od e—e;, to &% gi (%) nie jest funkeya catkowita zmien-

nej & o' nie moze byé przedstawiong jako forma liniowo-jednorodna funkeyj
oYy, 'y .. . w',. Jezeliwtym przypadku » oznacza ogélnie stopief funk-
eyl gi, gdy ta nie znika tozsamoSciowo, ¢ jest najwieksza z réznic
vi4 e —e, i ta rvéznica odpowiada funkeyi g,, to wspdlezymnik przy
a7 w tankeyi g, jest rézny od zera. Kladac wtedy

gl g, (—;—) =am+ &g,

gy oy Fgh ot g o=y
znajdziemy

Hoh—E =aqoi oot .t o,

gdzie a, nie rowna sig zern. Poniewaz ¢'ig s fonkeyami algebraicznemi
calkowitemi wzgledem & wiec &4 ¢;— &' jest podzielne przez &, i istnieje
funkeya przez & podzielna postaci @; o'y 4 @y @'y ...+ s o'n, W kbirej
@y, @ . .. 4, Sg statemi roznemi od zera. Funkcye Wi, 0y ... @' tworza
uklad zasadniczy lub nie tworzg takiego ukladu, stosownie do tego, ezy ist-
nieje Iub nie funkeya podzielna przez & poprzednio wskazanej postaci. )

Aby to rozstrzygnaé, szukajmy wedlug 4. wszystkich przez £ podziel-
nych funkeyj postaci:

= ta [ +pr w',y + EEE + Uy 00y,

gdzie wa, ug...w, s3 funkeyami catkowitemi zmiennej &, skazpiki za$
1,2...n, wrzigto w takim porzadku, ze
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e S 0 € .. X6

Znajdziemy

=ty i+hyst ...ty

gdzie &, #, . . . t, 53 funkeyami calkowitemi nieoznaczonemi; w's 9y ... ¢y
znanemi formami Hniowo-jednorodnemi funkeyj o'y @, ... @'». Mozna tym
funkeyom . s . .. nadaé postaci

)
'W’u = Coa Wa,

Y = ¢ o's + cy @,

Uy = G 0 F g 03+ ...+ 0w &',
gdyz w razie potrzeby mozna 'y, w, ... wedlug 3. zastgpié przez inny
uktad funkeyj majacy postaé zadang. ) :

Wspblezynniki €., cgs . . . ¢,» M0gg byE albo stalemi, a wige = 1, albo
= &. Poniewaz &', jest podzielne przez £, przeto:

fos =kavo+ R v+ ...+ kv,

gdzie ka, ks . . . &, sa funkeyami catkowitemi zmiennej . Tu wszystkie
wspblezynniki %;, ktérych skaznik ¢ nastepuje po e w szeregu a,f...»
muszg by¢ zerami i dla kazdego skaznika ¢ bedzie &=k, ¢,.. Jezelie, = {5,
to o', sprowadza sig do & ’;, To wymaga dowodu tylko wtedy, gdy ¢ nie
réwna sie ¢. Poniewaz y. — ¢.. »'. jest podzielne przez &, przeto

Ye—ta0.=lbkvet v+ ...+ Ly,

gdzie I, 5 .. .1, s funkeyami catkowitemi zmiennej & Tu musza l,...l,
znikaé i otrzymujemy ¢.s = Is ¢35 Poniewaz wolno przyjaé, ze stopien wspél-
czynnika ¢,s jest nizszy od stopnia wspélczynnika css, przeto jest ¢ = 0.
A zatem

Cy=0...Co=0.

Jezeli wige wszystkie wspélezynniki ¢ou, 5 . ... 6 S TOWDE £, tO
w'y, o'y .. 0" tworzg wedlug poprzedzajgcego uklad zasadniczy rownania
G (g) =0, za$§ w;, w, ... w, uklad zasadniczy normalny obszaru gatunko-
wego &.

Jezeli przeciwnie niektére z wspotezynnikéw cuq, cgg - - - G 83 rGWne 1,
to oy 0y ... 0 nie tworzg ukladu zasadniczego. Tiecz mozna wtedy
Z @y @3 ... ®, Wyprowadzié vklad zasadniczy normalny w sposéb nastepu-
Jaey:
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Polézmy dla kazdego skaznika e

Yo = Ceq T2 % (l)a+ Ce3 %~ B g —[—— PN + Wy

Iub y.= w,, stosownie do tego, czy c.=1lub = &. Poniewaz funkeye
w3, @ - . . wn dajg sig przedstawié jako formy liniowo-jednorodne funkeyj
Y1s ¥ + - - Ya, 10 ostatnie tworzg takie uklad zasadniczy obszaru G. Po-

'}
niewaz dalej ., przy podstawienin « — —415—, Yy = —;—7,; przechodzi na 2:;
!
lub (Z,: » stosownie do tego czy ¢, = 1 lub = &, przeto wykladnik przy

v, jest w plerwszym przypadku mniejszy od e,, w drugim réwny e.. Jezeli
wige ¢y, €3 . . . ¢'s 38 Wyk}adnikami funkeyj Wiy Wa o oo Wny 1O

e’l+e’2—]—.‘.+e’n<el—}—e,+...—i—e,.

Jezeli do ukladu zasadniczego v, 1, . .. wx zastosujemy to samo postgpo-
Wwanie, ktére stosowalismy do ey, @, . . . w., to uklad ten albo okaze sig od-
razu jako uklad zasadniczy normalny, albo tes otrzymamy nowy uklad zasa-
dniczy 71, x5 - - - 22, W ktorym suma wykladnikéw jego funkeyj jest mniej-
sza od ¢y €y, ... - ¢.. W ten sposéb mozna postgpowaé dalej i mo-
zna wskaza¢ granicg dla liczby krokéw, jakie uczynié nalezy, aby dojéé do
ukladn zasadniczego normalnego.

Jezeli dla jakiegokolwiek ukladu zasadniczego /y, f, . . . /» Obszaru ga-
tunkowego © utworzymy sume

e = ag(2),

rozeiggajacy sig na wszystkie wartosei sprzezone ilodci ¥, to wyznacznik
A@) = =ty Gy . . < Ban, 7 Wyjgtkiem czynnika stalego, zostaje nie-
zmiennym dla wszystkich ukladéw zasadniczych obszarn @ i nazywa sig wy-
roznikiem obszarn. Poniewaz dla jakiegokolwiek drugiego ukladn zasadni-
czego &y, 4y . . . ¥, zachodzi » rownan postaci:
ﬂi={/ﬂf1 "I“gizﬂ‘i"-:-—!—ginfn; (=13...m)
gdzie g, giz - . . S fankeyami catkowitemi zmiennej =, to wyznacznik n? ele-
mentéw X 9 9, jest przez A podzielny. Poniewaz ma miejsce i wlasnosé
odwrotna, wiee oba wyznaczniki mogs rézmié sie tylko czynnikiem stalym.
Jezeli ay, a5 ., ., 88 wykladnikami ilogei f1 fa - - - a1 jezeli przez
podstawienie z = -2—, y = zg; funkeye 2= f,, a=/,...x% f, przecho-

dzg ma /'y, 'y . . . f's, to mamy
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rfe g ()
> o = (3

2 flo e = E4re ag (%)

Tub

edzie znak sumy rozciaga sie na wszystkie wartosei sprzezone iloéii 7.
=]

4 ] 6 S eyt arfuta )
Wyzndcznik u? elementéw X £ f; jest réwny przeto £ W A ( F ),

a poniewaz musi byé funkcys catkowits zmiennej &, wige
2(a + o+ Fa)=o |
* gale o jest stopief flocc 4 () 0 CALKOWANIU ROWNAK ROZNICZEOWYCH

. g
Jezeli = jest najwieksza liczba calkowity zawarta w 5 to wy- CIASTROWYCE
starczy zastosowaé powyzsze postepowanie najwyzej e —4-e; ... -6 —7 1
razy, aby dojs¢ do uktadn zasadniczego normalnego. visns

A J. STODOEKIEWICZA.

§ 1. Teorya calkowania réwnan rozniczkowych czastkowyel, ktory
podalem w V-tym tomie Prac matematyes.-fiz yez. 1), daje dla wieln rownan
droge bardzo latwa do znalezienia calki zupelnej. Bywajg jednakze i takie
réwnania rozniczkowe, w ktorych metoda moja napotyka znaczne trudnosei
przy rozwigzywanin wielkiej liczby rownat algebraicznycl. Iogodna jest
ona w nastegujacych przypadkach:

Ksztalt ogélny rownania danego jest
F (i ps, o) =X, M)

gdzie strona pierwsza wyobraza funkeya wymierna, o wspilezynnikach sta-
Lyeh wzgledem samych tylko ilogd p,,

Y »0 calkowanin riwnai roimiezkowyel czgstkowych cglluyeh rzpdu 1-go, str.
17 —182,

Prace matem -fizyezne T VI : 9
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