0 WARUNKACH CALEOWALNOSCI DLA ROWNANIA
ROZNICZKOWEGO W PRZYPADKU KILKU CALEK.

PRZEZ

A, J. STODOEKIEWICZA.

Na wstepie niniejszego artykuiu konieczng jest pewna uwaga nad wy-
nikami pracy mojej o zagadnieniu P faff'a, drnkowanej w Comples rendus n,
tudziez w IV tomie Prac matematyczno-fizycznyeh ?).

Dla wspolezynnikéw danego réwnania rézniczkowego z 1 zmiennemi,
w przypadku dwéch calek, wyprowadzilem byt warinki calkowalnosel
w ksztalcie

A1=A2=A3=A4=A5=O’

gdzie A, oznaczajs minory wyznacznika skoénego symetrycznego 5-go sto-
pnia. Po uplywie pewnego czasu spostrzeglem, ze pieé napisanych powyzej
warnnkéw dla wskaznikow 7, k, I, m, » redukujg sie tylko do jednego réwna~-
nia, pfaffinnu:

G L) (ymy )y — (G L) oy ) = (4o, 1) Gy k=20,
w ktérem znaczenie symbolu (g, o, 7) jest wiadome, (12).

Rownanie ostatnie jest bardzo fatwem do dowiedzenia; nalezy tylko na~
pisaé wyznaczniki A; w postaci rozwinietej i odnalezé wspélny dla wszyst-

1) CXV, 1892 p. 592—595. 2) Str. 56—62.
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kich dzielnik. Taka wiasno§é minoréw wyznacznika skoSnege symetryczne-
go jest bardzo zaslugujacs na uwage 1 bedzie niezbedna w pracy niniejszej.
Réwnanie rézniczkowe z 2 zmiennemi

Xydey + Xy dzy 4 . .0 F Xyde, =0,
jezell n == 7, moze posiadaé tray calkii w tym przypadku wspélezynniki X,
powinny ezynié zado$é pewnym warunkom.

Celem rozprawy niniejszej bedzie wyprowadzenie tych warunkéw. Daj-
my, ze réwnanie (1) posiada trzy catki
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fo @y, @9y e ooy @) =0, F=129)

tudziez, ze calki napisane sprawdzaja odpowiednio trzy niezalezne wzgledem
siebie réwnania rézniczkowe

Ay Aoy + Aip dwy -+ - din Az, = 0, =122 (2)

czynigce zadogé znanym warunkom:

94ss o4, 24, 24 4, Rlis
Ay (9—-’/:— - _‘—) + 4 ('—,;—t — ) —+ 4 (T — ——) =0. 3

Oz, oz, oz, 2

Pomiedzy wspotezyunikami réwnan (1) i (2) istnie¢ powinna zalezno$¢

A+ Adsp + Aoy =0 X, F=1,2...,m) (4
gdzie a jest nieznana funkeya zmiennych.
Oznaczmy

Aoy -+ Asp = T, (3)
wskutek tego bedzie -
Ap + Yr=ua X (6)

Pomiedzy ilosciami da,, A5, I ¥, mozemy napisaé zwigzki, ktre wia-
dome nam sg z dowiedzionych wiasnosci wspolezynnikéw réwnania ksztalta
Y, day - Ty dwy .. Y daw =0, (@)

w przypadku dwoch catek; mianowicie: )

[k, 1, m] Ay — [4, L] Aee + [, 5om] Aoy — [4,F, 1] Ao =0,

[kl 7] Aoy — [6,1,7] Asg—F[4,kr] Asg— [ 8,1] 4oy =0,
[Ty, #] Aoy — [iym,#] Ao 4[58, 7] Aom— [BF,m] day =0, (8)
(2, m, 7] Aoy — [dym, v} Aoy - [5,5,7] A2m— 1[4, lym] As; =0,

[, e, 7] Asg — [Ty, o] Aoe = [, 7] Ao — [T, m] A= 0.
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Znaczenie symbolu [o, 6, 7) jost

3y, °¥,

J+ (5 aw@) - ®

Wiemy takze z warinkéw calkowalnosci w oméwionym wyzej przypad-

ay, oy, Y, Y,
foor] = To (S — 5] + T (5 — 5,

ku, ze, rugujac ilofel Asp 2 ukladu (8), dochodzimy do nastepujacego rowna-

nia pomigdzy samemi ilogeiami Y,:
k4] [Gmer]—[h ). [kym, ][4 mr] G K ] =0.
Tym sposchem, majac rownania (3) i (10), mozemy utworzy¢ taki ukiad

Avs Quy + A1y Qp + Ay Qu = 0,
Arg Qe Ari Qui 4 Aim Qg = 0
Ari Qur + Arp Qri + Air Que=10
Asi Qs -+ A Qi + 4i1s Qi = 0
Asi Qm + At Qi+ 41w Qu =0
Avi Qo - Ay @Qri + A1r Qu =10,
0
0
0

(10)

7
E]
)

]

Ari Qs 4+ Ay Qi A 41 Qu =
Asi Quet Ain Qrs + Air Qin=
Arg Qums = A1 Qi + A1 Qo=
Ary Qr - Asp Qe + Ay Qr = 0,

(L] - o] — [ir] - [Ranr] + (] . [Gha] = 0,

1

L]

(1)

[EkLs] . [ams] — [ds] - [kms] 4 [ms] « [Gks] = 0,
[Lms] . [irs] — [ims]. [brs] + [mps] . [hs] =0,
[kms]. [irs] — [ims] . [Ers] 4+ [mprs] - Gs] = 0,
[kls] - [irs] — [ids] . [krs] -+ [rs] - ksl =0,
[hms] - [krs] — Dems]. Ors]l [mprs] - [kls] = 0,

gdzie dla krétkosei wprowadziliSmy oznaczenia

aAl,a

841
2% '

0%,

Qx,b _

(e b=14 K Lim, 13}

W ostatnich szeSciu rownaniach uktadu (11) zamiast ¥; nalezy pod-
stawié .
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=ad; — 4y,

(J=d&kbm s

i wskutek tego wartosé symboléw bedzie

[0, 07) =~ aX, Qoz — 0X; Qrp — 0X, Qpo - 02 (0, 6, 7)

— 4, (aa X, %a X,) . (Ea X, % XQ) e (aa X, 2 X,) ,

oz, ox, o, 2z, 2z, )

gdzie symbol (g, o, 7) 0znacza:

(000 =X, (Z‘i’—%)J{-Xu(iX‘ -t x (?&—fé). (12)

x4 °x, 2, 2z, 2,

Poniewaz ostateczne réwnanie, ktére otrzymamy jako wypadek rugo-
wania ilogei @ z ukladu (11), nie moze by¢ zaleznem od funkeyi a, wige dla
watwienia rachunkéw mozemy przyjaé ¢ =1 we wszystkich symbolach
[Q’ 0, I]'

Azeby z ukladu (11) wyrugowaé wszystkie floSci Qus mozliwie naj-
prostszym sposcbem, nalezy z dziesiecin poczatkowych réwnan ukladu (11)
wy le&czyé Qk,l y er,m, Qk,r, Qk,“ Ql.m, Ql,r: QI,?, Qm.r, Qm,s, Qr,s i Otrzy‘
mane stad wartoSei podstawié w szes¢ pozostalych réwnan tego samego
wkladn. Po dokonanin wszelkich redukeyj, rugujemy pozostate ilosci @
z wspomnianych wyzej szeSciu réwnai i jako ostateczny wypadek otrzymamy
réwnanie postaci:

{ @m,s) . (kprs) — (Byms) - (Lrys) - (myrs) « (els) } Az

—{ (m.s) . (i) — Gmys) . (4rs) +- (ms) . (4,8) 3 Aux

+{ (kjms) . Gyr,s) — (Gms) - (k) + (mys) - (Gk,8) } Au

~ L (Ls) . (r8) — (ihs) - (Ryr8) -+ (rs8) - (Fe,8) } Aim

+{ (1) . (Gmys) — (@1,8) « (kymys) 4= (Lmss) - (4k,8) } Asyr

— { (kL) . (Gamyr) — (Glr) - (epmg) 4= Gymyr) . Gler) § Aie = 0

(13)

gdzie symbole (g, 0, r) maja znaczenie (12).
Woprowadziwszy dla krétkodei nowe symbole

(97617157‘;’) = (6{5:9") . (9157‘?) — (em9) - (0551‘?’) + (115#7) . (9:0:99) 1
napiszemy uktad podobnych réwnan, jak (18), dla siedmin wskaznikéw
i,k 1l,mst

w nastepujacym ksztalcie:



GUEST


4 A. J. STODOBKIEWICZ.

Ay Blmgs) — A (Bhmrs) - Avg Glinggs) — Auw (G1175)
+ 4s, Gledoms) — Asg Gllmr) = 0,

Ay (Blmgt) — A (GLmgd) + dalikmat) — Aim (e t)
- Aiy (GRImg) — A @GR lmg) =0,

Ay (lansh) — dip Glinst) -+ Aig (GFmst) — Aiw (GRS,
A Ay (kI mE) — Ay (35 Lms) =0,

Asg (Blrst) — Avg (Glrs0) —F A (@rsl) — Air (Gkls)
- Ay (B yt) — Aug (Zhlrs) =10,

Ay gty — A (G ,s,t) + Aim (G750 — Ay Ghmst)
4 Ay GRmag) — Ao Glgmrs) =0,

Az Q) — Ay (Gmpst) + din ('Z,l,'r,s,i) — A, @hmst)
-+ Ay (Glmgg) — Aag @lmgrs) =0,

Ay Umgrst) — Avg (Bngrst) -+ Agn Bl — Asy (Bylmgs)
A Asy (Rlamad) — Agg Blmgyrs) = 0.

Azeby dalej wlatwié pisanie, uzyjemy oznaczei:

(14)

(k,l,?)l,)‘,é’) =y, (i,l,m,r,s) =0, (’5,76,17'1,7',8) = Uy, (iakalai’vs) = Oy,

Glelms) = a;, (Gllmp) = a5, Elmrl)=p, @hmnt)=ps,

(€3k11,,’r7t) bl [3)3 k) (’iik'll’rﬁt) = ﬂ4 k) (i3k121”l7t) = /353 (ZCﬂl,n/l)Slt) = 7,1 7

(i9l37)ly'5‘:i') =72 (i,k,ﬁl,é‘,ﬁ) =73 (‘Z‘,]{,Z,S,t) = Vi (ksly7‘as!t) = 61 k]

(i,l,?',s,f) = 62 3 (iaka?.7sat) = 63 ’ (k,m,r,s,t) = &, (z',m,r,s,t) == &g,

(Iyrst) =14 .
‘Wyznacznik ukladu (14)
Opy — Oy 03, = Oy, Az 3 — Qg 0

ﬁl"_“ﬂﬂ: .637_;341 /)):'n 01 — O

Y1 T V2, PTss T V4o 0: /351 0

W =

611 _623 631 0’ "-_'741 ﬂ4: — 0| = 0,7
€1y " &g,y 01 63’ Vi /5‘3’ — g

M1y O: —= &,y 62:—"721 ﬁﬂi_aﬁ

0, Ny &, 617'—'/17 /311_0’1

©
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jako skodny symetryczny nieparzystego stopnia, jest zawsze tozsamosciowo
rowny zeru. Oznaczmy minory, odpowiadajace elementom pierwszego wier-
sza wyznagzmka. W, przez T, W, ..., ., natenczas wedlug znanego
twierdzenia bedzie
A A dyy i din i Ay dyer iy = W W W W W, 0 W, T;
Poniewaz jednak, jak to latwo zauwazyé, taki sam unklad (14) istnieje
i dla wspélezynnikow dwdch pozostalyeh réwnadn (2), wiee tez bedzie takze

Aot Ao dggr domi oy Aot sy = Wy I W W WLt Wt T,
tudziez

Agwt opr Aog Ao duy s gt Ao = Wy Woo Wy W, Wit 1,0 Wy

Wiemy jednak, ze wspélezynniki réwnan (2) nie mogg byé nigdy wzgle-
dem siehie proporcyonalne; wynika stad wniosek, Ze koniecznem jest

W= Wy=Wy=W,= W, = W= W; =0,
czyli po skréceniu pozostanie jeden wspolny dzielnik

B1ys0s—PiyyBst Prysea—Pay1 85 fays O —Ba7 8t 7102 Paye01 + Peratin 15)
"’,34?’152'f‘ﬁﬁ’aﬂ“'ﬁﬁ'a’h'5'1"35’3152*/335351‘1'43553’11 =10.

Réwnanie ostatnie ma ksztalt pfaffianu i przedstawia warunek calko-
walnosci, odpowiadajacy wskaznikom i, k1, m,7,s,¢. Podobnych warnnkéw
(15) dla wspélezynnikéw rownania (1) mozemy napisaé tyle, ile jest kombina-~
cyj n liczb po siedm.

W przypadku, gdy réwnanie (1), przy # =9, posiadaé bedzie catery
calki, znajdziemy podobuie:

e lanr i) d; — @lmrstw) Ar - (Glmrstu) i -- Gkl rstu) Am
4 (35 hangs tae) Ay — (bt Ak bingr,su) 4 — @k lmrst) 4, =10,

gdzie symbole, napisane we wspolezynuikach, oznaczaja pfaffiany ksztattu
(15) z odpowiednia zamiang wskaznikow.

TUklad ostatni bedzie sktadat sig z dziewieciu rownad, ktdre tatwo na-
pisaé. Tak naprzyklad, dla drogiego réwnania zastepujemy w DOWYZszem u
przez v, dla trzeciego zamieniamy u przez v, tndziez ¢ przez w it. d. Wy-
znacznik takiego nkladu bedzie tozsamofciowo rowny zern, a minory, odpo-
wiadajace elementom pierwszego wiersza, zréwnane do zera, dadza po skré-
ceniu warnnek catkowalnosei w ksztatcie pfaftianu.
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Na zasadzie rozwazanych dwoch przypadkéw wypowiemy twierdzenie,
e wogole réwnanie (1), w ktorem n = 2k+1, moze posiadaé & calek. Wa-
runki calkowalnosei przedstawiaé sig beda w ksztateie funkeyj Pfaffa, kid-
re otrzymamy po skréceniu odpowiednich wyznacznikéw stopnia 2k, zréwna-
nych, do zera.

O sposobach calkowania przy istnieniu warunkéw (15) poméwimy w je-
dnym z nastepnych toméw Prac matematycsno-fizycenych.

Plock, dnia 17 lipea 189% roku.
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ROZWAZANIA POROWNAWCZE 0 NOWSZYCH BADANIACH
GEOMETRYCZNYCH. 9

PRZEZ

FELIKSA KLEINA.

7.4 TPOWAZNIENIEM ATTORA PRZEEOZYL %)

S. DICKSTEIN.

Pomigdzy pracami ostatnich lat pie¢dziesigein W dziedzinie geometryi
pierwsze miejsce zajmuje wydoskonalenie geometryl rzutowej.  Zdawalo si¢
poczatkowo, jakoby zwigzki, tak nazwane metryczne, nie nadawaly sig do
traktowania za pomoca tej geometryi, poniewaz nie pozostajy niezmiennemi
przy rzucie; w nowyeh wszakze czasach zdotano ite zwigzki ujaé z rzutowe-
go punktu widzenia, tak ze obecnie metoda rzmtowa obejmuje cals geome-

") Program ogloszony z okolieznogei wstapienia do fakultetu filozoficznego ido se~
natu Uniwersytetn w Erlangeun w r. 1872,

[M&j ponizszy powtérnie tu przedrokowany program byt juz przed niedawnym czasem
ogloszony w przekiadzie wioskim i francuskim (Annali di Matematica, serya II, tom 17,
1890, przektad p. G. F ano; Annales de ' Beole Normale supérieure, serya III, tom 8, 1891,

. przektad p. Pad ) **). Wprowadzitem tam w pewnych miejseach poprawki, ktére awi-

docznitem za pomocy nawiasow [—]. Te poprawki, zachowane i w przedrukn niniejszym,

*) % tomu 48-go dziennika ,Mathematische Annalen®, 1893,
*% Preekiad anglelski p. M. w.Haskella ogloszony zostat w ,Bulletin of the New-York Mathematical
Society®, t. [I, 1893, 8. D.


GUEST




