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To znaczy: wartosci y iy 83 takze granicami y
) ;W granicami bezwzglednych wartogei
kazdego z dodajnikéw a, . 2= funkeyi f (), jezeli tylko n tak obrano, ze

n>m - ain - =m, m' ’
-+ P>M =Gy a=w,m — 1, 1, -2 .. —m,

We Lwowie, w styczniu 1894 r.

0 WYRAZENIACH SYMETRYCZNYCH Z WARTOSCI FUNKCYI
mod. m.

NAPISAL

‘WLODZIMIERZ LEWICKL

Rozwazanie funkeyi symetrycznej

f@+rf(a)+/@e) + ..+ (@),

gdzie f(x) przedstawia funkeya analityczng o elemencie P (x), zbieznym
w kole |z| << R; @, ey, @&y . . Tem— 8§ WartoSciami argumentu 2 w wierz-
chotkach m-boku foremnego; 1, &, &, » . . &a—1— pierwiastkami réwnania
77—t = (), doprowadzilo do godnych uwagi zwiazkéw migdzy ta funkeys sy-
metryezna a teorys pozostatosci (residuéw) Cauchyego. Zwigzki te tak
dla fankeyj wymiernych jak i analityeznych, przy dowolnem m, podal prof.
Puzyna ),

Uogélnimy 1zecz powyzsza, rozwazajac wplerw funkecya symetryczng
postaci: .

37 @) f (e

1) Rozprawj Wydz. mat.-przyr. Akademii Umiej: w Krakowie, t. XXVI, str. 311

. i dalsze. :
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gdzie [ () przedstawia funkeya wymierng Inb analityczng | Pierwiastki ¢ majg te wlasnosé, ze gdy:

2
f(“')=2ﬂ;.11}"; 1=, 2a;0(m0d.m), a4 p=0 (mod. m),
=0

o
m—1 m—1
a W dalszym ciggu rozwazymy ogdlng funkeys symetryczng: 2 g = m 2 e tf = m;
=0 =0

2 e [ o(@en) . .. f (xes,); y<=m, . . . )
w kazdym za§ innym razie sumy te sg zerem.

zwlaszeza w przypadku, gdy / () jest funk cya calkowita wymierna, Ze wzgledn na to, wyrazenie (3) dla m parzysteg o przybievze postac

1. Dla funkeyi /(x) wymi ernej catkowitej stopnia n bedzie: 2 Z f (&) f (ze.) = m? a2 — mad — af, ma?™ — a3, mp» — a3, mat” — ...

T (xeo) [ f (e - f (wey) + o FEaam) ] _ : — @l M — Qg M —_— e — E 2 @y Qpmeg MLE™
+ 7 (wey) L/ (ze) + £ (ze,) <+ ... -+ f(417€::z—1)] ' a < im—ac
+ o ) Utworzmy wyrazenie:
+ £ o) [/ (@) + fze) ..+ F (wew-2) | = 2 E f () £ (2z,) : g—-f—l-(—‘—r(ff;—)f—(fai) = H, (z, m);
1=0, 1,2, ...m -1 . ’ P

(e =1) =0, 1,2, ] Yisn
widoczng jest rzecza, ze dla m parzystego:

Przy m > n istnieje, jak wiemy, zwiazek: 1, - . 7
: H, (2, m) =a% — T {ap - s oo m | L +a?n ]
— 2 B) 2

" [ (re) 4 F (o) . . o f (ony) = mag , o) -
oy ‘ - 17:6—_-1 [0 Gom = Gy Qames =« - < G Gt - Gngs 4 a2 ] (a)
f@eg) +f (o) + ...+ F (Zera) + 1 (ma;,ﬁj o o
s (o) = ma, — [ (Q}ﬁl) . —Ww——l [lbu O =+ G Oam—1 4+ + « -+ aa%;_l a_gzﬂ_‘_l -+ a,%;_l] —_— .

Stosujge ten zwiazek do réwnani P .
‘ ‘ 7o (), otzynamy: Analogicznie dla m nieparzystego: ?)

2 yf(-%'s;)f Te,) = m? a2
3 w) = a?, — e )2 " L
e (@ew) o — [/ (g2 + 1 () 4. . - f(zen—1)?] H, (2, m) = a% — ﬁg—i [ m - 8 Bmez 0o+ Ona Gmp1 |
— B 2
=m? g — S‘ a2 g2 [g2a 1 g _| s 7 om
. cooobge ] a
Tl ®) C et et 0] ®
— o x?,m
D 2 G ap 24P [l et | ext] : — g [0 Gon - Oy Gama s o ] —

1,2
gzo,t,g,...}“<ﬁ

) Dla nieparzystego m odpadng Gy O3m s Bgms - e -

9 Loc. eit, str. 323,
< 2 2 2
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Jak dtugo:
m>n>E(~;ﬁ) s

gdzie ostatni symbol oznacza najwiekszg liezbe catkowit, zawarta. w % , lub

—dn,+1
=0, a a,,.# 0 lub a,,.~1, a%;.l 887== 0, I wtedy wyrazenia H, (z, m)

mniejszg od J;—z, gdy -22 Jest catkowite, tak dtugo ay,=—asm=..
zZawierajg w soble potegi ar gumentu . )
Skoro jednak wykreslimy na plaszezyznie m-bok foremny taki, ze
n<< K (%), czyli, 26 m> 2n,
to wiedy tak w (a) jak w (b) utrzymuje sie tylko wyi'az wolny, czyli
HQ (-'1;7 m)m>2n = ll'vg (4)’
W przypadku granicznym, gdy
m . N
= 5=, awigc m jest parzyste,

mamy:

H, (x, m) = a3 — mii 112_,.;._ @, ezyli

1
H, (x, 2n) = a? —

1 aﬁn .Zz".

Wyrazenie: H, (, Mmosn = a% ostaje sie widocznie i Wted};, gdy:
lim m = oo,

t j- gdy m-bok foremny przechodzi w kolo o rodku z=0.

Wypadek lim m = o stoi w Scistym zwigzku z teorys pozostatosei
Cauchy ego.

‘Widoczna, ze:

+ lim Zf(xa,.) f(ma,,,)

m=w

lim_H2 (2, m) =

2
gfime czynnik T3 Do prawej stronie bierze sig stad, ze przechodzace do m—os
bierzemy w sumie po prawej stronie i dodajnik f @er) f (we) 1 f () [ (es).

Ze zas:
ﬂ .
2 ( 5 )ﬂ.:«, = ’”z]m, wige

icm
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s i -
lim n B, (x, m)=lim éﬂ%&—“—) (@]
Potézmy:
rey = revt s e, == re¥t,

ipomnézmy w (5) po prawej stronie hczmklmmnowmk przez iloczyn
ide . idy , to wiedy bedzie:

Z [ (re¥) f(rev) idpidy

hm H2 (z, m) = lim

m=cw mdei.mdy . i
Lecz
[m d(p] = [mdzp] = 2z, wiee:
Ly 7 NP
lim H, (z, m) = (W) / [ [ (ree®) [ (re¥') @ ‘dqa Lidy

= ( 2155 )2 /L"/‘ (rer?) idg m‘f:‘f (;ﬂgipi)‘-id,f, .

%

Z uwagi jednak na to, ze:

dax

iy = ddep = —

ize
/ f(xe» [/(mm /‘f@ d
A
& in &
otrzymamy:
. . 1 [flz, 72 iim_)]’
tim 7 s, m):[?m. (/) Tlu] =[= res 7] -
Ze 7a$:

lim H, (z, m) = H, (%, M)n > 2a
m=w

wige mamy twierdzenie: . .
Wyrazenie H, (z,m), bedgce Srednig .wartoscfa, z ilo-
czyndéw (amb) -wartosci jednejitejsamej funkeyi catko-
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witej wymiernej f(z) w wierzcholkach m-bokn foremnego,
przedstawia przy m>2n kwadrat sumy pozostatodeci funk-
soi L@
¢yl —~ przy dowolnem z.

2. Przejdzmy teraz do funkeyi analitycznej 7 (x), ktorej element P ()
ma zakres zbieznosel |z| = R, :

Oczywisty jest rzeczg, e i tu

9 e P (ze,)

‘1
H, (z,m)= _—'(_,ﬁ—"‘ %) 4~ -1 [ew e 4 esp 22 ... ], ©
2)

wyrazenie bowiem H, (z, m), jako funkeya symetryczna elementow xe; i ey,
moze zawierad takie tylko potegi argumentu =, ktérych wykladniki ss kon-
gruentne z 0 (mod. m). ) .

Aby ostatnie wyrazenie zbadaé na calej ptaszezysnie, szezegdlnie w wy-
padku, gdy m = co, musimy wyrazenin temu nadaé inng postaé. ‘Widoczng
Jest bowiem rzecza, ze H, (z, m) posiada na obwodzie kola (R) pewng ilosé
punktéw szezegoluych, zalezng od. m.

Cheae zbadaé zachowanie sie tego wyrazenia po za kolem, musimy
H; (z, m) przeprowadzié po za zakres (R). Gtdyjednak m wzrasta bez kot~
ca, wzrasta i ilosé punktéw szezegolnych na obwodzie kota (R), a gdy wre-
szele m-bok przejdzie w kolo, t. j. przy

lim m=oo ,
pokrywa sig kolo (R) wszedzie—ggstamnogoscia punktéw szczegdl-
nych i w ogdlnym praypadku po za (R) wyj§é nie mozna.
Polézmy przeto, zakladajqc_ jeszeze m skoficzone,
=9 @) P (ae))

(2)

to dobierajac takie u, ze od m = 4 DOCZEWSZy, mamy zawsze zwigzek (6),
mozemy polozyd:

1 ,
@ - i ? (z, m), (6)

im =P @a) Pl@e) 5 . 1
I:.Em—.‘(vizﬁJ“ =a%+ BEQ 1 @ (% m)
:)
—+ o _1)+[i ( Lot
s LA C VS w @ — 1@ /u—l)]

icm
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1 1
—l‘[#—_1_1—93(56,/&+1)—7‘P(J‘;#)]+-~-

] “ '
=t eu—) + ¥ 2@ =40,
gdzie
Lﬁ"l——l (mim—l—— {x, A—1)
('r:)'_‘T@.)“) I—1 @, .
Wartosei takiego wyrazenia analityeznego A (x) przedstawiajg, przy
zwiekszajacem sig |z| kolejno wartosei wyrazenia Hm H, (x, m).

m=n

Opierajac sig na rachunkn catkowym, widzimy, ze i tujak dla funkeyj

wymiernych bedzie:
. 1 [ ]’_[ f(w)]”
ll’ri?:flg (o, m) = [—2;2—- J) o drj = (49‘; Res - .
Widzimy przeto, Ze kolejne wartosel wyrazenia analityeznego 4 (z)
R .1

przedstawiajg nam kolejne zmiany wartoSci kwadratu catki T f f—SQ dz
branej po kotach wspélsrodkowych z zakresem zbieznosel. -

Jak diugo pozostajemy w kole (R), tak diugo:

A (x)=0a%,

po za (R) wartos¢ ta ulega zmianie. Na kolach wspélsrodkowych z (R), za~
wierajacych punkty szczegélne funkeyi analitycznej f (x), wyrazenie A ()
traci znaczenie.

Stad wynika: .

Na podstawie funkcyi symetrycznej (¢) mozna zZa-
wsze utworzyéwyrazenie analityczne taksig zachowuja-

, . : )2

ce, ze dla wszelkich |z]=7rma ono wartosé = [,(E;‘ Res f—gc—)]
danej naprzdd funkeyi analitycznej /(z) ).

Gy istniejg takie z, Ze przy |z| = r okazuje sig stale

A (z) = stalej,

1) J. Tannery pierwszy podat przykdad tworzenia analogicznych wyrazef.
Patrz np. Weierstrass: Abhandlungen aus der Functionentlehre str. 102 et sqts. .

Poréw. takze J. Puzyna: Ueber eine methodische Bildung der analyt. Ausdriicke...
(Monatshefte fiir Mathematik . Physik, Wieded. Tom V, str. 67 et sqts.).
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to wiedy w kole (r) mieszezg sig juz wszystkie p{mkty szezegdlne fank- Liatwo sly przekonad, ze:
cyi analitycznej f (), a po za (») dla = skonczonych ani jednego takiego

L, J 7 1 " _om? (=12 — (m2—1) (1—2™)? g
punktu nie znajdziemy. A n—1 7 (ary ) = (1—a™? (1—amt1)2 m(m—1)"
3. Weimy np. szereg potegowy . . )
1 . Jezeli potozymy u = 2, otrzymamy wyrazenie:

P@E@)=14af22+F+...=

zhiezny w kole [z| =1. . 4@ =1— (1 x2)2 +
Fatwo sig przekonad, ze

ot 4 (1—a?)? — 3 (1—a)?
(1—a?)? (1—az%?

. L; 9 (1—w)? — 8 (1—ad)?

3 + ......
1—ad? (1—zxh)2 ]
-H;é (.')?, 172) = plm __I_ [3”1__1_(”1_1) ]9[23”‘ + . .} ( & ) (l x?)
man ktore dla |z << 1jest =1, a dla |z > 1-jest =0 az do nieskofczonesci;
=l—0 {1 + 2am + 8z 4. .}, to wynika juz i ze zwigzku:
} _r m 1 1
Aby ten szereg zesumowac, potézmy: A ()= 11$=§2 @m=1——tg g | =1 ;
2 . . (m_m - ) m=co (C;—m - 1) m=w
tedy: m=4 s 1
wtedy: . 1, g z|<<l1.
14:1-}.24'_}_3&2,_}._453_’_.“ - + :b.YI !
' ) 01 n } z l > 1.

Zcalkujmy ten szereg, to dostaniemy:

4. Przystapmy teraz do rozwazania funkeyi symetrycznej:

’ 3
v=_/ud€=4“—}-c2+§3—]—._..=5—1 :
0 .

i 1= 3/ (we) f(@e) .. fxea); »v>2
2 wige:
) > >
uz%z(llg)e -5 1 . xlz@zAaz.. 3
_ —-(E"‘)z *
Teraz ’ gdzie / (z) jest funkeys calkowita wymierng lub analityczng. Poniewaz suma
' magm ] o powyzsza jest funkeys symetlyczn@ wszystkich pierwiastkéw &, & ... &m-1,
B (m) =1— =1- _L___ wiec analogicznie i tu musi by¢
m—1 (1 mm)2 (m__l) oem ( 1 1) € g
m ) o ~ 3/ (oe) [ @en) - - - @) = 6o A tm 2™ - Com ™ .
i S By . gdzie .
(57’;—1) c co=(v)a0”.
Potézmy:
‘Widoczng jest rzeczs, Ze gdy tu utworzymy wyrazenie:
H, (z,m)=1 .
( + o= 1 @ (z, m), . S S )
to: - ) * H, (z, m) = o s
w(.’/::m)—:_-m__l_.__. ( )

»
1 : y
(ﬁ —_ 1) to: .
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lim H, (z,m) = [2 Res /-‘LL)] = W (@) =4 @)7.

n=w

Przejdzmy do funkeyi catkowitej wymiernej / (x) stopnia ..
Gdy n << m, to podlug (2) mamy:
H (2m) = ay,
gdzie:
H, (2, m) = f (e 4 F (xe) 4 ... + / (ren_i) i

m

Podlug (4), gdy m > 2 n, mamy:
H, (z,m) = a%.

Pytanie zachodzi, w jakim stosunkn maja » i m, przy danem 7, pozosta-
wad, jezeli zgdamy, aby byto:

H, (z, m) = a7, @)
W rozwinieciu: '
= [ evn) flwe) - f(e) =6y b e a™ - o 2 L L
jest:
Cm =2 L g, g, « . . g,

gdzie wszystkie ioezyny w tej sumie. odnoszg sig do rawnych i réznych
Bi B - . . B takich, ze ich suma;

BitBa+ .. F Bo=FEm;

L sg pewne stale ilosci.
W e jest:

ﬁ1+ﬂ2+--'+ﬁ«»=m§

znajdziemy tn pewns ilos¢ dodajnikéw takich, ze gdy w nich po porzadku
bedziemy przechodzili g, g, . .. ., i Wwyjmiemy jakikolwiek znaczek g; .
to w nnych dodajnikach znajdziemy zawsze znaczek wigkszy od B .

Niech mianowicie ¢ bedzie najmniejszs reszty dodatnia ilorazu - ,
v

@ — 7 najmniejszg resztg ujemusg tego ilorazu izauwazmy s wspétezynnikéw
mie, 8 (v—s) wspllezynnikéw Gn-r, to wdodajnikn L (Gmis) (Goe)~

ma byé:

O WYRAZENIACH SYMETRYCZNYCH. 15
m+t Sy M—T
=+ (r—s) = m,
¥ ¥
czyli
t+1
s — =0

Poniewaz jednak ¢-+v=», wiec

o

=7,

Stad wynika, ze dodajnik

(EICE

bedzie taki, ze znaczki jego czynnikéw leza najblizej nlamka —’—;’i ; Ze zad

znaczki te sg catkowite, wige s3 one réwne liczbom catkowitym E (—’:}i) lub

E (—?}—2) 41, gdzie co do E (}:Tz) nalezy zrobié to samo zastrzezenie, jakie-
§my zrobili wyzej co do F (g) W innyeh dodajnikach, ktére nie majg po-

staci (a), musi by¢ bodaj jeden znaczek j: wigkszy, bo inaczej nie spelnitby
si¢ warunek:

Bt fat o fe=m.

Wiystarczy wiec obraé m takie, zeby

n << E ({?—) , (gdy % jest liczba catkowity, to

m o _m
-;z::-v—--— 1), ale juz: n>1’+1,
a wtedy bedzie ¢, = =...=0, czyli:

4

H, (zym) =a; da n< E(m) .

Stad wynika:
Zwigzek (7) zachodzi wtedy, gdy:

m "
—_— <<l —.
v

v+1
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Zapytajmy teraz, jakie ma byén, -aby przy dowolnie obranem m > n,
wyrazenia H; (z, m), H, (2, m), . . . Ha (x, m) jak najdluzej okazywaly sie
stalemi, tak ze o

H, (x,m) = a.
Jezeli ta stalo§é tych wyrazeh ma siggacb az do m, to musi byé:

n < mMm

=
=

n <<

n <

. w|§ m[

e ®

) Gdfbyémy staneli na nieréwnosei przedostatniej, to wynikloby:

N < czyli

17

n=1, wiec:

f@=az+1,
gdybysmy za$ posﬁnQ"Ji sie dalej, to musiatoby byé:

n<<l, czylii n=0, a Wiqc

[ (x) = stakej .

Stsd wynika: Z wyrazeh H, H,, ... H, najwiecej ich, bo
az do Hy (z,m), zostaJe ostalej waltoscl, gdy f(z) jest
funkeyg stopnia pierwszego.

3. Gdy +1<n<

—?— , to mamy taki szereg funkeyj syme-
tryeznych: ' ‘

iom

©
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m—1

2‘ f (wer) = may =Ty (&, m),
=0

2 [ (2es) [ (xe,) = (7;) @2 ==y, (z, m),

E [ @e) [ (wes) [ (2e) = (’g) @ = ly (z, ni),

Z [ (e f(2en) o - f (ae,) = (7:) a; = h, (z, m)

. i
2 I (xen) [ (@) . . e,y ) = (1]_';1 ) @t @ g 22

[ (@en) [ (2es) - F(2e,) = '+ yun 27 - ygn & - ..

@)
Utwirzmy réwnanie:

w” — Ry wt o Dy @t — L+ Dy = 0, czyli

1 ;
W — m ey W ( ) aiun? — L+ ( ) @ wnr

—[( +1) AR S ORT L S ] w4
A [(ZL" =+ v 2™ + .. ] =

to plerwiastkami tego rownania sa wiaduie wartosei funkeyi f (%) we wierz-
chotkach m-boku foremnego, czyli:

Uy = [ (wes).
Réwnanie ostatnie mozna napisaé w postaci:

(u—ay)" — [um=0t) G, 1 (2) w0t Gy, (2) ...
gdzie:

-+ G’" (JE)] = 07

& @ops (F) = g B ogizn 2 L L
A wige:

(u—to)" = w4 @15 (@) + w0t G (@) ...+ Gu ().  (8)

Taki zwigzek zachodzi miedzy funkeyami Ghy1, Goio, « G, ktére
wystepuja w funkeyach symetrycznych od (v+1)-szej poczawszy.

Prace matem.-fizyezne T. VI 2
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Réwnanie (8) moze nam postuzyé do wygodniejszego wyznaczenia funk-
eyi Gy Gopor » o - Gay, & tem samem i funkeyj symetrycznych
Hoyy (%, m), ... Hy (w,m) w przypadkn, gdy H, (2, m) = af dla s=1,2,...».
Gdy w réwnaniu (8) bedziemy kladli za = ze, @=0, 1,2..0-0, to funkeye
Gota . . . G nie ulegng zmianie, a u przejdzie na 4, @=9,..-m=7) t. j. na

1 (wea)-
Jezeli z posréd tych m wartosci wybierzemy m — (v41) wartosei
f(#ea) =t , [ (Zea) =, ... [ (xs“m—,\—{v—]-‘l)) = Un—@p41)

i zalozymy, ze: [ (zes) ==f (#e,), gdy s==1, to kladge dla krotkosci
m — (v41) = p, dostaniemy u takich zwigzkiéw:

W Gogs () 2=t e (8) -+« 1y Gt () - G (0) = [t
4 O () 7 s @)+ 1 Gos @) G 0 = [t
w Gy (#) +w? Gope @+ .o e Gua ) - G (@) = [vp—a,

Poniewaz wyznacznik tych rownan jest: ,

1w w2 . . . w
1oy Wl . . 0w
U= Lo . =II (s —w) == 0,
2
1w W oo u

przeto z réwnan (9) moznaobliczyéfunkeye Gyyr, Ghis,... Gw. Cale przeto
zagadnienie budowy funkeyj symetryeznych z danej a priori- funkeyi catkowi-
tej wymiernej sprowadza sie¢ do rozwigzania ukladu réwnai (9), liniowych eo
do Goya, Ghye, . . . Gm. Charakterystyczng przytem jest ta okolicznodé,
ze funkcye symetryezne H,ia, Hoys, . . . Hn, zaleine od m wartodel
@), f(ze), . . . [(%en1), mozna obliczyé jedynie z m — (»+1) kté-
ryechkolwiek tych wartodei. )
Przy tem zauwazymy:

Gdy: Goyy = Soa (b Ug . o - )
Goyz = Supe (g 1y . o . 1)

Gn = Sn (g 16y« oo ug)

O WYRAZENIACH SYMETRYCZNYCH. 19

88 rozwia_}zaniami réwnaii (9), to poniewaz lewe strony sg symetrycznemi

funkcyami wszystkich ilosei w, u,, . . . Un—1, INUSZG 1 prawe strony byé sy-

metryeznemi fankeyami ze wzgledu na mieszczgee sig w nich  wartosei:

Uy Uy s 1;,4. Stad wynika, ze: Hoa, Hoye, ... B, moina nwazad

za symetryczne (ale nie elementarne) fu 7 o -

kolwiek [m—(»+1)] wartosei fze). ) nhoye kifzyoh
Dolgezajge do réwnan (9), jeszcze réwnanie:

uly, Gt (%) +u-;g_; Cog @)~ o+ At Gy () - G () =[thers—an ",
dostajemy:
| 2 ae 3
! 1w, w ... .. e (U —tay )"
l 1 o wy wd ..., wh (Ug—ay)™
I, .o . . . =0. (10)
l Ty, o oo ey (U — )"

Taki identyezny zwigzek zachodzi migdzy (u—») ktéremikolwiek

wartodciami f (we;) funkeyi / (2).

Lwéw, luty 1804,
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