0 NIEROWNOSCI
g=1a, |

J. PUZYNA.

Gdy dana jest fonkeya wymierna f () nieograniczonego argumentu x,
postaci

F@ =0 o Ftewps P+ . a0 +a ...
. : ot anem, '
.a na okregu kola |2 ==r jej warto§¢ bezwzgledna najwigksza =g, to
wtedy, jak wiadome, zachodzi zawsze zwigzek
g=lal- (1)

Do dowodu tej nieréwnosci nawet wiedy, gdy sié ja chee elementarnie,
‘arytmetycznie (bez pomocy rachunku calkowego) wyprowadzié, uzywa sig pe-
wnych wyrazef granicznych, majacych na celu weiggngé w rachunek wszysi-
Lie punkty rozwazanego okregu kola |z | =7 1).

1) Por. prace Weierstrassa, Pincherlego, Biermanna, Gufz
mera (Math, Annalen1889). Przy sposobnodei poszukiwad moich ,,0 wartofeiach funk-

Prace matem.-fizyczne. T. VL . 1
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W tej krotkiej nocie chce; okazad, Ze takie przechodzenie do nieskoneze-

nie wielu elementdw jest tu supelnie zbyteczne; ze wiee juz i przy skorniczo-
nej liczbie punktow, wzigtych pod uwage na kole (*), mozna podad bardzo pro-
sty a catkiem Scisly dowdd zwiazkn (1).

Dowdd. Gdy &, &, &, ..

. -+ a1 53 wszystkiemi pierwiastkami ré-
wnania 2% — 1 =10, to .

s=cy ... Feha=mn, \2)
gdy ¢ jest wielokrotnoscig dodatnia Inb ﬁjemnz‘t liczby #,, a za§
& =0, (2)

dla kazdego innego i,

Niechze @ bedzie punktem dowoluym okregu kola (r) a n liczby wieksza
od m i, to wskutek (2) i (2) dostaniemy zwigzek

flxe) +F (we) ... F(22,) _

7

Gy .«

3)

Stad wynika nieréwnosé:

| 7 (2e) | i €. 1) |
s +f(w1)zz+ ~+ | f (e IR

#)
Przy dowolnie umieszczonym punkeie & = xs, na kole (7).

) 'Niech punkt x zajmie na kole (») miejsce £
najwigkszej wartosei g na tem kole,

}f(xso)l, {f((lﬁb‘l)],

w ktérem | £ (z) | dosiega.

, to kladae w (4) w miejsce wyrazéw

i1 F (wen—) | wszedzie g, otrzymamy
g=lal,

c.b.od d .

Dzielac £ (#) przez o, dojdziemy z2wykly juziznang drogs do zwigzkow

g=la]r; a=0,41, +2,...

cyi analityeznej na okrggach wspbtirodkowych z kotem zhieznogei Jjej elementus
vrawy Wydziatu mat.-przyrodn. Akademii Um. w Krakowie, ]
watem sig takze tg nierdwnodcia. Lecz i tam—nawet w dzied
uzywalem réwniez wyrazei granicznych,

|Roz-
tom XXTV, str. 311,] zajmo-
zinie funkeyj wymiernych—

O NIEROWNOSCT § == iq, . 3

Gdy z drugiej strony g bedzie najmniejszg z bezwzgleduych wartosci
| £ (x) | na kole (r), to takze bedzie ¢’ << | a, |, a wiee
g=lnlz=g ()

Nieréwno$¢ ta daje gérna i dolng granice bezwzglednej wartosci | 4, | .
Lecz précz tych mozemy jeszcze wyznaczy¢é nieskoficzenie wiele ta-
kichze granic, zamykajacych |a,| w zakres ciasnieiszy; a to w nastepujacy
sposéb:

‘W przytoczonej mojej rozprawie nazywam lewa strong zwigzku (3) Sre-
dni arytmetyczng mod. » wartoSci rozwazanej fonkeyi f(2) w wierzchol-
kach m-boku foremmego (xe,, e, ..., Xea—). Sam taki n-bek nazy-
wam nalezgeym mod. n do punktu o = ze). Z wyrazow | f (z&), | f (xe |,

., | f l#eas) |, zamieszezonych w zwigzkn (4) bedzie — przy jakbadz obra-
nym punkeie » — jeden z nich najwigkszym = y (= g) i jeden najmniej-
szym =y’ (= ¢". Gdy wieec raz w zwigzku (4) za te wyrazy polozymy
wszedzie y, a drugi raz wszedzie ', to dostaniemy zwiazek

y =l = Y )

Stad wynika:

Wartodé bezwzgledna wolnego wyrazu g, rozwazanej funkeyi wymier-

nej f{x) miesci si¢ zawsze migdzy najwieksza a najmniejsza z bezwzgle-
dnyeh wartodei | f (x) |, jakie znajdujemy w wierzcholkach n-boku foremne-
go nalezgcego mod. » (1 > m, n > u') do dowolnego punktu x;
albo:
j @, | jest dolng granica wszystkich najwigkszych |f (z)], a gérna wszystkich
najmniejszych |f(2)|, jakie zvajdujemy w wierzcholkach poszczegélnych
n-bokéw foremnych, nalezacych mod.n (n>>m, n > ') do dowolnego
punktu z.

Gdy [ (x) zawiera wyrazy a..z*, (a z 0), a uwzglednimy funkeya

Z&‘;—) z wolnym wyrazem &, i weZmiemy 2 > w4 ¢, n>m — qa, to naj-

wieksza z wartoscl [ Ilc ‘7(;2 l tak wybranego n-bokn foremnego bedzie = l_;‘l‘; ,
i

!
najmniejsza za$ z nich bedzie = ﬁ Te z wolnym wyrazem @, pozosta-

r

ja — podiug (b) — w zwigzku:

1) Tak w (a), jak w (b) znak réwnodei moze tylko po jednej stromie zastapié znak
nierdwnodei.
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albo
yglaama‘g}/.

To znaczy: wartosci y iy 83 takze granicami y
) ;W granicami bezwzglednych wartogei
kazdego z dodajnikéw a, . 2= funkeyi f (), jezeli tylko n tak obrano, ze

n>m - ain - =m, m' ’
-+ P>M =Gy a=w,m — 1, 1, -2 .. —m,

We Lwowie, w styczniu 1894 r.

0 WYRAZENIACH SYMETRYCZNYCH Z WARTOSCI FUNKCYI
mod. m.

NAPISAL

‘WLODZIMIERZ LEWICKL

Rozwazanie funkeyi symetrycznej

f@+rf(a)+/@e) + ..+ (@),

gdzie f(x) przedstawia funkeya analityczng o elemencie P (x), zbieznym
w kole |z| << R; @, ey, @&y . . Tem— 8§ WartoSciami argumentu 2 w wierz-
chotkach m-boku foremnego; 1, &, &, » . . &a—1— pierwiastkami réwnania
77—t = (), doprowadzilo do godnych uwagi zwiazkéw migdzy ta funkeys sy-
metryezna a teorys pozostatosci (residuéw) Cauchyego. Zwigzki te tak
dla fankeyj wymiernych jak i analityeznych, przy dowolnem m, podal prof.
Puzyna ),

Uogélnimy 1zecz powyzsza, rozwazajac wplerw funkecya symetryczng
postaci: .

37 @) f (e

1) Rozprawj Wydz. mat.-przyr. Akademii Umiej: w Krakowie, t. XXVI, str. 311

. i dalsze. :
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