20 ' A. J. STODOLKIRWICZ.
. %y . ) L 2%y
Podobnie, dla e zamienimy w powyzszem skazniki 1mna 2, dla TN

. . o . 1 %y - , .
zastapimy skazniki 1 przez 8 i nareszcie dla 3 zamienimy skazni-

ot?
ki1lna4.
Dalej, przez poréwnanie wspblezynnikow pray wyrazach podobnych wy-

pada latwo nastgpujacy wktad rownai
@+ + = af,
£+ B B=Fi,
W=,
o By + g Pr+ o By = o By,
a p G vy T dy ¥y = Gy e
By Ba v + By vs = B re- ;

(15

TUklad ten rozwiazaé mozna rozmaitemi sposobami i stosownie do tego
otrzymamy rézne ksztatty catki ogélnej réwnania danego. Tak naprzyklad,
kladae ‘

=y = o = f =y =1,
7s = 3,
pozostale ilosci ay, By, fay us 72> ya Wyznaczymy latwoe z ukladu (15)

i otrzymamy po kilka odpowiednich wartodei dla oy, fa, fay Bas 72y 4
Tym sposobem, widzimy, Ze calka ogélnaréwnania danego bedzie miata ksztalt

N:ZF{ (57 7 C)a

gdzie suma wedlug ¢ rozciagad sig bedzie na tyle wartodei, ile mozna Togdzie
utworzyé niezaleimych wzgledem siebie argumentéw &, 5, £ przy kombinoe-
waniu liezb ay; By, By iy vay i

Plock, dnia 26 wrzednia 1893 roku.
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Uwagi wstepne.

Réwnanie
72 = (24 d?)? — 4 d2a? ®
odniesione do ukladu prostokatnego, lub rownanie
g.o'=r @

w ukladzie dwubiegunowym okresla, jak wiadomo, krzywa Cassiniego,
ktdra,

gdy » = 42 jest jednym owalem (r > d%; a)
, r=4d? , lemniskatg (@ B)
, r<<d® , pargowaléw (r < d?). 7)

Gdy =0, d*>0, mamy parg punktéw (z=-Fd, y=70),
w—=—d, y=20); przy r>01 d=0 koo, ktére w razie 7 ==0
zamienia sig na punkt.

Zauwazmy przy danem d lemniskatg (d), okreslong réwnaniem (1}
iowal (/> d? o tychsamych osiach; zatdzmy

P> 4> @®)

i zapytajmy, jak wzgledem siebie lezg te dwie krzywe?
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Jeden z ich punktdw przecie¢ia sig niech ma wspohzedne biegunowe
o=VITF i p.
Wtedy mamy dla owalu
(@ +d2)? =12 1 4 @' g2 cos? o,
a dla lemniskaty
(0% +d%)? = d* - 4 @2 o? cos? g;
po odjeciu drugiego réwnania od pierwszego, dostajemy

2 (d’é——tl?) (1—2 cos? @) o == #"2 — (/¢
Iub
7’2 — /4

P T
e (AT =) cos 3" )
- Przerobiwszy réwnanie lemniskaty do ukladu biegunowego, mamy
e'=2.d%cos 2 ¢, (=)

a wiee w punkcie przeciecia sig rozwazanych krzywych musi by¢:
7“'2 — dhi
2(d?* — d?) cos?2 g

A2 =

Przy zalozonej jednak nieréwnogci (3) ten zwiazek zachodzi¢ nie moze
a stad wynika

Twierdzenie la. Gdy narysujemy w tym samym ukladzie osi owal
(" > d”) ilemniskate (d) takie, Ze # > d'? > d? to lemniskata miegci sig
calkowicie w owaln, nie dotykajac go nawet w punktach, lezgeych na osi .
W podobny sposéb Yatwo dojdziemy do takich jeszeze wnioskéw:

.Twierdzenie 1b. Gdy mamy narysowane w tym samym ukladzie dwie
lgmmskaty (@), (d) takie, ze d' > d, to plerwsza z nich obejmuje calkowi-
cie drugg tak, ze sig obydwie przecinajy jedynie w swoich punktach po-
dwdjnych. .

Twierdzenie lc. Lemnikata (@) obejmuje calkowicie pare owalow
(r<<dd, gdy d? > g°.

Twierdzenie Id. Owal (v > @?) obejmije pare owaliw (r << d?) cal-
kowicie, gdy d'? > q2. ‘

Z_badag'my, !{iedy dany owal (r > d?) i lemniskata (@) takie, ze d' > d,
przy nieskoficzenie malo réznigcych sie od siebie ilogciach 7, d, &', maja punk-
ty przecigeia. ‘ ‘

: o
O ROZWINIECIACH W ERZYWYCH CASSINI BEGO. 23

Postgpujac analogicznie jak w twierdzenin Ia, uzyjemy réwnan -takich
Jjak (8), (¢) 1 dojdziemy do zwiazku :
7.2 — d4

P = : .
2(d*—d* cos? 2 ¢

Stad wynika

PR
WS 2e=—p@—a

Utamek teh, ktory przy zatozenin r > @2, &> 42 jest juz dodat}lim,‘
musi byé jeszeze << 1. Z tego warunku wyniknie nierdwnosé

"2
o+ @ < 22
Polozmy af*2=d2—{;ez, gdzie ¢* jest ilogcia nieskoficzenie maly, to bedzie
242 - % < 2d2,

skad wynika

Twierdzenie le. Jezeli owal (» > d?) ma sie przeci_naé z Iemn_iskatg
(@), gdy d'>d igdy ilogei 7, d, @ réznia si¢ migdzy soba nieskonczenie ma-
Yo, to, gdy #? = d* -} ¢?, musi by¢ dodatnia réznica

19 2 &
a? —d? << g

Znak rownofcei wskazuje, ze lemniskata dotyka owaln w_punktach j'ego leza-~
eych na osi, a gdy mamy znak nieréwnosei, to cos? 2 ¢ nie potrzebuje dowol-
nie zblizaé sie do wartodel |- 1, tak, Ze w tym przypgdk}l mogy byé punkty
przecigeia nawet w skonczonem oddalenin od wspélnej osi krzywych.

Twierdzenie 1. Z réwnania ¢® = 2d? cos 2 ¢ wynika, %e przez kazdy

dany punkt (o, , ), W ktérym jest
cos 2¢; > 0,

mozna przeprowadzié lemniskate. ' )

‘Warunek ten wskazuje, ze taki punkt (g, (pl? zawsze lezyé must w tych
czgbeiach plaszezyzny (zoy), ktorych punkta blizej lezg osi zx niz osi yy.

Te czesel nazywaé bedziemy: Si T (por. fig. 7).

Twierdzenie lg. Przez punkt (0;» @) lezacy poza §, T mozna zaw-
sze poprowadzié jeden owal przy dowolnem 4. :
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Z réwnania bowiem owalu dostajemy :
r? = (ol + %) — 4 a2 g¥ cos? gy,
albo
"2 — =¥ — 2 g, d®cos¥ o,

To réwnanie spelni sig, gdy bedzie

o
% > cos2 ¢,

a wige zawsze w praypadku, kiedy cos2¢ << 0. Gdy przeciwnie

cos 2¢; >0, to punkt (or, ;) lezy w 8 lub 7', i przezen prowadzié mozna
bedzie owale tak dlugo, péki )

91

2d < .
cos 2 ¢y

Z tych twierdzen bedziemy czgsto korzystali w ciagu dalszych poszu-
kiwan.

Obierzmy na plaszezyziie liczbowe]j zmiennej uieograniczonej x dwa
bunkty a, §; ich odleglosé 2 d = ja—p|, a wige

clz—!a:zv—ﬂl—.

Utworzmy iloczyn (z—a) (x—p) i zaléamy

(@—a) @) =7r; r=0, (4)
to w razie )

o P Jo—B?
P> 02 = I

punkt @, poddany warunkowi (4), porusza sig po krzywej (a),
Gdy

2 lo—A
| r<<d 1 .
punkt @ porusza sig po krzywej (B), a gdy wreszcie

== —-——-—Ia—;ﬂla s

punkt z biezy po krzywej (y).

icm®
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Srodkiem kazdej z tych krzywyeh jest punkt

atf
2 b

v

w =

a punkty a, # sg ich ogniskami.
Gdy punkty o, p przypadajs obaw §rodku w, mamy d= 0 i wtedy
warunek (4) wskaznje kolo

(Te) Je—w] =41y
gdy za§i » = 0, to mamy punkt w:
[—e] = 0. ’
Przy r =10, d > 0 mamy dwa punkty «ipg:
lr—al . Je—pl =0.
Warunek
lz—a . fe—p] <7

wskazuje wszystkie punkty, lezgce wewnatrz krzywej (a), (8), (y) lub kota (k).

Gdy rozwiniecie
[ (@ 0, p)= Y 4 (z—a) c—p) 5)
A=

— o zmiennej = — jako szereg potegowy argumentn (z-—a) (z—p) okazuje
sig zbieznem w obszarze

[t—a. |z—p] <r, (6)
to jest w tym obszarze zarazem jednostujnie zbiesnem i przedstawia, wedlug
tego, czy .

p = lo—=p
< 4

funkeyg analityezng, jednoznaczna, skorczong i ciagly we wszysb'kich punk-
tach wewnatrz krzywej (a), (8) lub (y).. [Znaczy to, ze w otoczeniu kazdego
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punktu 2, , lezacego wewnatrz (a), (8) lub (y), mozna rozwingé f (=, a, f) we-
diug poteg dodatnich réznicy (z—ua,).
Obszar (6) jest zarazem prawdziwym zakresem zbieznoSci rozwinie-
cia (5).
Polozmy
z— a=(x—a) — (a—a),

z— f=(@—0) — (p—0),
gdzie a, b leza w obszarze (6), a wiec '
lo—al Jo—B} < 7,
[b—af Jo—p] << r,

to otrzymamy z szeregu (5) rozwiniecie

Z 4; [(—a) (z—0) — = (a+p—a—0b) + af—ab]* . (7;)
Zalozmy
atf=a+1, @®
polozimy
af —ab=c¢ (L)

i zauwazmy réwnanie
(2—a) (2—p) =,
ktére, przy uwzglednieniu zwigzkéw (a) i (b), mozemy tak napisac:
22~ (a+d)e+ab=0;
pierwiastkami jego s oczywidcie @ ib, a stad wynika, ze
¢ = (s—a) (a—p), (@)
¢ = (b—a) (b—), (c)

albo

i ze wige zawsze jest o] <. i
i ‘Rozwinie;cie (7), jako szereg potegowy o argumencie (z—a) (2—0) + ¢,
jest jednostajnie zbiezny w obszarze

l@~a). @)+ o] <r (8)
a tem bardziej w obszarze

—d =l <r—le], > el ©)

icm®
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‘Wskutek tego mozemy rozwiniecie (7) zmienié na szereg
©
£ (z, @, b) = Z A (@—a): (z—Db) (10)

=0

ze Sciesnionym zakresem sbieznodui (9).

Zakres ten jest ScieSnionym, gdyz — jezeli f (z, a, b) zbiezne jest
w prawdziwym zakresie |z—a . |x—¥ << " — to moze byé # = r, a nigdy
7' << r; obszar bowiem (8) byl juzitak za malym zakresem jednostajnej
zbieznogei rozwiniecia (7).

Zakres (9) jest tu znowu wnetrzem krzywej (a), (8) lub ().

Kizywe, ograniczajace obszary (6) i (9), maja wskutek zalozenia

a4 B =a b ten sam §rodek o = a_—é—_ﬁ . Ogniskami pierwszej sa punk-
ty a, B, diugiej za$ punkty o, b (fig. 1). Proste B, ad!) przecinajg sig

Fig. 1.

w frodku w. Rozwinigcle f (z, o, f) nazywaé bedziemy rozwinigeiem na
odcinku af, a / (z, a, b) przeprowadzeniem jego do odeinka ab.

Ze zwigzkéw (c,), (¢;) wynika dalej, ze im Dlizej punkty @, b lezg pier-
wotnego zakresu (6) tem wigcej |¢| zbliza sie do ilofel r. Zaldzmy to teraz
o puuktach a, b, to obszar (9) mozna przedstawié za pomocg nierdwnosei

le—a]. z—b] <<,

gdzie & jest ilodeig dowolnie mals dodatnig.
Obszar sklada sig tu z dwdch nieskonczenie matych owaléw, otaczaja-
la—0f"
4 31

cych punkty @, b (widocznie mamy tun & << wynika stad
Twierdzenie 1. Obwdd prawdziwego zakresu zbieinoScl rozwinigeia
[ (@, a, f) jest krzywa o takiej wlasnodei, ie gdy zblizamy si¢ do niej dowol-
nie punktami @, b, przeprowadzenie / (, a, ) ma za Sciespiony zakres zbie-
znoéci dwa owale, zblizajace sig do pary punktéw.
1) W catej rozprawie rozumieé bodziemy przez of, ab, ... odeinki, laczgee puunkty
, B; a, b, o nie iloczyny liezh «, B; a,b;...
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Z drngiej strony jest, jak to juz wspomnieliémy, réznica » — |¢|
dolng granic ilodel #/, okreslajacej nieréwnoseia |z—a . Jz—0| << » prawdzi-
wy zakres zbieznodci przeprowadzenia / (z, o, b). Mamy wiec

r— e =< ¢,

Przechodzge od f (%,a,0) do [ (2, a, B), bedziemy mieli naodwrét:
¥ —le| < r czyli

v ==r 4+ |].
Ze zwigzkow tych wynika
r—lel = =<1+ e

Gdy @, b obrano nieskoticzenie blisko punktéw e, B, to [¢]=|¢'| jest
ilogeiy nieskonczenie maty; stad

Twierdzenie Ill. Jezeli odeinek af, a z nim ilos¢ d = ﬂ:&ﬂ znie -
niamy w ciagly sposob, to ilogé r, okreslajgca prawdziwy zakres zbieznosci
przeprowadzen, zmienia sie réwnoczegnie takze w sposch ciagly.

@dybysmy za kazdym razem doszukali prawdziwego zakresu zbieznosei
tworzonych przeprowadzen, doszliby$my podobnie, jak w teoryi szeregéw
potegowyeh, do takiego wniosku:

Twierdzenie IV. Na obwodzie prawdziwego zakresu zbieinogei rozwi-
nigeia 7 (%, a, ) istnieé musi przynajinmnie] jedna para punktéw o, ¥, lezgcych
w linii prostej ze frodkiem e, taka, ze gdy a, b nieskoficzenie do nich zbliza-
my (@ do punktn &, b do punktu U'), prawdziwy zakres zbieznoei przepro-
wadzenia / (x, a, b) zdaza do dwéch nieskofczenie matych owaléw. Takie
punkty o', ¥’ 53 tu, jak w teoryi szeregéw potegowych, szezegdlnemi.

Ze tu punkty szczegdlne wystepujs parami na koficach Srednic krzywej
(o), (By lub (y), pochodzi stad, ze funkeya, przedstowiona jakiemkolwiek rozwi-
nigeiem  f(x, a, B), jest zawsze parzyste  funkeyq  analityczng argumenty
(z—w)=2z. ‘

Polézmy bowiem

—a) (2—f) = [([e—w) + (0—a)] . [([z—0) + (0—p)],
gdzie
(0—a) = — (0—p),

to otrzymamy

/& ap =2Az[52—*m,;4ﬂ)i]l=f(2, +55, -8

icm
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— )2
Gdy o w nierownosci (6) okaznje sig > d?= L'-Zﬁ)—- , widocznie ma-

my do czynienia z jednym owalem i obydwa punkty a, b obraé mozemy takze
w jednym punkcie w. Wtedy z / (z, ¢, f) otrzymamy na przeprowadzenie
zwykly (parzysty) szereg potegowy

P (@-w) = Z by (x—o0f = f (z,0,0).

A=t

Ten, bedge takie uporzadkowaniem rozwiniecia (11) wedlug poteg
argumentu 2%, jest zbiezny niezawodnie w zakresie

{ 22— (Lzﬁ g <,
albo w mniejszym zakresie |
22— @ =7 —d2,
ktory jest kolem
s+ Vr—a2, ()

Kolo to dotyka owalu w punktach przeciecia sie jego z osia drugorzedna
i nie potrzebuje byé prawdziwym zakresem zbieznogci ‘szeregu otrzymayefgo.

Jezeli jednak kolo (g) jest juz prawdziwym zakresem zbieznosci to
wtedy punkty )

1
1

—lg ———
TN
[ [
\ '}“\ @ !]}3 J
N ,4//
S N
B
(Fig. 2).

A= i Vr—d*
T (Fig. 2)
Bew— il
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s szczegolnemi, a na calym zreszta obwodzie tego kota juz takich punktéw
nie znajdziemy; luki bowiem ApB, AgB mieszcza sig calkiem wewnatrz
owalu. _ o .

W kazdym innym przypadku jest prawdziwy promien zbieznosci o zam-
knigty miedzy granicami

Vrtd? = o = Vr—d*.

Tnaczej howiem kolo (o) albo catkowicie lezalohy w owalu, albo calko-
wicie objeloby owal, a ani jedna ani druga mozliwo$é zajé¢ nie moze. (Owa[
przecina of pierwszorzedng w punktach = Vr+d?).

Gdy 7 (2, a, f) posiada zakres zbieznosci, przedstawiajgcy sig jako le-
mniskata Inb jako para owaldw, to nie mozna odrazu rozstrzygngé, czy punkt

ar:a—i_é jest szezegolnym lub nieszczegélnym funkeyi przedstawionej

swem rozwinieciem. O tem przekonaé sig bedzie mozua, badajgc dopiero
sposob, w jaki sie obwod zakresu zbieznodei zmienia, gdy odcinek of zmie-
niamy na inny. Badaé wiec nam trzeba zakresy zbieznodci przeprowadzen
ito z tem wigkszym interesem, Ze tu, odmiennie niz w teoryi szeregéw po-
tegowyeh, wszystkie trzy rodzaje krzywych po porzadku wysigpowaé mo-
ga. Bedzie wiec moze mozliwem z tej rozmaitosci cokolwiek I o punktach
szezegdlnyeh samej funkeyi analitycznej (jej elementu P (z—w)) wywnio-
skowaé. Tem sie teraz zajmiemy.

IL

Rozwinigcie f(z, a, #) niech ma za zakres zbieznodei jeden owal, a pro-
sta, przechodzgca przez ogniska «, 8, niech ten owal przecina w punktach
A', B, nieskoiiczenie blizkich punktéw szczegdlnych A, B. [A4' lezy nie-
skoficzenie blizke punktn 4, B’ za$ nieskonczenie blizko punktu B; punkt w
nie jest szezegilnym].

Przeprowadzajge [ (z, a, ) do odeinka A’ B/, mamy w przeprowadze-
niu /(z, 4', B') ilo§é r zdazajgca do zera, a d = odcinkowi 4' B’. Roz-
winigeie to bowiem ma swdj zakres zbieznoSel, zdazZajacy do dwdch punktéw
(Twierdzenie IV).

icm
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Zmieniajac 1 (», a, §) na szereg potegowy

Y—a) = S b (rayt (12)
P (r—w) E by (2—w)*,
=0 .
mamy tu przeciwnie # >0 i d=0.
Obierzmy dostatecznie maly odcinek ¢ Bi, lezacy na 4’ B io érodkn
W o, to mozemy poloiyé

o =(o-—}—~'y, lBI'z—_g_)——;;_

Uzywajae w (12) raz o, obliczonego z Jjednego z tych zwigzkéw, a dru-
giraz z drugiego z nich, dostaniemy

(@) = (z—ay) (@=p) + 7 (m—p + ).
Tak Vs?yrazone (#—w)® wstawmy w szereg (12) i uporzadkujmy go po-
diug poteg floczynu (z—a;) (x—py), tor znajdziemy.
Twierdzenie V. Rozwiniecie £ (z, a,, §,) jest zbiesne w jednym tylko
owalu
fr—ay| . fp—p] <1y (13)
Dowdd. Promiet zbieznosei » szeregu potegowego jest ilofcia skori-
czong, a d tu nalezace jest zerem.
"Przy dostatecznie matym odeinku a, §, bedzie i d, — a‘:ﬁ L nalezg-

ce do /' (%, a;, By), rowniez dostatecznie male, podezas gdy 7, pozostanie
skoniczonem (Twierdzenie IIT). Musi wige by¢

>4,
co wskazuje, ze zakres (13) jest jednym owalem.
. Poczynajac od ¢, f uwazmy odcinki
u b <up<ap<...<dP,

mieszezace sig wszystkie na 4’ B’ i wszystkie o srodku w . Dingosei
dwoch sasiednich réznig sie od siebie nieskoficzenie mato.
Odpowiednio do tych odcinkéw mamy:
h<dy<dy<<...<<D
i przeprowadzenia
/@, B, [ @B, .-, [ 4 B (14)
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0O ilodci r tylko tyle wiemy, ze ona poczawszy od #; > d; (rozwinigeia
[ {(x, oy, f)) zmienia sig W sposéb ciagly (Twierdzenie I11) i zdaza do zera
dla /(x, 4, B). Wsréd tych zmian musisie wigc gdzie$ po raz pierwszy
okazaé r=d. Przyjmijmy, ze to zachodzi dla przeprowadzenia f (z, a,, f.)
a wiec #, = d,, to rozwinigcie to jest pierwszem w szeregu (14), majacem za
zakres zbieznosci lemniskate.

Przyjmijmy, ze bezposrednio nastepujace rozwinigcie [ (2, amta, fopa)
ma lemniskate (a,4i frsa) !) jako prawdziwy swdj zakres zbieznosci; jej
Tops = py1 jOSt <<, == d, a skutkiem tego, wedlng Twierdzenia Ib, le-
muiskata (a,41 fot) obejmowalaby catkowicie lemniskate (a, ,). Toby
wskazywalo, ze na cbwodzie lemniskaty (a, £,) nie bylo ani jednego punktu
szezegdlnego, a tylko punkt o jest szczegoliym. Lecz to jest niemozliwe, bo
pierwotnym zakresem zbieznosei byl jeden owal.

Przyjmijmy, ze to rozwinieeie ma jako zakres zbieznofci jeden owal
(@vta foys). Wtedy znown weding twierdzenia Ia, owal ten objatby calko-
wicie lemniskate (a, ), co jest takze niemozliwe.

Pozostaje wiec tylko jedna jedyna mozliwo$é, mianowicie Ze (av—1 fuis)
sklada sig z dwéch owali. Lecztakzeiwszystkienastepne zakresy (owte fota)y
beda parami owaléw, jak dlugo istnieje mozliwoéé otrzymywania przeprowa-
dzef majgcych znaczenie. Inaczej bowiem kazda na nowo sig pojawiajaca
lemniskata lub nowy pojedyticzy owal objatby bezposrednio poprzedzajaca
parg owali (twierdzenie Ic, Id), a to jest znoxx}‘u niemozliwe. Mamy zatem

Twierdzenie VI. Gdy rozwiniecle £ (2, a, §) zbiezne w jednym owalu
(a p) jest takie, Ze prosta af przecina ten owal w punktach 4',-B' nieskori-
czenie blizkich punktéw szezegdlnych A, B, lub w samych tych punktach, to
tworzac przeprowadzenia, odnoszace sig do coraz rosngcego af, dostajemy
na ich zakresy naprzdéd pojedyifcze owale, potem jedng tylko lemniskate,
a wreszcle same pary owalow. Te ostatuie staja sie wreszcie nieskoniczenie
male, posiadajac ogniska A', B' (przechodzg przez 4, B, lub redukuja sie do
samych punktow 4, B).

Twierdzenie VIl. Gdy 4, B nie sg punktami szezegdlnemi, ale na pro-
stej 4 B po za tym odcinkiem znajduja sie punkty szczegélue 4,, B, lub
miejsca A’} B’ nieskoficzenie blizko polozone punktéw szezegélnych, to za-
kresy zbieznodel (a §) (o, A1), - - . zachowywaé sig beda tak jak w twierdze-
niu VI, a pary owalow stana sie ostatecznie nieskoniczenie male, redukujac sie
do punktéw A';, B lub posiadajgc ogniska 4, B.

Jezeli o istnienin punktéw szczegélnych na osi af nic nie zalozymy, to
dojdziemy do wnioskéw:

') Dla krotkosei naznaczad bedziemy prawdziwy zakres zbieznosel kazdego rozwi-
nigea f (x, 2, §) przez (a2).

icm

O ROZWINIECTACH ZBIEZNYCH, 33
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Twierdzenie VIl Przepr i iez

X vrowadzenia zbiegzne poczgtkowo w pojedyn
i LT edyn-
;3 251 owalach mogy statecznie az do nieskoficzonogei mie¢ Jjako zakref)s‘;.Z zlfilé-
“ 1skzlme pOJedyncze c?wale_. Zajdzie to wtedy, gdy funkeya rozwazona

8 punxty szczegdlne lezgee jedynie Po za SiT (twierdzenie I, ) w skon
czonem oddaleniu od punktu ¢ . e

Twierdzenie IX. W takich

rzepr zeni 76 nojedvi
owale przejsé raz w lemniskate, o e dzenlach ;s takze pojedricae

apotem w stateczny szereg par owaldw.

- Te t1'ezu]ta’cy przenie§my df) teoryl funkeyj parzystyeh analityeznych
argumentu (z—ow), okreslonych—jak zwykle—szeregiem potegowym P (z—w)
o pewnem kole zbiesmosci (B).

wiler Poprowadimy w t <ole Sredni
przyjmujac, ze A i B sg punktami szczegdlnemis.y Na ejllBk(:)lsiesrlzind;li?unA]f’
o=w+a,1=0—aizwiksnjuy |a| od zera do ¢ 4 — ¢y B Odpo:'j '
medme’ przeprqwadzmﬁa [ (2, o, 7) beds wedlug twierdzenia VI zbiesne na-
samprzéd w pojedyticzych owalach, potem w lemniskacie. wreszeie w dwéch
owalaﬁh, Izd@Zajqcych do pary punktéw 4, B. '

Na emniskate zwrécimy na chwilg szezegolniejsza uwage. j rozpie-
tosé nie moze przechodzié dtugosei AB, ho Wtfdy Wi Wﬁgtl‘zug;ieej ziij’dz(gggs?-
by sn% punkty szczegilne 4, B, Leczi muiejszg od AR nie moze byé ta roz-
p]gto.sé. W takim bowiem razie miescitaby sig lemniskata calkowicie w kole
() ina jej obwodzie nie mieliby$my zadnego punktu szezegblnego.

{Fig. 3).

‘Widocznie zatem lemniskata dotyka kola w punktach 4, B (Fig. 3).

Gdy ja flosé d = —%’— okregla, to mamy

wB=R=V2.4d

Prace matem.~fiayezne T. V. 3
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wiee
¢ im B
Vs

stad wynika

Twierdzenie Xa. Jezeli punkty koficowe A4, B drednicy 4B kola zbiez-
nodci (&) szeregu potegowego (parzystego) P (z—w) maj@ byé szczegllne-
mi, to przeprowadzenie / (z, o, 7) gdzie o, z lezg na 4B iod o oddalone sa

B . - . . R?
0 75 musi byé zbiezne w lemniskacie jx—oq| . |z—| << o5 -
- . . ot R
Nie mozemy przyjaé, aby podobne przeprowadzenia [/ (z, o, 1), 3 =]72___ s

odnoszgee sig do Srednic, kéérych punkty koicowe nie sg szezegélne, byly ré-
waiez zbiezne w takiej lemniskacie. ‘W takim bowiem razie na obwodzie tej
krzywej nie byltoby zadnych punktéw szczegélnych. Ale i w dwoch owalach
nie mogg byé zbiezne takie przeprowadzenia, gdyz taka para owaléw wmieseci-
* laby sig catkowicie w (B) (Twierdzenie I¢). Mamy wigc: '

Twierdzenie X0. Wartnek okazania sig lemniskaty jest nie tylko ko-
nieczny, ale i dostateczny, a wszystkie inne przeprowadzenia f (z, s, 7)
(W ktorych %‘E = 715_—) s3 zbiezne w jednym owalu.

Stad wynika takie prawidlo szukania punktéw szczegélnych szeregn pa-
rzystego:

A, Gdy w kole (B) zatoezymy ze §rodka « kolo (%) ,  narysujemy
waiem rednicg or i przekonamy sie, ze przeprowadzenie f (z, 6, 7) zbiezne
Jest w lemniskacie, to przedfuzona $rednica or przecina koto (R) w punktach
szczegélnyeh 4, B. Gdy przeciwnie zakres zbieznosci tego przeprowadze-
nia jest jednym owalem, punkty 4,B nie sg szezegélnemi. Prawidlo to zmie-
ni¢ moZna na inne nastepujgce: )

B. Gdy przeprowadzenie f(z ¢.7), w ktirem o 7 o dowolnie mala
ilo§¢ wigksze jest od oz, zbieine jest w dwéch owalach, to $rednica or prze-
eina (E) w punktach szezegolych.

Aby zastosowaé twierdzenia VI—IX, zauwazmy rozwiniecie

, 1 —1) (241
(@) f(w,+1,m1)=m=1+%+,w
IR R

zbieine w jednym owalu

(%) 1] . je+1] < 3, (fig. 4)
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na ktérego obwodzie mamy punkty szczegilne - 2, — 2
j y — 25 8§ X
jedyne punkty szezegélne funke e ;3% 10 zarazem

Poléimy, chierajac ¥1 (%) na calej plaszezyznie (),
h=(-1...41),
E=1) @+1) = [e—(141)] . [e+147)] — 1 14y,
to otrzymamy z (a,) rozwinigeie

i y 1 h,’—~1 h :»L_ 1
T D = i e
4

(&)

-3 le—(10)] [+ (1
TI=ap (1‘}‘%“( Sl )

Przeprowadzenie to zbiezne jestw Prawdziwym zakresie

e — (L+8) [ |2 (148) < 4 — (148,

ktirego r =4 — (14 7)%, d2= (1 - 1y?

i ktbry zatem bedzie lemniska-
ta, gdy

d—(1+hr=014+ )2
czyli, gdy sie okaze

h=—1+¥7
Poniewaz__ zatozono he=(—1... +1), moze wiee hyé jedynie
h=—1-4V2. Uzywajac tej wartosci w réwnania (c,), dostaniemy rozwi-
niecie
P18, 1) = 2 (1 22 @2 y

odnoszgee sie do lemniskaty (tig. 4). Ta oddziela pojedyricze owale od sze-
regu par owali w ten sposéb, ze odcinki or mieszezace sig w zakvesie
(—7V2...472) dadza rozwiniseia [ (2, 0, 7), zhiezne w jednym tylko owa-
ln, & punkty ¢ iz obrane odpowiednio w zakresach (—2...—72),
(+72...49) doprowadzg do rozwinigé zbiesnych w dwéch owalach,

Obwod zakresu (b;) przecina of drugorzedng w punktach +V2 1,
— V24, ana calej nieograniczonej tej osi nie posiada funkeya (@) ani jedne-
go punktu szezegdlnego.

Obierzmy

0<h<V?:
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i polézmy
(z—1) 2-+1) = (z—ki) (x+ki) — 1+4?)

to dojdziemy do rozwinigeia

f o4, ~ 1) = g (1 ot
zbieimego w zakresie '
lo? B <34 (1 + 49,
ktérego r =3 4+ (1 +~%2), a d2==1}3.
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Zakres ten mialby by¢ lemniskats w przypadku, gdyby spelnito sig ré-
wnanie .

4k =g
Lecz to réwnanie jest niedorzecznoseis, a stad wynika, ze przy obra-

nych % nigdy nie bgdziemy mieli lemniskaty, ale same pojedyticze owale.
Kladae k =12, mamy rozwinigeie

; T P 1 219 3.1 9
e, +V24, —I’Zz):?(l—{—m g‘ + (@ 75!—2 ) +.1 ) (dl)
zbiezne w owalu
le —V2i| . el 13i|<6 (@)
ktory of drugorzedns przetnie w punktach - VS84, — V84, a of pierwszo-
rzedng w punktach -+ 2, — 2.
Polézmy w (d,)

@ 2= (48 —6,

to dojdziemy do rozwinigcia

—

fl@ V84 —V8)=

L\-;I -

(+522+ S5 ) w

Ty 122

zbieznego znowu w jednym owalu
le+V8i|.le—V8i|<12, (9)

ktéry of drugorzedna przecina w punktach - V204, — V204, o§ za§ pier-
wszorzedng w punktach 2, — 2 it d.

Zalozmy wreszeie h=q % (Jp| > 0) I mieszczace sie W obszarze
|B? — 1] << 8.

Kladae

22 — 1 = (z"—1?) — (1—h),
dostaniemy tu rozwiniecie zbiefne w obszarze
|22 — R <[1—R2].

Obszar ten bedzie statecznie do nieskoficzonosei jednym owalem, gdy
zatozymy

1) < |1 - 12
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Ta nieréwno$é, gdy sie uwzgledni 7 — ¢ e#?, daje warunek

oS 2 ¢ << —— ST

Poniewaz 9* moze byéinieskoriczenie mate, wynika wige stad: Gdy 7 lezy
poza ot =8, oo’ =T, (Fig. 5), dostaniemy przeprowadzenia o samych
pojedyiczych owalach. Przeciwnie gdy % lezy w §i T, dostaniemy naprzéd
pojedyticze owale, potem jedne lemniskate, a wreszeie same pary owaléw az
w nieskoriczono$é, ‘W pierwszym przypadku lezg punkty szezegélne dalej
od proste] %k niz od prostej gg do niej prostopadlej przechodzacej przez 0.
W drugim przypadku 1zecz sie ma przeciwnie.

g,
A hY A/
\\ ‘\\
\ .
~k
\\‘ - ,”
\‘ ”/\’
\ N
\ L \
-2 N )
. -~/ 8 ‘\ /,/’
el RV
d” \\
/,/ \
3 N
/ \ \\2'
g
(Fig. 5).

Aby mie¢ znowu przynajmniej najprostszy przyklad do twierdzen
Xa, Xb zauwaimy szereg

P@)=14at b ot fags . — L

o zakvesie zbieznosei (R) = (1). Polézmy
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to otrzymamy rozwiniecie

1 1 a 9—~a‘ (z°—a?)?
1—a? 1—a? (

- 3 1= + (1 a?)? T ) fy4e—a
zbiezne w zakresie

|z —e| . Jetal<<|l —a%],

ktérege r—=|1—a*|, d*= 115 i ktory bedzie lemniskata, gdy
[1— o= 112:
czyli, gdy
1 2 1 . 1
(1 -5 cos2<p) -+ Tsmﬁmp—_—-z—.

‘ To réwnanie daje cos 2 ¢ == 1, albo ostatecznie p = 0 i wskazuje,
Jak zreszty by¢ powinno, ze punkty --1, — 1 sa punktami szezegolnemi

. . 1
funkeyi -

Przyjmijmy teraz — wracajae do rozwazaf teoretycznych—ze dane voz-
winiecie f (x, a, g) jest zbiezne w lemniskacie (o). Aby si¢ tym przypad-
kiem blizej zajaé, zauwazmy szeregi odeinkdw:

<d" I <d p<<af; <o <P <...

o §rodkach w pnnkeie w (co dwa sasiednie majg sie i fu rézni¢ od siebie nie-
skoriczenie mato). Gdy zakres o bezposrednio mniejszym odeinku o' p' jest
jednym owalem, to musi zakres z odeinkiem bezposrednio wigkszym e, §; roz-
padé sie koniecznie na dwa owale. [Lemniskata bowiem (a, f;) lub owal po-
jedynezy (a, ;) objatby calkowicie lemniskate af (Twierdzenie In i10), a to
jest niemozliwe]. Punkt o nie jest w takim razie szczegélnym i mamy
do czynienia z funkeys, okreslony w twierdzeniach VI—IX.
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Lecz (o' B') moze sie okaza¢ réwniez lemniskatg. Wtedy (ag) obéjmu‘
je catkowicie lemniskatg (o/ §) [Twierdzenie T3], przecinajac te ostatnig je-
dynie w punkeie . Stad wynika

Twierdzenie XI. Gdy rozwiniecie f (@, @, §) zbieine jest w lemniska-

cie, a przeprowadzenie jego / (z, !, 8), gdzie a' B << a B (o dowolnie matej-

réinicy) ma za zakres zbieznogei znowu lemniskatg, to funkeya tych rozwi-
nieé nie ma punktéw szezegdlnych ani we wnetrzu, ani na obwodzie lemnigka-
ty (a’ £, a tylko jej drodek w Jjest punktem szezegllnym. -

Gdy (¢ ) (ap) ss juz lemniskatami, to caly szereg zakreséw
<o (@ ), (" B"), (d ) musi byé réwniez szeregiem takichze krzywych.
Owal tam sig okazaé uie moze, gdyz punkt w jest szezegilny; dwa owale
powstaé nie moga wskutek Twierdzenia Ic.

Co sig tyczy zakreséw (a, Ba), (ag Ba)y - - ... to te moga byé znown le-
mniskatami i to: albo pozostajgy takiemi az w nieskofiezono$é na calej nieo-
graniczonej prostej, przechodzacej przez « i B, albo tez dojdziemy do pewne-
go cdeinka,—niech nim bedzie o, B»,—dajacego ostatniz lemniskatg, a Zaczy-
1ajgeego szereg Par owalow (a,q Bota) s (tte froge), . .. Te owale juz sig
statecznie utrzymywaé muszg (wskutek twierdzenia Ic) i albo wreszeie
w skoficzonosei lub nieskoriczonosci stajg sie nieskoficzenie male, albo ten
przypadek weale nie zachodzi. Zbierajge te uwagi powiemy:

Twierdzenie XIl. Gdy utworzymy szereg odcinkéw a B <<oa B
<< & iy <<. .., poczynajac od odeinka af dostateeznie malego, a miedzy za-
kresami zbieinemi (af), (o B1); (a3 Ba), . . . znajdziemy dwie lemniskaty, to
funkeya w punkeie v ma punkt szezegllny. Gdy w 8, T (tw. Tg) nie ma punk-
t6w szezegdlnych, lezaeych poza kazda nows lemniskaty, to sie lemniskaty
statecznie az do nieskoriczonosci utrzymywac beds. W przeciwnymrazie przej-
da w dwa owale, ktére albo wnieskoficzonogé utrzymywaé si¢ beds albo zdgziy
do nieskoriczenie malych owaléw o ogniskach 4', B,. Wtedy widocznie na,
prostej af istnieje taki skoficzony odcinek a, g, (0 srodkun w w), ze dla pun-
ktéw oz, obieranych na nim wszystkie przeprowadzenia £ (%, 0, 7) zbiezne sy
w lemniskatach, a wszystkie przeprowadzenia / (z, ¢, 7') w ktérych o lezy
wd.oia)al wig... B%) zbiezne beda w dwéch owalach, Te 0s-
tatnie zakresy mogs sie wydlnzy¢ w nieskofczonogé.

Funkeya np. —9—01—5 ma na calej ‘plaszczyz'nie () jedyny punkt szezegdlny

Z=w==0. Obierajzc dowolne % (rzeczywiste, lub urojone) polézmy

2 = (22 12,
to otrzymamy
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1
— =

i., (1 it
T h?

(2—Ph2)? _ _
s H L S ANy N )

Rozwiniecie to, bez wzgledu na wartogé 7 ({i}> 0), zbiezne jest znown
w lemniskacie, a takze i wszelkie przeprowadzenia jego, odniesione do odein
kéw ov lezgcych na nieograniczonej prostej przechodzgcej przez -4 h, — bk,
zbiezne beda w takich krzywych,

Inaczej juz zachowywaé sie beds przeprowadzenia funkeyi

1 .
2 (zta) (z—a)

w ktdrej dla uproszezenia przyjmujemy z rzeczywistem i dodatniem.
Niech
h=0...a);
poltézmy
22 = (2P—R?) L 12,
2? - a2 = (2*—h%) — (a®*—hY), a®— Rh>0,

to rozwazang funkeys mozemy przedstawié pod postacis

1 1 1 3 1
e Py CR X e z?— 2
1+ = L=
1 2l | (2—h)? ) ( Bl | (@R,
=7 (a*—h3) 1= I + BT 1+a,2—— h? +(a,’—h?)3+ )

=G+ C @12+ G, (22 .. ...
Rozwinigeie to zbieime bedzie w wspdlnym obszarze zakreséw

[—h? < B; (b)) |pA—h?| < af—h?.

(aﬂ) )
Poezynajac od nieskoniczenie matych %, mamy nasamprzéd
< a?— R

i j ni s § j alem obejmu-
i wtedy zakres (a,) jest lemniskats, zakres za$ {bz) jednym ow. 6 >
jacym ows lemniskate (Twierdzenie Iz). Wspélnym obsza}'ep Jes§ wige le~
mniskata (a,) i w jej wnetrzu jest rozwinigele rozwazane zbiezne (Fig. 6).

Gdy h? = a2 — k% a wiec h = —]7%— mamy jeszcze lemniskate (a',).
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Gdy juz jednak stanie sig
a
2 2. 2 1
M > a*—h?, awiec h> i

to (b,) przedstawia dwa owale, ktére sie catkowicie mieszczg w lemniskacie
(o) a stad wynika, ze te dwa owale beda teraz prawdziwym zakresem zbie-
znosei rozwinigeia. W przykladzie wiee rozwazanym otrzymamy rozwinie-
cia f (2, + h, — h) zbiezne w lemniskatach (a;), gdy

(—71...+71)£(—7[b2_—...+——a:‘);

zbiezne za§ w dwdch owélach, gdy

(—a...+a)>(—'h...+h)>(—#‘:...+Vi§), (Fig. 6).

V2
&,
&,
—AZE R A
2

(Fig. 6)

Powiedzieli§my, ze rozwiniecie zbiezne w lemniskacie wskazije na pun-
kty szczegdlne funkeyi zawarte w Si 7. Jezeli sig jednak wezmie pod uwage
najblizsze otoczenie punktn o, to ten wniosek trzeba ograniczyé i powiedzieé:

(Fig. 7).
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Twierdzenie XIll. Jezeli rozwiniecie zbiezne ma byé w lemniskacie,
nie moze funkeya w partyach S1i 7 posiada¢ punkty szezegélne, mieszczace
sie nieskonczenie blizko punktu w, a wige W sws' i twt' (Fig. 7). Takie bo-
wiem punkty przeszkadzajg utworzeniu sie jakiejkolwiek niedowolnie makej
lemniskaty.

Trzeba jeszcze zbadaé dane rozwiniecie f (z,q, §) w przypadku, gdy
sig ono zbieznem okazuje w dwich owalach. Przedewszystkiem wykluczymy
z naszych poszukiwan pare owaléw, nalezacs do zakreséw, jakie mieliSmy
w twierdzeniach VI—IX; o tem za§, czy tak jest, przekonaé sig bedzie mo-
Zna, tworzac przeprowadzenia

o [(@d B, flad B, f(@ab);
f(ﬂ!‘, a, ﬁ)’ f(wv ag ﬂl)r f("ta Og s /32)' ces

Ld'f<d p<ag,
af <oy <efp<<...

Zajsé tu jednak moze jeszeze nowy przypadek. Oto zdarzyé sie moze,
ze zakresy

B, (@ B), (af), (@B, (e - .-

najblizsze z zakresem (af) sg parami owaléw. Wtedy zbada¢ nam trzeba,
jak daleko utrzyma sie ta statecznosé ksztaltu?

Zakresy (af), (@' 8), (@" "), ... odnuszace sie do malejgeych odein-
k6w, muszy sie ostatecznie staé parg nieskoficzenie matych owali o ogniskach

'y, B’y w skoniczonem lub nieskonczenie malem otoezenin punktu . Po-

chodzi to stad, ze parg owaléw okresla nieréwnosé »<<d?. Gdy wige 4 ma-
leje, to moze sig sta¢  juz dowolnie male przy d skoiczonem, albo tez »
staje sie nieskoficzenie matem réwnoczesnie z d? i pozostaje zawsze < az.

Dwa takie nieskoficzenie mate owale leza w najblizszem otoczeniu pun-
ktn w. Na ich ohwodach muszg lezyé punkty szczegdlne i to w ten sposdb,
7e przeszkadzaja utworzeniu sig jakiejkolwiek niedowolnie matej lem.niskaty;
muszg sie one zatem miescié w ezeSciach sws' i fwt' (Twierdzenie XTIIT,
fig. 7).
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Z rosngeemi odcinkami (apf), (a; B;), . . - mogs pary owaléw albo staé
sie wreszcie nieskoriczenie male, albo do nieskoiiezonodei pozostaja skoriczone.
Stad mamy

Twierdzenie XIV. Gdy w szeregu zakreséw
s d B, @8, (af), (@B), (@wp) ...

znajdujemy miedzy zakresami sasiadujacemi z (af) dwie pary owaléw, to one
z malejacem aff przechodzg albo w lemniskate a potem w pojedyricze nwale,
albo staja sig nieskonczenie malemi o ogniskach A/, By, w skoticzony sposoh
oddalonych od w, lub lezacych w najblizszem otoczenin tego punktu. Z ro-
snaeym odeinkiem of mogg sie te pary albo znowu sta¢ nieskoficzenie male
(i posiadad ogniska A’; B,) albo to malenie nigdy nie zajdzie.

Przypadek skonczonyeh 4’y B, 4’y B, jest tu analogia z twierdze-
niem Laurenta w teoryi funkeyj.

II1.

Gdys$my w ustepach I, IT zbadali nature rozwinieé 7 (w, o, f), zajmij-
my sig tu jeszcze blizej ich zwigzkiem z analitycznemi funkcyami, okre§lonemi
najogdlniejszym szeregiem potegowym.

W teoryi funkeyi uwaza sie, jak wiadomo, za szczegélny kazdy taki
punkt o, w ktdrego otoczeniu nie istnieje rozwiniecie postepujace poding do-
datnich catkowitych poteg argumentu (z—cw).

Przeciwnie z rozwazan wyrazen (f @, a, B) (okreslajacych, jak wie-
my, element parzystej fakeyi argumentu (z—w)) wyniklo, Ze tu rozwiniecie
[ (=, © -+ 7 © — y) ma znaczenie bez réznicy, czy punkt w fest szczegdlnym
czy 1 golnym r canej fuikeys.

To samo wskazuje i ta ckolicznost, ze gdy w otoezeniu punktu o ele-
ment analityeznej funkeyi przedstawia si¢ w jednej z form: )
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O ROZWINIECIACH W KRZIYWYCH CASSINIEGO. 45
¥ ((—o)?) (a)
¢ (@:ZT) + 9 (@—0f¥),) w1, calkowite, (v
i polozymy (z—0)? = (2—o0)® — 2 + 32,

to mozemy zawsze tak (a), jak (b) zmieni¢ na rozwiniecie

/‘(m’w—’—)l’w———;!)

o zakresie zbieznosei

& ~0)? — 2 < |y

: (©)

przy |y| dostatecznie matem. W przypadku (a) bedzie ten zakres zbiezno-
el za malym, tak, ze prawdziwym zakresem zbieznodci bedzie owal obejmu-
jacy lemniskatg (¢) [Twierdzenie V].

‘W przypadku, gdy funkeya w otoczenin punktn o ma rozwinigcie ta-
kie, jak (a) lub (b), postepujace podiung samych nieparzystych poteg argumen-
tu (z—w) lub (z—o)l#, to wylaczajac tu z rozwiniecia (a) czymnik (z—w),
a z rozwiniecia (b) czynnik (z—ew)¥, dojdziemy do takich okredlen funkeyj

(z—w) f @0 +y0—7y), (a)
(’T""w)l"‘# fl (1’7 w —l" Y, W — 7!)' (b’)
Gidy wreszele W otoczeniu punktn o mamy element

P —ow), (a1)
Inb

G (_._.__( 1 ) + P ((z—w)ls), (by)

z—wm)lir
to nuwidoczniajac w tych rozwinigeiach czesé parzysts i czesé nieparzysta ar-

gumentu (z—w), wzglednie (z—e)*, dojdziemy do okredlenia

1 Litera ¢ wskazuje na catzowity wymierng lub przestgpna funkeys, ktéra takze
do stalej zredukowaé sig moze. :
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@ [@o+y, 0=y + (3—w)fy (& o+y, ©—y) (a%)

ul .
[@oty, o=y 4+ @G—o)tf) (@ oty o—y) (b'y)

Otrzymane kazdym razem w ten sposéb rozwiniecia sg zbiezne w lemni-
skacie (¢). Stad mamy

Twierdzenie XV. Kazdg funkeys analityczng jednoznaczng lub wielo-
znaczng mozemy w otoczeniu dowolnego jej punktn o szezegiluego lub nie-
szezegllnego przedstawié przez rozwiniecia zbiezne w lemniskacie o §rodku
o 1o rozpietosei dostatecznie matej.

icm

PRZYCZYNEK DO RACHUNKOW GRAFOCHEMICZNYCH.

NAPISAE

J.J BOGUSKLIL

BE. Nickel w czasopiémie Ostwalda i Van Hoffa ),
w ,,Deutsche Chemiker Zeitung® 2) i w ,Naturwissenschaftliche Wochen-~
sechrift* %) dat uklad grafochemiczny zwiagzkéw tenowych. Zasady ukladu
Nickel a uwidocznia fig. 1, na ktérej kazdy tlenek danego pierwiastku
jest przedstawiony w postaci punktu odniesionego do dwdch osi wspdlrze-

. dnych, z ktorych jedna przedstawia masy atomowe pierwiastkéw (p), a dru-

ga — liczby atoméw tlenu (n), odpowiadajace jednemu atomowi pierwiastku
w uwazanym tlenku. Rzecz prosta, iz ze wzgledu na dwuwartosciowosé tle-
nu, % moze przyjmowaé wartosci, Y,, 1, 1}/, it.d., zmieniajgce sig per
saltum o0 Y., i

W takim ukladzie wszystkie zwigzki tlenowe jednego itego samego
pierwiastku mieszczg sig na jednej prostej, réwnoleglej do osi n, wszystkie
za$ tlenki jednorodnego skladu rozmaitych pierwiastkéw mieszczg sig na je-
dnej prostej, réwnoleglej do osi p.

Najgodniejszg wszakie uwagi jest ta okoliczno§é, ze poprowadziwszy
przez poczatek wspolrzednyeh sieé linij prostych, odniesionych do tych sa-
mych wspélrzednych i czyniacych zado§é réwnaniom: ¢

1) Tom XII, str. 663.
7) Tom VIII, str. 25, 1893,
%) Tom VI, str. 528, 1891
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