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dziemy w ten sam sposéb dalej — Fig. 3 uzmyslawia krok nastepny — to
widzieé latwo, w jaki sposéb kazdemu danemu punktowi prostej mozna przy-
porzadkowad jeden oznaczony punkt kwadratu. Potrzeba tylko oznaczyé te
z odcinkéw prostej, na ktérych punkt dany przypada. Kwadraty, oznaczone
temi samexmi liczbami, lezg koniecznie jedne w drugich i zamykaja w granicy
oznaczony punkt powierzehni. Niechaj to bedzie punkt przyporzgdkowany
danemu punktowl. Tk znalezione odweorowanie jest jednoznacenem ¢ cigglem
i odwrotnie kazdemu punklowi kwodratu odpowiadajy jeden, dwa lub catery
punkty lingi, Godnem uwagi jest przytem, ze przez  odpowiednis zmiang li-
nij dzielgeych w kwadracie mozna znale$é odwzorowamie jednoznacane ¢ ciggle,
Itdrego odwrotnos wszedzie co najwyzej jest trojznacendg.
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. Znalezione wyzej fﬁgﬁgYe odwzorownjyee sg zavazem prostermi praykla-
mi funkeyj wszedzie eiazlych I nigdzie nie rézniczkowalnyeh, . ¢
. Mechanicane znaczeni¢ podanego odwzorowania jest takie:  Purili mo-
" Ze poruszac sig Tuchem cigglym 1 ten sposdb, Ze w czasie skorigzonymi znajdzie
Fkawalleq powierzchati, Moina tez — réwnies preez

- &g we wszysihich pun
. zmiang ‘odphiwiednis 1inij’ d?ib}@¢y¢h w kwadracie — sprawi¢ jeilnoczognie, Ze
W miesholi " wieliy 2gesaczonich — ivszédele pimltach Tewadratu, istnicse
- ozilaczony Teigrumels viicliny tak riaprzd jako tez § wtecs, L
.+ .. Cosig'tyesy przélstawienia analitycznego funkeyj odwzorowujaeych, o
ich wynika Wprost na podstawie twierdzenia ogélnego, ‘dowiedzio~
K'Welerstrassa®), z6 funkeye te dajy’ sig rozwingt na
szeregi nieskoiiczone, postepujace wedtug funkeyj calkowitych wymiernych

-1 satym Przedziale zbiezne hezwzglednie i jednostajnie,.
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) Poréw. ,Sitzungsherichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin®, 9 czer-
wea 1885,
»
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PRZEZ

A.]. STODOLKIEWICZA,

Znane 83 dobrze sposoby calkowania réwnania rézniczkowego

%
%7’

)

9%y %y %y
E =" (é—ﬁ -+ 5
w ktérem w oznacza zgeszezenie lub rozrzedzenie gazu, za pomocy calek
oznaczonych. Stosujgc podobne catki miedzy granicami - co I — oo, roz-
wigzano wiele trudnych i pigknych zadan z fizyki matematycznej. ].\_Imema,m
jednak, Ze, majgc catke ogélna pod postacia skoriczonej sumy fulnkcyj o'.lo.wol—
nych trzech argumentéw, mozna bedzie rozwigzywaé zagadnienia trudmerze?
drogg znacznie prostsza, anizeli przez stosowanie catek ozgaczonych. Ws'kuj
tek tego, postawilem sobie za cel zadania odnalezienie drogi, za pomoca ktorej
daje sip utworzyé catka ogélna pod postacia skoficzong. W tym celu, nasam-
prz6éd uzywam metody wiasnej dla otrzymania catki zupebne) z cztt.aruasto.m'a
statemi dowolnemi. Nastepnie przechodzg od tego wzoru do calk{og()lmg-
szej # funkeyami dowolnemi pojedyficzych a,rgumem.;éw. Nakoniec dajac
ksztalt ogdlny fankeyi dowolnej trzech argumentdw limowych,‘ przy pomocy
metody wspolezynnikéw nieoznaczonych, nader prost_o otrzymm@ catke .ogol'n.cg.
Tym sposobem cala trudno$é zagadnienia staje sig zaleing od rozwigzanis
pewnego ukladu rownan algebraicznych. ) o .
Niech calla powyzszego rownania bedzie jednoczesnie catka roéwnania
o rézniczkach zupelnych:

du = 1y, dz - yy &y -+ ys dz 4 ya &, (2)
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- ktérego wspélezynniki czynis zado$¢ znanym warunkom

i | oy i | Oy ‘

—2L 2L g = 2K =2 ., 3

3wy + EN Yi oz, _I_ 3 Yi ( )
@Gk=1228,4) (W, =2, ta=y, oy=z, ty = {).

Oproéez tego, wiemy, ze

. du ou o, 2
du__@dx—{—@dy—[—a—z—dz—-}«at-dt. 4)

Odejmujae réwnania (4) 1(2), wskutek niezaleznosei zmiennych
otrzymamy

o

Nastepnie, jezeli zrézniczkujemy réwnanie (6) wedlug 2y, natenczas

bedziemy mieli
G 3Y:
Przy pomocy ostatniego zwigzku napiszemy rownanie (1) w ksztalcie

¥y, , oy,

3y 9% 9y e % )
Y m“zm(i—f"ﬁ%-k—@%—ﬂyﬁ—*’l s )(7)

oz D) dy 0 3z 3y

Fatwo dowies¢, ze uktadowi réwn
pomocy nastepujgeych funkeyj v, :

W=t ut a0y a2 t+ ag wy - o 22+~ ay 2t -0y yz
+ Yo+ ayy 2t ayy 2 + oy ¥ 4y, 22 b ay, 8 + oy,

gdzie o sa pewne stale,

Podobnie, dla y, zamiast « napiszemy w powyzszem gloske b, dla 9,
na migjsce & podstawimy ¢ i nakoniec, dla g, gloskg o zastapimy przez )i,
Podstawiajac te wartode ¥ wuklad réwnan (7) (3) i pordwnawszy wspol-
czynniki przy Wyrazach podobnych, z Iatwoscia otrzymamy:

7= m (a} - b2 - &3) 8)
@ _ b o4 A 1 )
T iy i Bt =R,

B oznaczafé‘bal'y wykhdnik napisanych stosunkéw.

9 o~y
1.’1“7£$

==, (=139 (5)
3 : ‘

By,
T o -+ B Vi (6)

all (7)1 (3) mozna uczynié zadodé za
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b___2/37b1+b1“2“'“1ﬁ1’ b%:b1ﬂ1+b1a3*‘2[01ﬁs’z
. T 41 - by )
by Bo by 0y — 0y fu ]}':Z)iﬁﬁ_‘—blaﬁ-&lﬂﬁ ”
b, = o s s a
28,0 bty —ay + bty
by = ’ a? a, i
20y B 0t — By , 6= & ft "1““3 — By , )
= y h (ty L (1)
e ot —28 Gr:‘d'xﬁa"i‘cx(%““xﬂﬁ ’\
Cy = a [ v 5 fl/} )
2 B¢ G by — g fs Cy Oy — (y
b= B o+ w 2 + . ,
= 2Ny B Ty Gy — 4y B : g = Iy By -+ h,aag — ay P ’
L a ; 1 L
Ty By 4Ty ag — ay By B — Ty Byl a5 — 20y By , \
hy = ay ’ b , J

B — 20y By Dy g — a4 B + by tyy — @y ) Bio == m (Br-+Bs+Fa) «
g — 2 Gy :

a3

Tym sposohem, ksztalt funkeyj y bedzie nastepujacy:
Yy = Gy g%y Y gz a5 00, (B wy - By w2+ By 2t By Yz -+ Byt
-+ By 2t ﬁ“}‘ﬂs?ﬁ”‘ﬂs 2%) -y 1 (B Bs - o) 1+ e -
Podobnie, dla 3, gloske o zastapimy przez 0, dla Ys zamiast o natpml‘-5
szemy w powyzszem ¢ idla y, zamiast o — gtoske Ii; oprot:z_tego,‘ pa.l?n(( ;
nalezy, ze warto§ei ma by, bs, 0y, Uy i by 58 (9), wartosel ng Gy ,1013, s
¢ i ¢ 93 (10) 1 nakoniee wartosel iy, o,y By, gy Ny hyg 82 (8) L(11).
Czynnik catkujacy rownania (2) bedzie .

wo= g mE— by —eyz—Myit
1 wskutek tego bedziemy miell do przecalkowania r()!if%x% dok{aﬂll? xﬁf ‘;
(@ =gy d =y dy — 9y Az — v, dr
2

Prace matom.-fzyczne T. V
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Napisawszy calkg ostatniego réwnania, nietrudno wywnioskowadé, ze
mozliwie najprostszy ksztalt calki zupeinej danego réwnania (1) jest:
w=lthotbythetlitlh ay Ly ws b wt -l yz 4=l yt
Flo sty 2 vt + s 22 (byy 4 la Ls) 12,
glzie b, U, b, . . . , by oznaczajy stale dowolne.
‘Wedlug znanej metody przemieniania stalych dowolnych bedziemy mieli
do rozwigzania nastepujacy ukiad réwnad rézniczkowych
Ayt dly Yy Atz dly -+t Ay -zy Al o dl+at dl+-yz dly+ytdly
2t g 4o? dlyy +y? dly g +2? dlgg +mit? (A Ay +dl) =0,
Ay 4y dly 2 dlg -+l 422 dlyy =0,
Ay - dly 2 dly 8 dly -+ 2y Al =0,
Al o dlg+y A+t Ay 22 dl, =0,
Ayt dl,+y dly-+z Ay +2 mb (A Ay Hdlp) =0. /
Tktad powyzszy okredla pigé wielkodei 7. Pomiedzy pozostatemi ilo-
geiami I mozna tworzyé zwiazki jakiekolwiek, z tym jednak warunkiem, aze-

by w koticu wszystkie ilosci ! okreglaty sie jako funkeye zmiennych z, ¥, 2, .
Nadmienionym warunkom mozna unezynié zadosé tak: dajmy
al, = dlg = dly = 2 dly, ,

Ay, = dly = dl,y = 2V3m dl,,

dly = dlyy = dlyy;

wtedy, z ukladu réwnan (12) otrzymamy

Ay = dly = dly = — 2 @+ y+ 2+ V3mi)dly,
A, = — 2V3m (x-y+ 2+ VBm t) dly,
Ay = (z Fy+z-+V3m)? aly, .

Przyjmujge .

ho=7F@+y+2+78m,

nietrudno zauwazyé, ze wskutek napisanych réwnan calka zupelna réwnania
danego przybiera ksztalt

= (z+y-+z-4+V3m).

icm®
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Rozumujge podobuie, dochodzimy do nastgpujacego wzorn

w= gy @y totVIng + g, (@—y+2+V3mt) + ¢ (c+y—s+V3mo)
+ g, (@+y+e-—VEnY) + @; (—e—y+o+V3mi) 4 g; (—z+y—o+V3ni)
+ @r (—aty+z—V3mi),

gdzie @; oznaczajs funkeye dowolne i niezalezne.
Podobnym sposobem mozna takze otrzymaé wzor ogdlniejszy:

= vy (et By+yz+6Vm) + yy (av—By+yz+6tVm)
- g (et By—yz + SEVIR) + wy (a2 By +yz—otVm )
Sy (—az— By yak 8V) + iy (= ok By—yz-5t Vim)
+; (—azt fy+yz—tVm),

w ktérym v; oznaczaja funkeye dowolne niezalesne,
o= VETFT

a, B, vy sa jakiekolwiek stale.

Poznawszy argumenty funkeyj dowolnych pojedyhezych, mozemy teraz
sprébowaé, czy réwnaniu danemu nie uczyni zadosé funkeya -dowolna trzech
argumentow

“=FW1-73+“21‘/+a35'*"a4“/”—h poz-+phy+pe

FhtVm, ety ytrnstrtim). a2)
Oznaczmy dla krétkosei
Gt y-tastatVm=E¢,
Pr By +pa 4Bt Vin=n,
notpytretntin==t,
| natenczas wzor (13) bedzie mial ksztalt
w=F (&, 7, 0. (14)
Rézniczkujge rownanie (14) czastkowo dwa razy wzgledem , otrzy-
mujemy
%=§§a%+%ﬂf+%€7%+2%al B ‘142535%“1 ?’1“1‘2%/31 V1o
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. %y . ) L 2%y
Podobnie, dla e zamienimy w powyzszem skazniki 1mna 2, dla TN

. . o . 1 %y - , .
zastapimy skazniki 1 przez 8 i nareszcie dla 3 zamienimy skazni-

ot?
ki1lna4.
Dalej, przez poréwnanie wspblezynnikow pray wyrazach podobnych wy-

pada latwo nastgpujacy wktad rownai
@+ + = af,
£+ B B=Fi,
W=,
o By + g Pr+ o By = o By,
a p G vy T dy ¥y = Gy e
By Ba v + By vs = B re- ;

(15

TUklad ten rozwiazaé mozna rozmaitemi sposobami i stosownie do tego
otrzymamy rézne ksztatty catki ogélnej réwnania danego. Tak naprzyklad,
kladae ‘

=y = o = f =y =1,
7s = 3,
pozostale ilosci ay, By, fay us 72> ya Wyznaczymy latwoe z ukladu (15)

i otrzymamy po kilka odpowiednich wartodei dla oy, fa, fay Bas 72y 4
Tym sposobem, widzimy, Ze calka ogélnaréwnania danego bedzie miata ksztalt

N:ZF{ (57 7 C)a

gdzie suma wedlug ¢ rozciagad sig bedzie na tyle wartodei, ile mozna Togdzie
utworzyé niezaleimych wzgledem siebie argumentéw &, 5, £ przy kombinoe-
waniu liezb ay; By, By iy vay i

Plock, dnia 26 wrzednia 1893 roku.
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J.PUZYNA,

Uwagi wstepne.

Réwnanie
72 = (24 d?)? — 4 d2a? ®
odniesione do ukladu prostokatnego, lub rownanie
g.o'=r @

w ukladzie dwubiegunowym okresla, jak wiadomo, krzywa Cassiniego,
ktdra,

gdy » = 42 jest jednym owalem (r > d%; a)
, r=4d? , lemniskatg (@ B)
, r<<d® , pargowaléw (r < d?). 7)

Gdy =0, d*>0, mamy parg punktéw (z=-Fd, y=70),
w—=—d, y=20); przy r>01 d=0 koo, ktére w razie 7 ==0
zamienia sig na punkt.

Zauwazmy przy danem d lemniskatg (d), okreslong réwnaniem (1}
iowal (/> d? o tychsamych osiach; zatdzmy

P> 4> @®)

i zapytajmy, jak wzgledem siebie lezg te dwie krzywe?
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