DOWOD PRZESTEPNOSCI LICZBY e.

A BURWITZ Y,

Listownej wiadomosci p. Hilberta zawdzigezam poznanie podanego
przezeh nadzwyczaj prostego dowodu przestepnosei liczby e.

Zanwazytem, ze w dowodzie tym mozna unikngé poslugiwania sig calka-
mi, tak ze dowéd opieraé sig tylko bedzie na pierwszych elementach rachunku
rézniczkowego. Pozwalam sobie przedstawic tu w krétkosei tg modyfikacys
dowodu p. Hilberta 2).

Niechaj f (%) hedzie funkeys catkowita wymierng stopnia s-go zmien-
nej z. Polézmy dla skricenia

F@a)=r@+Ff (@4 ... 4 /@), ‘ 1)

wtedy pochodng funkeyi e+ F' (x) bedzie — e /' (z). Na podstawie zna-
nego twierdzenia:

P @) — 9 0)=z¢ (92). (0 d<1)
bedzie tedy:

) Podajemy z upowaimienia prof. Hurwitza brzekiad tej pracy ogloszonej
w Nr & ,Gottinger Nachrichten®, z r. 1893 a nastepnie przedrukowanej w dzienniku nMa~
thematische Annalen¥, t. 43, str. 220—291. S, D,

%) P.Hilbert, jak wiasnie dowiadujg sig od niego,
swolm wskazad tez, jak mozna w dowodzie unikngé catek i zaraz
Ppujge catki wartosciami granieznemi. (Prayp. autora).

mial zreszty w wylkdadzie
em rézniczlowania, zastg-

icm
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e F (2) — F (0) = — ze~? f (9x),
lub ) )
F (%) — ¢=* F (0) = — aed=9% f (9z). (0 <9 <1) (2).

Przypusémy, ze liczba e czyni zado$é rownaniu
C+CetCGert...4 Ce=0; 3)

Gy, Gy Cyyov vy Cu 83 liczbami calkowitemi, z ktdryc'h pierxfrsza, bez
‘sv?kody dla ogolnosei, moze byd przyjeta jako rozna od zera i dodatnia.
Stosuje rownanie (2) do fankeyi

1 _ D (9 (=)
f(m):mwﬁ 1 (1—zp @—x) . . . (n—x) ]
w ktérej p jest liczbg plerwsza, wigksza c_Jd wigkszej z dwoch liezb =i G.
Kladae kolejno =1, 2,...n, otrzymujemy
F)—e FO =z,
F@)—F0)=c¢, '
Fn —e F0) =2z,

gdzie
(9kp—1 (1—9k) . . . (n—5k)?
(p—1! !

je nieograniczeni rediug (1) otrzymujemy war-
'zy Tosngcem p, maleje nieograniczenie. Lecz we 1) otrzym :
f;bfg funkfyi F (;a), vozwijajac f (k -+ h) podtug poteg ilosei A 1'za.sltqu1'1.]a,c
potem potegi 7, 1%, ke . . . odpowiednio przez 1l, 21,38 ... S3wige iloSel

(k=1,2...,n)

o == — J =

F(), F®,...Fm

liczbami calkowitemi przez p podzielnemi, F (0) zas jest liczbg catkowity
rzez p niepodzielng. o . .
! Yf réwnail (4), przy uwzglednieniu rownania (8), wynika:

P+ CGF@ .- +CFo)=Ceo+ ot . ..4 Cuen

Poniewas strona prawa przy rosngeych wart'os}ciach.liczby 2; nieograni-
czenie maleje, lewa zad jest zawsze liczbg calkowitg, musi byé zatem

GFU)+CGF@Q+...+GFm+CGFO=0, . ()
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jezeli liczba p jest dostatecznie wielka. Lecz réwnanie (5) jest niemozli-
we, poniewaz na jego stronie lewej mamy liezbe calkowity niepodzielng przez
p. Przypuszezenie, ze liczba e czyni zado$¢ rownaniu postaci (3), prowadzi
tedy do sprzecznodel, jest wiec niemozliwe; innemi slowy: liczba e jest
przestepng ¥).

Ziirieh, 18 stycznia 1893,

*1) P: Gordan podal nisdawno modyfikacys powyzszego dowodu, w kibrej korzysta
tylko z rozwinigein funkeyi ez na szereg. (Comptes Rendus, Nr 18, r. 1893).

*2) Patrz artykul nastgpny. (S. D.).
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P. GORDAN 1),

Hermite dowidd} przestepnogei liczby ¢, Lindemann przeste
pnodei liezby =, t. j. pokazali, ze nie istnieje zadua funkeya calkowita
o wspétezynnikach calkowitych, majaca za pierwiastki liczbe e lub w.

Obecnie Hilbert i Hurwitz podali uproszezenie dowodu, sku-
tkiem czego przedstawia sig on w ten sposob.

Funkeye e* okre§lmy za pomocy szeregu

wprowadzmy oznaczenie symboliczne
rl= W,

i pomndzmy obie strony przez te ilogé i przez staly dowolng c,; bedzie

¢ Wer=c (xF Ry + oo u, (1

) Podajomy z upowazmienia prof. Gordana przeklad tej pracy, ogloszonej
w ,Muathematische Annalen® tom 43, str. 222—224. S, D.
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