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Rozwigzawszy te rownania, znajdziemy g, pz w funkeyi rézniczek wy-
kladniczych er* réinych rzedow:
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Wezmy teraz g, (e7+%); na mocy (10) otrzymujemy

3¢9 Jatd Y jir
(@n Fu - dn fir) = T2 gn €™ f2 g er

gl = Rt

1 ]
Fr+fz (22)
dostatecznie wieo w (21) zalozye ¢z = Fr+ [z, apotem w wyznaezniku
po prawej stronie tego wzorn podstawié wyrazenia z (22), by otrzymad
gn (Fr+fx) w funkeyi roznego rzedn rézniczek wykiadniczyeh funkeyj
e 1 ¢, Zamiast ge® i goi roznych rzedéw mozemy potem podstawié ich
Wyrazenia za pomoca réznych rzedéw gFz i gfe i otrzymac ostateczny wzor
03 gm (Fr~fi) , ktérego tu nie pomieszezam, poniewaz jest nader ztozony.
Caly teorya résmic i rézmiczek wykladniczych wyprowadzit Wroniski
& prior], na moey badar filozoficznych nad réznymi niezbednemi galeziami
algorytmil. Czy teorya ta bedzie - kiedykolwiek w matematyce stosowana,
przesgdzaé trudno, z powodu Jej blizkiego zwiazkn z rachunkiem rézniczko-
wym. Co prawda, autor jej twierdzi, ze dwie te teorye istnieja niezaleznie
Jjedna od drugiej; nie jestem jednak bewny, czy moinaby wszystkie powyiej
podane wzory wyprowadzi¢ hez pomocy rachunkn rézniczkowego.

Pozostaje jeszcze zbadaé roznice i rézniezki wyktadnicze o skagniku od-
jemnym, ktére odpowiadajg calkom w rachunku rézoiczkowym; postaram sig
Je rozpatrzyé w artykule pozniejszym.
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Z WRONSKIEGO TEORYI STOPNI SKOXCZONYCH
I NIESKONCZENIE MALYCH.

PRZEZ

S. DICKESTEIN A,

1. Zasady teoryi siopni skosiczonych i nieskoriczenie ydyclz, (g}*ades ?t
gradules) ') podal Wroniski w dziele swem ,,Intrqductmn ala ph{los?phle
des mathématiques et technie d'algorithmie® 2), sl_{a%d jaMontf er ‘1‘ x;e ¥ »bez
zmiany prawie, tylko w skréceniu, wnidst do swojej ,,Eycyk.lopedyx ). Tfe—
orya ta pozostala dotad bez zastosowan. Proba W rofs kie go zastosm.m-
nia jej do odkrycia formy ogolnej pierwiastkow _rownania a}‘ge'br?{u‘:z-
nego nie moze by¢ uwazana za doskonala 4). W rgkovas.ach po Wrons im
znalazlem notatki, z ktérych okazuje sie, ze pomysl swoj stosowal do badan

'y Wprowadzamy tymezasowo te nazgwe w miejsce nazwy :.,r’(»inic.i’ rozniczek wy-
kladniézyc “ ugytej przez p. Krauzego: mimo, ze wyraz stopied ma iinne znaczenie,
sgdzimy, 7e nie da to powodu do dwuznacznodei.

%) Rok 1811, str. 48—61, 82—90. 05103

%) Encyclopédie mathématique, T. ITI, p. 96—103. ) o

4; Inu{)duftion p 82—-90. Za pomocy rachunkn stopri, zastosowanege do wyrazenia

X = () @) . (arbr) = Ao+ Ay b b Ay o,
stara sip Wronski wykazad, e pierwiastki réwnania X=1{) sa zawsze postaci
i ox_ a_
a=3{V (VA B+ O ..}

gdzie 4, B, C. .. s funkeye wspolezynnikéw réwnania, b za§ jest znakiem funkeyi, ztozo-
aej z wartosei réznych, jakie przybierad moze jej argument.
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% teoryi liczb, oraz, ze teorya stopni, traktowang w ksiazce tylko w przypad-
ku funkeyj jednej zmiennej niezaleinej, staral sig rozszerzyé i do funkeyj wie-
ln zmiennych. Z notatek tych wszakze dotad nie zdolatem jeszcze urobié so-
bie dostatecznie jasnego na te uogdlnienia i zastosowania pogladu.

Mimo, Ze teorya stopni, przedstawiona we wspomnianem  dzie-
le, nie znalazla, jak powiedziano, zastosowania, sydzimy jednak, ze nie
Jest pozbawiona interesu teoretycznego, tak ze wzgledu na samg genezg no-
Wego pojecia, oraz stanowisko jego wiréd innych poje¢ matematycznych, ja-
ko tez ze wzgledu na ciekawg analogiy, jaka wzory rachunku stopni przed-
stawiaja z wzorami rachunku rézniczkowego i roznicowego.

2. Z poprzedzajgcego artykulu p- Krauzego mozna powzigé wy-
obrazenie o zasadach teoryi Wroniskiego; w notatee ninjejszej
podajemy tylko dopelnienia, oparte na przedstawieniu samego W ron-
skiego, Powiemy wiec najprzéd, ze wychodzac z zasad swojej ar-
chitektoniki matematycznej, wywnioskowal on, iz obok algorytmu ro-
Znic i rozniczek, w ktorym widzial — uzywamy tu terminologii sa-
mege Wronskiego — wplyw czastkowy sumowania (dodawa-
nia i odejmowania) w stopniowanin (potegowaniu i plerwiastkowaniu),
istnieé musi algorytm nowy, wynikajacy z wplywu.czastkowego odwrotnego,
t. j. wplywu stopniowania w sumowaniu, Niezupelnie jasne te dla czytelni-
ka, nieobznajmionego z Jjezykiem filozoficznym Wroniskie g0, wyrazenia
tlomaczy dopiero okredenie stopui skonczonych i nieskoiiczenie matych. Sto-
pnie . skoficzone (grades) zachodzg wtedy, gdy kolejne wartosci zmiennej
otrzymuje sig za pomocy stopniowyeh przyrostow jej wykladrika; stopnie nie-
skonczenie male (gradules) wtedy, gdy te stopniowe wykladniki s nieskoi-
czenie mate. - Odpowiednio do tego istnieja dwa nowe rachunki: rachunek
stopni skofczonych (caleul des grades) i rachunek stopni nieskoficzenie malych
{calcul des gradules). Kazdy z nich, podobnie jak rachunek rézniczkowy
i rachunek réznic, dzieli sig na galgzie: rachunek stopni oznaczonych — pro-
sty i odwrotny (odpowiadajgcy rachunkowi rézniczkowemn i catkowemu),
oraz rachunek stopni nieoznaczonych (odpowiadajacy rachunkowi waryacyj-
nemu).

Po podanin okresler, przystepuje Wronski do wywodu wzoréw za-
sadniczych, przedstawiajgeych stopnie rzedéw wyzszych skoficzone i nieskofi-
czenie male funkeyj:

Fe)+ /@), Fl@)—/[(z), F@ys

Przez stopoie funkeyj F (x)i/ (x). Z tych tylko wzér trzeci powtérzony
zostal przez Montferriera.
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‘Wzory te majg postaci takie:
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G e = gy & g Fro - L g 0% g,y B
(3)

+% . #T 2 6 s Fr -
We wzorze (1) 2 oznacza (Fo+fr)-!, we wzorach L, 1), @iE)e
oznacza réznicg Az 1), ‘ )

3. Dowdd wzoréw powyzszych opiera sig na zwigzkach:

Av gy (2) = P (T—p &)y, evi—ud)

(a)

ey (z) =y (z) g, evis), .

wynikajgcych z okreslenia stopni, oraz na nastepujacych zuanych wzorach ra-
chunkuw'réznic:

A« (Pr f) = Fr A fur 1 % A Fr Av=t f(a—g)

—1 ., s g
+%' ﬁr A% Fe Aet [ (22 (b)
& u—1  y—9 5 s .
55 .1—3_&*&.,.\.“ *f (2—88).
A (Y 2) = Ar (A7 qur) (©)

gdzie C_if 53 przyrosty réwune Iub rézne zmiennej , zag wir sgliczby
catkowite dodatnie Iub ujemne (W tym ostatnim przypadku réznica oznacza
sume).

Z okreslenia

3 log g (wtpg)

Tu gt = log @ ()

wynika bezposrednio:

) Dodajemy tg uwagg ogilng, ze teorya Wronskie g o podaje forme stopni
skofiezonych i nieskofiezenie matych, pozostawiajge nietknigtem Dytanie, ezy i o ile funkeye
badane nadaja sig do poddenia ich dziataniom, wyrazonym przez te algorytmy. Pytanie to
wymagaloby oddzielnego badania, w ktére obecnie nie wehodzimy
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Ax log {F (w+p8) + f (z-+ub)}
log (Fr+fr)

Yo (Frdfr) =

4)
Aedog (Fu+f)

log (Fo+73)
gdzie F, i [, oznaczaja w skricenin: F (r+wf), f(r+ws). Lecz

" Ak,
welog (Futf) = [ el — im0, @),

gdzie ;Qﬂ = (Fp-+fu)", znak za$ d-' oznacza catke. Na podstawie wzorn
() jest tedy

Arlog (Fu+fu) = d—t An O, (dF, 4 ;
stosujac tu do strony drugiej wzér (b), znajdziemy:

Ar log (Fut/) =4~ { Q(dA F,+d Arfy)

+% AQ, (@A F,_ L d -, )

—1 ., s —
+ % /‘2 A Q (AA— Fy b d A, oy .. L

Podstawiajac zamiast réznic A stopnie, na zasadzie wzorn (a) i wprowa-
dziwszy otrzymane wyrazenie w réwnanie (4), dojdziemy do Wzorn (1)

Przechodzac od stopni skoriczonych do stopni nieskoriczenie malyeh g,
bedziemy mieli:

a1 Q , (dFx+dfx)
Ar log (Fet+f) = “Tog Griln)

gdzie Q == (Fr+fx); stosujge do tego przypadku to samo postepowanie, co
wyzej, i opierajac sig na okre$leniu .

_ d*log @z
Gp 9T = 'W !

otrzymamy z tatwoscia wzdr (1'). )
‘Wzory (2) i (2 wynikaja bezposrednio z okreslef.
‘Wzory (3) i (3') otrzymuje sie w sposdb nastepujgey:
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Mamy:

Av f (ztué) . log F (24pi)
fx . log Fx

Yo Fo* =

WprowadZmy tu za réznice A* f (z-}uf) jej wyrazenie, obliczone we.
dhug wzorn (3), a zamiast log F (z~{-uf) stopnie wedlug okredlenia; to do-
prowadzi z latwoscis do wzorn (3). Wzér (3) otrzymuje w podobny spo-
sob, zastgpujge réznice A» przez dv i zamiast logarytmu wprowadzajac sto-
pnie nieskoiiczenie male.

Warszawa, w maju 1894,
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0 CALKOWANIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH CZASTKO-
WYCH 0GOLNYCH RZEDU 1-go.

PRZEZ

A. J. STODOEKIEWICZA.

‘W pracy niniejszej zamierzam wylozyé nowy sposib calkowania réwnait
rézniezkowych czgstkowych ogélnych, w ktérych pochodne czastkowe zwig-
zane s3 tak pomigdzy sobs, jak i ze wszystkiemi zmiennemi, grupa dzialai
wymiernych. Takiego ksztaltn réwnania rozniczkowe majs najwazniej-
sze zastosowania w zagadnieniach fizyki i mechaniki. Sposéb mdj przedsta-
wia tg dogodnodé, ze wymaga zawsze tylko jednej kwadratury. Opréez tego
metoda calkowania, ponizej wylozona, wykazuje jeszeze t¢ wlasnosé calek
zupelnych réwnai rézniczkowych czastkowyeh 1), ze liczba stalych dowolnych
moze byé zawsze, wedlng npodobania, powiekszang, co, jak mi sie zdaje, nie
jest objete, ani przewidywane w teoryach Lagrange’a i Jacobi’ego 2).
‘Wiasnosé wzmiankowang niejednokrotnie spostrzegalem przy calkowaniu pe-
wnych réwnah rézniczkowych czastkowych rzedu 2-go, ito naprowadzilo
mnie na mysl, ze wlasnosé podobna musi byé wspdlna dla wszystkich réwnan
rézniczkowych czastkowych.

Ksaztalt ogélny rownan rézniczkowych czgstkowych rzedu I-go mozna
napisaé tak:

1) Calkg nazywamy taks funkeys n zmiennych niezaleznych in, lub wigeej, stalych
dowolnych, ktéra zamienia dane rownanie rdzniczkowe na toisamoéé. (Przyp. antora).
%) Poréwn. artykut nastepny (Red.).
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