ROZNICE 1 ROZNICZKI WYKEADNICZE,

W. ERAUZE

Przez réznice i rézniczki wykladnicze pozwolilem sobie przetlomaczyé
wyrazy ,les grades i les gradules*, ') wprowadzone przez H. Wrofiskiego
W jego ,,théorie des grades”. Rozumie Wronski przez nie przyrostki ,ja-
kie otrzymuje wykladnik funkeyi jednej zmiennej niezaleznej, jezeli wykta-
dnikowi tej zmiennej niezaleznej nadamy dowolny przyrostek., Tak np.
gdy w funkeyi fz zamjast podstawimy @'+ gdzie vz bedzie wla-
Snie takim przyrostkiem wykladniczym zmiennej niezaleznej z, wtedy fun-
keya przedstawié mozma w postacl fxtee,  odzie yfz Jjest przyrostkiem
funkeyi /o, odpowiadajgeym przyrostkowi yz. Te prayrostki vz 1 yfz 53 16-
znicami lub rézniczkami wykladniczemi zaleznie od tego, czy sy skoiiczonemi
czy tez nieskoniczenie malemi; w tym ostatnim wypadku oznacza je Wroi-
ski preez gz, gfz. Whasciwie Zar6wno yz, yfr, jak i g, gfz nie sg bynaj-
mniej przyrostkami samej zmiennej lnb funkeyi, a tylko przyrostkami ich wy-
ktadnika; przyrostkami zmiennej oraz funkeyi beda rzeczywiscie arz, fawe,
e | frofs .

Dla znalezienia réznic i rézniczek wykladniczyeh réznych funkeyj, szu-
ka Wroniski zwigzkn migdzy temi roznicami i rézmicami zwyklemi,
W tym celu zaklada
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Wzigwszy logarytm stron obu, otrzymuje :

__log f(z4Ax)—log Jx ]
yf =’"°—Tg7$——‘—

zenie i dlug Wrodskiego,
Wyrazenie log 7 (z+Az) — log fr bedzie, We. , cles
réznicy yivsteczn@ (,,végressive’) log [ (z+Az), kitérs oznaczamy przez
Alog f(2+Az) i znajdujemy ostatecznie

. Alogf(z+Az) @
e == log f

Przechodzae do nieskoficzenie malych, bedziemy mieli:

. _a_llog f.r- ®
gfe= log fx

' . . . = -3 B "2nic,a,mj
Zakladajac w(2)i(3) fr =2, znz.i,g'dztﬁ_am‘y zwm:zh m;g:_zli 1;10 uicamt
irézniczkami wykladniczemi a réznicami i rézniczkami zwyczaj
nej niezaleznej, a mianowicie:

Y = 2% 1 D———-‘—-—(x ' ) Az ==z (.’ﬂz"“l) - (4)
lOg x ’
dx__——mlogxg:c. (5)

gm:xlog:n’

Jezeli w (2) 1 (3) zalozymy fr = €%, bedzie:
A g (z+A%)
=T

dopx
[172¢9

ye®

H

ger” =

skad z latwoscig ofrzymamy: .

Prace matem -fizyczne. T. V.
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A gz =@ (x—Ax) yer -39, (6)
dor=qr.ger; )

przytem pamigtaé nalezy, ze w (6) A oznacza réznicg wsteczng.
Z wzorn (3) znajdujemy rézniczki wykladnicze nastgpnjacych funkeyj:

g (xm™) = zhg e =gz.
dz
g@) = =lgz.gx.
X
g (log z) = l—og_!{.(;g—a? .
8
. __xzlog = cotg = ®
g (sin ) = ~Togsma 9%
x log x tg x
g (cos z) =— ——logg‘cong_ ,
. 2zlogx
g (g @)= log tg w.sin 2z ge -
Powyzsze réznice I rézniczki wykladnicze sa rzedu pierwszego. Rozni-

ee i rézniczki wykladnicze wyzszych rzedéw dodatnich i ujemnych powstaja
zupelnie inaczej, niz réznice lub rézniczki zwyczajne, a mianowicie: aby otrzy-
mad roznicg wykladnicza drugiego rzedn funkeyi fz, nadajemy wykladnikowi
zmieénnej niezaleznej przyrostek yx nie w wyrazeniu na yf, lecz w wyrazenin
na fz¥*. Poniewaz )

/’xrfz = gl log f{n-+iz) R
nadajac wigc zmiennej z przyrostek Az, albo, co na jedno wychodzi, wykla-
dnikowi zmiennej przyrostek yz, otrzymamy
( fmqu)l+T _— e& Tog J (z-}24z) ,

Inb
fmyfx-*-l’.yfz — gl log f (z--242) s

gdzie I'. yf bedzie rézmica wykladnicza drugiego rzedu funkeyi fz, ktéra to
réznice oznacza Wronski przez y/fz; hedzie wise

f‘mfz%-—y.jz —— pilog f (z-}2A%) R
skad
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o — 7 log [ (z+4-2A7)
7o [ = “‘W—— -

Przechodzac w ten sposéb kolejno do nastepnych rzedéw, znsjdziemy
wogéle: .

A Jog [ (z+mAzx)

log fz ! ©)

¥m 2=

a dla przyrostkéw nieskonczenie matych:

d= log fx

log fx ao

In [ =

Tyle znajdujemy wiadomosei o réznicach i rézniczkach wykladniezych
Wrotiskiego w Eneyklopedyi Moutferriera (Tom III, § 811—815).
Mamy tam jeszeze wzmianke 0 yu (FL-+72), g ym (Fo. f2) 1 pm (Fo/*) oraz
WzOr na g, (F2®) podany bez udowodnienia. Ponizej podaje te wzory; czy
sg to jednak te same, jakie podaje Wro fiski, sprawdzié nie moglem, nie
znajae dziel jego.

Na mocy zwiazku miedzy réznicami zwyklemi i roznicami wykladnicze-
mi mozemy wyprowadzié niektére wzory analogiczoe dla jednych i drngich.
A mianowicie wzigwszy szereg réwnati wynikajgcych z (9):

2/ =1 —_
log/z.ymfr=1ogf (x-+mlx) — ?log/(m-}-m——l.Ax)-{- ”;2!1 logflz+m~2.A0—...

v b (=1)"log/z;

m—1

1og [%.y m—sfr=logf{z+m—1.Az)— T log flw-+m—2. Az)+

, (m—1)%"

g log f(@+m—3.A%)— ... +{—1)* log f=

log /. yfz =log [ (w+4Ax) — log fa; ;

me—1 A1 m—ii—1

. m
pomnézmy je, zaczawszy od drugiego przez 4—, —qgr»> "I oy i

i dodajmy; otrzymamy tym sposobem:
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mr—il—1

7m fwT—Y’”—ifx—}' }zyl ?’m~zf'L+ T = f
Iog [ (z+miz) — log fdu
log fx

Poniewaz y, fr jak to wynika z (9), réwna sie 1, mozemy przeto wzér
ten napisaé tak:

m . m? -1
}’mf.Z—!—T ym-q/:L‘-—}- _12,7“ Ym—2 /"ac + PN

(11
m—1i—1 1 log f (x-}mAz)
RS it e+ Tomit vl ——“«‘ﬁg—r—_
Zakladajac @r = ¢v*, znajdziemy:
. e g WA
Vm €7 1 Ym—1 €P + 127 Pin—g €FF +
12
it mm—i—1 - @amix) .
-t e = ye¥ - m—11 Yot = oz s
skad po zalozeniu m Ax — ¢
"/—A.’c T —.
¢ (@+)=pz [ro G POt s 12 €+ T 7 8‘?’]
IA::: 120 A2 jmit Agem O

€0 nam przypomina wzér interpolacyjuy Newton a.
Przy pomocy wzoru (11), przedstawionego w formie nielogarytmowej,

znajdziemy nastepujacy zwigzek miedzy réznica wykladniczg m-go rzedu e/*
i réznieami wyktadniczemi samej funkeyi fz.

2/—1 mj—1
L " »n - m
oo T rfed o EE e R Br=rud il ¥, I
Ym = Jx
2[—-1 LJm—1{—1
m—1 .
m PR N yafe oo = EAE
— . w
1
(14)
o211 m—2{—1
M—2 -
e m-:—lf = ot 7 nfmt. ot A T
&L
1=

1 W e (— 1)

(13)
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Mozemy jeszeze napisaé zwigzek inny:

i1

» mo my—1 N . .
7’06} +T ?}6] + 121 726’”‘-"}' - . -‘T'_iﬁ‘ P oF

(15)

21 1
—1f¢+ 2N I s Y

—.‘/.$ 3

ktory otrzymujemy z poréwnania (11) i (12).
PrzejdZzmy teraz do réznicy wykladniczej m-go rzedu funkeyi Fai=.
‘Wieny, ze

A [log Ff( m—i—m.\.z)kogF(r—i—mAmﬂ

ym (Foit) = Jxlog F o

pozastaje wiec tylko rozwingé réznice A™ iloczynu i potem réznice A réinego
rzgdu zastapié odpowiedniemi wyrazeniami, zawierajgcemi réznice wykiadni-
cze y roznego rzedu. W tym celu wezmy wzir:

Am (fr . gx) = fir. A= qsx—}————jfm [A¥1 g — A™ g}

-

e At o [An g2 — 20m gz - A go]

31 ) :
+ "{Sﬂ AB fz [An—3 gz — 3A%2 gz - 3071 g — A gz
it i
2070 B [ g — ot o s (A

!
-+

dla réznic wstecznyeh i zalézmy w nim g =—log F (e} oraz x =z - miz,
wtedy:

Fipfzy — 1 I I / 3 A
P (F?) = 77 log F% lf (z+mAz) A7 log F (z4-mi)

n

{— A f (z+mAz) [A"log F (z+mix) — A log F (w4-miz)]
+ 12 ; .\.* f (+miz) [An—tlog F (w-+miz) — 247~ log F (z-+miz)

+ Amlog P (z4mdz)] - it A .. }
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_ [ {xe+mdx) A»log F (x4mdx) co mogliby$my znalesé bezposrednio, uzasadnigjge tym sposobem simsznosé
- [z : log Fr ostatniego wzoru dla jakiego badz wykladnika byle stalego.

Pozostaje jeszcze znale§é réznice wykladni -go rzed
m  Af(z4+mdz) flz+m—L. Ax) ['A»logFlo+mAz) logF(.z'—}—Aa) 0 oy Wy dacnieg nego Tmatn Sy

4= _ Fx - [, czego, pomimo wielu usilowai, ofrzymaé nie mwoglem; podobno
1 '/ (@t+m-1Az) [z log F (z+Ax) log Fr Wronski wzér ten wyprowadzil; przynajmniej tak twierdzi Montfer-
Amlog F(z+mAx) rier, wzoru tego jedrak nie podaje w swej Encyklopedyi.
- log Fz ] ‘Wzory na rézniczki wykladnicze m-go rzedu otrzymamy ze Wzoréw na
roznice wykladnicze, zakladajac w tych ostatnich przyvostki zmiennej nieskori-
m o Alwtmdz) fletm—24A7) [_\.“-’logl’(.t-i—ndm) log F(x4-2Ax) czenie matemi. Tak ze wzoru (16), gdy w nim zalozymy Az — dz oraz za-
P frotm—3.Az) fz log Flzz+2Ax) log Fx trzymamy tylko nieskofiezenie male rzedu m-go, otrzymujemy wzér
_ o A log Mz t-miz) logFx+Ax) A'”logFur—;—m.&w)] it
4 TlogFztAz)  log Iz log Fu: +itd G (F7) = g Fi . g &% + " Gt P gy 0% ln 9m~2va g28"+ ..
(19)
Biorae na uwage (11) i (12), otrzymamy ostatecznie: i mni— o
. 1= g"‘
, . mo mei—
7m (Fl?) = ("0 " +T e i T e 7’2 e SRR o 2 9") ym FZ ktiry podaje Montferrier (Tom III § 812) jednak bez udowodnienia.
| Wizir ten mozemy otrzymaé niezaleinie od (16), biorge
+%(?’u & m; L SRR ol 9"“) yel wm—ian 1
: Gm (F?) = ————— d" (fr log Fx)
. []’m—l F(x-}—Aw) (1+7F.L) - ¥m FJC] (16) fw ]Ug Fx
mei—1 L, m= e irozwijajac d* (fx log Fix).
+ (/0 oo ?’9’ R T U R e P p O efx) <y @A Dla Az—dzx wzér (17) bedzie
< e P (54 22%) . (14-2pFiet p, Fir) — 2y Flx+Az) (L+yFx) -+ yu Fr|+ log Fr.gw Fr+log fir. g fx 9
gm (Fx . fx) = e Fe T . (20)
it.d og Fx -+ log fx
Réznice wykladnicza m-go rzedu iloczynu dwéch funkeyj znajdziemy Co sig tyczy rézniczki wykladniczej m-go rzedu summy Fo - f znaj-
z latwoScig. "W samej rzeczy dziemy jg, jezeli mie¢ bedziemy g» @r Wyrazone za pomocy fu €% .

. W tym celu weZmiemy
Amlog Fle +mAx)+ A™logf(z+mAx) _logFr.y.Fartlogfr.ynfz

Fofe) = = = gz . dlog pz
Pn (Fefz) log Fir + log /x log Fir 4 log / N o k8 ? . .

i zrézniczkujemy (m — 1)-razy; tym sposcbem otrzymamy m rownai,

Przyjmujac wigkszg ilos¢ munoznikow, otrzymamy w ktorych zamiast d* g podstawimy gx.gs €%, a zamiast d log gz —
log @ g .

TP G2 T . @) ) ge¥* = log @z . gy ,
gz ymp 2102 8.y r AL LG g T g e = log @z . gev . gox -+ log gz . gy @
lo s+ logp, 2+ ...+ 1 @ ’
g &t+loge, w4 ... Flogpua s €55 = log gz . gy €9* . goe —+ 2 log . ger® . gy @ -+ og g . gy g0
Jezell zalozymy ¢ e = e =gz =... =g, 2z, to B . -

m—1 z
v (@29 = ym @z (18) gmer*=log gr.gn—1 7. gp + i Logg.gue €°.gs @0+ - . . H10ZPTGnp-
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Rozwigzawszy te rownania, znajdziemy g, pz w funkeyi rézniczek wy-
kladniczych er* réinych rzedow:

e, Ml
gm—u k] 1 Jm—z 3e ey

S ) 0, gewr |

L S v 0, 95 e‘»”[

1 v, 2 gert <50 v |
9’”"}:&*100%5 g2 ¢ ) YEFE, Lo , 0,9 ¢ é(gl}

l

|

.

Wezmy teraz g, (e7+%); na mocy (10) otrzymujemy

3¢9 Jatd Y jir
(@n Fu - dn fir) = T2 gn €™ f2 g er

gl = Rt

1 ]
Fr+fz (22)
dostatecznie wieo w (21) zalozye ¢z = Fr+ [z, apotem w wyznaezniku
po prawej stronie tego wzorn podstawié wyrazenia z (22), by otrzymad
gn (Fr+fx) w funkeyi roznego rzedn rézniczek wykiadniczyeh funkeyj
e 1 ¢, Zamiast ge® i goi roznych rzedéw mozemy potem podstawié ich
Wyrazenia za pomoca réznych rzedéw gFz i gfe i otrzymac ostateczny wzor
03 gm (Fr~fi) , ktérego tu nie pomieszezam, poniewaz jest nader ztozony.
Caly teorya résmic i rézmiczek wykladniczych wyprowadzit Wroniski
& prior], na moey badar filozoficznych nad réznymi niezbednemi galeziami
algorytmil. Czy teorya ta bedzie - kiedykolwiek w matematyce stosowana,
przesgdzaé trudno, z powodu Jej blizkiego zwiazkn z rachunkiem rézniczko-
wym. Co prawda, autor jej twierdzi, ze dwie te teorye istnieja niezaleznie
Jjedna od drugiej; nie jestem jednak bewny, czy moinaby wszystkie powyiej
podane wzory wyprowadzi¢ hez pomocy rachunkn rézniczkowego.

Pozostaje jeszcze zbadaé roznice i rézniezki wyktadnicze o skagniku od-
jemnym, ktére odpowiadajg calkom w rachunku rézoiczkowym; postaram sig
Je rozpatrzyé w artykule pozniejszym.

icm

Z WRONSKIEGO TEORYI STOPNI SKOXCZONYCH
I NIESKONCZENIE MALYCH.

PRZEZ

S. DICKESTEIN A,

1. Zasady teoryi siopni skosiczonych i nieskoriczenie ydyclz, (g}*ades ?t
gradules) ') podal Wroniski w dziele swem ,,Intrqductmn ala ph{los?phle
des mathématiques et technie d'algorithmie® 2), sl_{a%d jaMontf er ‘1‘ x;e ¥ »bez
zmiany prawie, tylko w skréceniu, wnidst do swojej ,,Eycyk.lopedyx ). Tfe—
orya ta pozostala dotad bez zastosowan. Proba W rofs kie go zastosm.m-
nia jej do odkrycia formy ogolnej pierwiastkow _rownania a}‘ge'br?{u‘:z-
nego nie moze by¢ uwazana za doskonala 4). W rgkovas.ach po Wrons im
znalazlem notatki, z ktérych okazuje sie, ze pomysl swoj stosowal do badan

'y Wprowadzamy tymezasowo te nazgwe w miejsce nazwy :.,r’(»inic.i’ rozniczek wy-
kladniézyc “ ugytej przez p. Krauzego: mimo, ze wyraz stopied ma iinne znaczenie,
sgdzimy, 7e nie da to powodu do dwuznacznodei.

%) Rok 1811, str. 48—61, 82—90. 05103

%) Encyclopédie mathématique, T. ITI, p. 96—103. ) o

4; Inu{)duftion p 82—-90. Za pomocy rachunkn stopri, zastosowanege do wyrazenia

X = () @) . (arbr) = Ao+ Ay b b Ay o,
stara sip Wronski wykazad, e pierwiastki réwnania X=1{) sa zawsze postaci
i ox_ a_
a=3{V (VA B+ O ..}

gdzie 4, B, C. .. s funkeye wspolezynnikéw réwnania, b za§ jest znakiem funkeyi, ztozo-
aej z wartosei réznych, jakie przybierad moze jej argument.
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