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W artykule tym podaje dowody szeregdw odwracajaeych Wrodskie-
goiBiirmanna, oraz pordwnywam ze sobg warunki stosowalnodei sze-
regu Wrofiskiego z jednej, a szeregiw Birmann'a i Lagran-
g ¢’ a z drugiej strony. Z pordwnania tego wynika, ze warmki stosowalno-
§ci szeregnu Wrotiskiego sgszersze; gdy jednak w pewnych przypad-
kach wprowadzimy pewng modyfikacya w obliczanin wspdlezymnikéw szeregow
BirmannaiLagrange a, warunki te stang sie identyczne.

1. Niech bedzie funkeya & zmiennej ¢, wyznaczona przez réwnania:
fley=¢, 1)

gdzie F'i f sg funkcyami analitycznemi zmiennej z.  Oczywista, ze & jest wo-
ghle wielowartosciows funkeya zmiennej . Chodzi o to, aby pewna galaz
funkeyi @ rozwing¢ w szereg wedlug poteg dodatnich réznicy T—yy, gdzie
7 Jest stala.  Aby to bylo mozliwe, jak wiadomo, koniecznem Jjest 1 wystar-
cza, Zeby yo mialo warto$é skoriczona i nie bylo zadnym osobliwym punkiem
tej galezi funkeyi &, t. j., afeby galaz ta w otoczenin punktu y, zachowywala

P="F(s),

) W jezyku niemieckim: ,Umkehrungsreihen®.
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sie tak, jak funkeya jednowartosciowa, skokezona i ciagla. Zakladajac to,
oraz przypuszezajac, ze z rownania: ‘

fE)=¢, (2)
mozna wyznaczy¢ te wartodé:

z=g (i), (3)
ktéra odpowiada rzeczonej galezi funkeyi @, bedziemy mogli obliczyé
wazystkie pochodne tej gatezi funkeyi & wzgledem £, jako funkeye zmiennej
{, 1 otrzymamy szereg odwracajacy:

4)

— & QO (E— 70" [d B)
?= Byt 3 e (d.,;n '},_,
- e=te

zbiezny w pewnem kole opisanem z punktu 5, jako $rodka.
Lecz z rownania  (2), wogdle méwige, nie mozna w formis wyraznej
otrzymaé z jako funkeyi zmiennej &, Wobec tego nalezy szukad innego spo-

sobu wyznaczenia wspolezynnikow szeregu (4). Na podstawie nastepujacych
widoceznych wzordw:

ad L1

=9

@3 _i(d@)wl

ar T dz \da | 7 (5)

ar @ d ( a1 @) 1

az» d=\"a17 | {5y

mozna pochodne funkeyi @ zmiennej ¢ wyrazié przez zmienng z. Widoezna,
Ze, aby z tych pochodnych otrzymad wspliczymiki szeregu (4), trzeba zamiast
Z wstawi¢ w nich ten pierwiastek ¢, rownania:

f (3) = Yo:

ktéry odpowiada rzeczonej galezi funkeyi @, a wowezas szereg (4) moima
bedzie napisa¢ w postaci:
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o (F— o) (dr B
D = F(Ca) "]" E" (;ql.li_ ( s )::c‘ ’ ®
. 1 )
lub w postaei:
' = ) [ D ar
F=F(c)+ X (*%ﬂ‘)‘ (’Zz_)z : @
1

2. Wzory (5) podaja sposéb kolejnego obliczania pochodnych funkeyi
& zmiennej . Zachodzl wszakze pytanie, jakie jest bezposrednie Wyrazenie
pochodnej _dz"% przez zmienng 2. Jedng z odpowiedzi na to zapytanie dal
£l
Hoene-Wronski.
Zaunwazmy, ze jezeli w wronskianie:

dyy dapy y,
dz ' dz """ dz E
. ) Ay Py, a2y, |
W(———‘f;ﬁ‘ , ‘f;’ (fl'f Z R =
iy, dhy, Ty |

dz* 7 dzw 77T (gm

zmienng z zastypimy przez zmienng 7, zakladajae, ze £ jest pewng funkeys
zmiennej z, to otrzymamy:

(o dye ) (e gy (| 2 Q).
dz? dz’" " dz ) :

“dz “ldz ac’ dr’' T dr
Twierdzenie to zastosujemy do wroniskianu:

de’ dz’" T dz  dz )
w ktdrym zmienng z zastgpimy przez zmienng { na podstawie réwnania 2).
Wéwezas otrzymamy:

(df' e dafr— dIv’) .

) Zob. 8. Dickstein ,Wlasnodei i niektore zastosowania wrofiskianéw®, Pra-
ce mat-fiz., t. I, str. 13.

O SZEREGACH ODWRACAJACYCH. 149
(@, i, ap ar
dz? dz* " 4z ¢ dz)
ad
9 o n—32
U, 20,........ , (n—1) =2, i3
0, 2,..., (n—1)(n—2)s, Z;ff
df)mﬂ
SR
H—-1
B N
0, O,.viun..... , (n—1), =
ad
0, 0, ervuneennn... )05 7
skad wynika:
W ar df? dy»1 dF)
s (E?E az ’ dz m
w #ind-1) ‘
dc 2. .. (1) (Ldll_’)—

Na podstawie tego wzorn otrzymujemy z (6') szereg odwraca-

jaey Wrodskiego:
W(df ar? dfr—1 dF)
o)™ dz’ dz " dz ' ds

uar.. . a l (d/)m'uqtn I
2

@

iz

£

Obliczanie pochodnej ‘jz;%

(7) daje oczywiscie ten sam rezuitat, wiee szeregi (6') i (8) dla kazdej warto-
Sel ¢, s te same. Posiadajg one zawsze wtedy i tylko wtedy
pewne kolo zbieznodci, gdy f(e)=y, ma zupelnie okre-
Slong wartosé skoficzong i gdy ¢ odpowiada takiej gale-
zi wielowartosciowe]j funkeyi &, dla ktérej punkt y, nie
jest zadnym punktem osobliwym. Zobaczymy, ze z szeregiem
Birmanna, ktéry teraz wyprowadzimy, rzecz sie ma cokolwiek inaczej.

za pomocg Wzoréw (5) i za pomocy wzorn

3. Aby dojé¢ do wzoru Biirmann a, nalezy wprowadzié pewne
ograniczenia co do natury funkeyj F(z) i f (2) w punkeie z=¢,. Wystar-
czy mianowicie zalozy¢, ze na pla szezyznie zmiennej zistnieje
takie otoczenie punktuc, wktérem F(z) zachowuje si¢
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jak funkeya jednowarto$ciowa, skoficzona i ciagla, aktd-
re przez rownanie s=g ({) tak jest odwzorowane na pe-
wne otoczenie punktu ;y, znajdujace sie na plaszcezyinie
zmiennej {, iz podobieistwo odwzorowania w zadnym
punkeie tych otoczen nie jest zakldcone.

Widoczna, ze, gdy warunki te zachodzg, natenczas y, nie jest zadnym
osobliwym punktem tej galezi funkeyi & zmiennej ¢, ktorej odpowiada ¢, 1),
Przeto mozemy napisa¢ wedlng Cauchy ego:

STy L (9)

P () = 5 ey

2

gdzie przez (y) oznaczylismy droge zamknigty otaczajaca punkt y, ilezges
W rzeczonem otoczeniu tego punktu; calkowanie po drodze tej prowadzié na-
lezy w kiernnku przeciwnym kierunkowi ruchu skazdwki zegara, t. j., w tak
zwanym kierunku dodatnim.

Jezeli teraz w calce (9) zmienng ¢ zastapimy przez zmienva z na pod-
stawie réwnania z=gp (7), natenczas otrzymamy:

(10)

T = e N T &y

( @ .&T)) _{n—10 /"' F(z)ds

gdzie, wobee podanych zalozen, droga (y,) przechodzi w zamknieta droge (¢),
lezges we wspomnianem Wyzej otoczeniu punktu ¢, i otaczajaca ten punkt ¢, ,
calkowanie za$ odbywa sie po drodze (¢,) takze w kierunku dodatnim 2).

') Zwracamy uwage, ze ostatni warunek eo do zachowania sie funkeyi @ w punkeie
Yo, nie poelaga za soba poprzednio podanyeh warnnkow co do funkeyj F{z)i7(z) w punk-
cie ¢y, W dalszym ciggu ckaZemy to na przykladach,

%) Ze kierunek ten istotnie bedzie dodatni, atwe okazad sposobem nastepujacym.
Przypuszezajge, ze droge (1) zredukowalismy do dowolnie matego kola z frodkiem w pank-
cle 7y, dla punktéw { tego kola mamgy:

= =1" (7} (—)s

wige na plaszezyinie zmiennej < otrzymamy takze bardzo mate koto ze Srodkiem w ¢, po-
niewaz ¢’ (7,) nie jest ani zerem, ani nieskosi¢zonos i3, bo podobiedstwo odwzorowania
plaszezyzn zmiennych 2§ 2 w odpowiadajaoyeh sobie punktach ¢y iy, nie jest zakYocone,
Jezeli teraz argumenty wielkosei zespolonych: z—cy, 2’ (fy) 1-{—y, nazwiemy odpowiednio:
5 173, to0 z réwnania naszego wyniknie:

$= (k4 3) (mod. 2=),

t.J. kat s zmienia sie w tym samym kierunku ¢o i kat 3, co tez nalezato dowiesé.
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Uwazajmy teraz funkeya:

¥ (2) — [—ij]zﬂm

Funkeya ta widocznie w calem rzeczonem otoczeniu punktu ¢, jest je-
dnowartosciowa, skoniczona i ciggla, wice wedlug Cauchy ego mozemy
napisaé:

2—Cy " s _ .
(n—1)! f [m] F' () dz
L e an
= (1) f ' (2) ds

= 9% “(v,)[f @ =)’

Pl () =

gdzie przez (¢,) oznaczyliémy tesama droge, co ipoprzednio, a calkowanie

winniSmy wykonaé takze w kierunku dodatnim,

Pordéwnywajgc wreszeie wzor (11) ze wzorem (10), otrzymujemy:

(& _=le= rom] 7o)

skad na podstawie szeregu (6') wynika wzér Biirmanna:

=F () + 2"(;_2:(0"))"{5:3 [ra=taml# o)l

4. Moznaby przypuszezaé, ze zalozenia poprzedniego ustepu z?,wa.run-
kowane sa tylko podang metoda dowodu wzorn Biirmanna, Ze, wiee wzor
ten istnieje zawsze wtedy, gdy istnieje odpowiedni wzér Wroh s ki ego
chociazby nawet zalozeniom tym nie stawalo sie zado§é.. Zoryentujmy sie co
do tego na przykladach.

Jezeli zalozymy:

Foy=2z, [()=2,
to oczywiscie:

F=10

1jest funkeya, nie posiadajaca Zadnego punktn osobliwego WSkOﬁCZUl}OéCi.
Poniewaz kazdej skoficzonej wartosei 2 odpowiada, skoniczona wartosé £,
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wige szereg odwracajacy (67) lub (8) musi dla kazdej skoiczonej wartosei I
dac rezultat ¢%  Ze wzorow (5), lub (7) otrzymuje sie:

ag ) .
(WF e

wiee istotnie:

e &
€% 5 (—dé'—ﬂ):fﬁ =2, (W)::{u';‘ 0dlan>2,

B =&t 4 2% ({—0%) -+ (L) =12,

Zwazywszy teraz, ze z jest funkeya dwnwartosciows ¢ z punktem roz-
galgzienia £ =0, widzimy, ze w odpowiadajacych sobie punktach ¢, = ¢
1y, = 0 podobiefistwo odwzorowania plaszezyzn zmiennyeh 217 jest za-
Klcone, t. j., Ze dla wartosei ¢, = 0 warnunkom ustepu 3 nie staje sie zadose.
Wedhig wzorn (12) otrzymujemy:

£ %—1 p3—n
() (2
=

arr

_d_z”r—)r_u = 4 (3—n)in~1 (z4—2),_, Y,

skad dla kazdego n > 3 wynika wartos§é nieskoficzenie wielka. Wiee wzo-
ru Biirmanna zastosowaé tu nie mozna, jakkolwiek wzér Wrotiskie-
g o daje zupelnie prawidlowy rezultat.

Wezmy jeszeze przykiad cokolwiek innego typu. Niech

Vz
F(e)—z,f(Z)—l_*_V;: .
Stad wynika:
o [<
!Zi—z_.,‘_(l_c)a ;

funkeya ta posiada tylko jeden punkt osobliwy, mianowicie biegun 7 =1,
przeto szereg odwracajaey (6') lub (8) stosowaé mozna przy kazdej skonezo-
nej wartodci ¢, a W szezegilnosei przy ¢o = 0. Poniewaz wartoSei ¢, =0
odpowiada y, =0, wigc szereg ten musi byé identyezny z rozwinieciem
otrzymanej funkeyl @ wedlug poteg zmiennej L, t.j. z szeregiem:

c=1.04 20 =) o

) Symbolem (9 oznaczamy iloczyn I ([ — 1..
k-krotnym faktoryatem lezhy 1.k jest tu liczby catkowity d
ostatnim preypadkn dla kazdej liezhy ! mamy (50 =1,
calkowity dodainia lub zerem, (k) = 0.

odatnig, lob zerem, a w tym
Gdy k=1, a I jest liczhg

icm

- {(I=k41), ktéry nazywa sig -
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FTatwo okazaé, ze w tym przypadku:

d*z

= al (14 Vet {n—1) (14Vz)+ 2Vz ).

Istotnie, poniewaz mamy:

d
4

L =2 (1 Vr )Tz

=~

)

wiee wzor ten jest prawdziwy dla m=1: rdzniczkujgec za§ wyrazenie dla

&z wzgledem z, otrzymujemy:

ar )
t 1 s Ion 7
(n+1)! (14+V7) YA (1+Vz)+2Vz},
7 T daje dla pochodnej iz wyrazenie tej sa-
¢o pomnozone przez wartosé a aje dla p j e
, i ar z
mej postaci, ktérg otrzymalismy dla i
Poniewaz dalej:
Ak N 1
(@), -

wiec istotnie z szeregu odwracajacego otrzymamy wyzej podany szereg z.“

Zwracajac sie teraz do obliczenia wspétezynnikéw szeregu .We<_1h1g Bku r-
m anna, zaznaczamy, ze punkt z=0 jest punktem 1'o'zgalgz.1ema} fun! dcy:lé
f(2), Ze wigc warunkom ustepu 3 i w tym przypadku nie staje sig zados
Wedlug wzorn (12) mamy:

-

=0

Wiadomo, Ze kazde rizniczkowanie obniZa rzed zera funkeyi o jedno-
stke. Poniewaz za$ funkeya, ktér tu trzeba rézniczkowaé ma % - krotny
punkt zerowy dla z=0, wige (n—1) — a jej pochodna jest dla z=0 zerem
% — (n——i) = 2—?—” rzedu, t. . da kazdego 2 > 2 ma wartodc nieskoﬁcz?-
ll-ie wielkg. Zatel;l iwtym przypafik‘u wzorn Bi rmanna sto‘sov‘v;é' n’x?
mozna, pomimo ze Zadame rozwinigele otrzymuje sig ze Wzorn Wron
skiego.
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5. Przyklady poprzedniego ustepu bynajmniej nie upowazniajg nas do
twierdzenia, ze warunki ustepu 8 sg nie tylko dostatecznemi, ale zarazem we
wszystkich przypadkach koniecznemi warunkami stosowalnosei wzorn Biir-
manna Kwestyi te] wszakze badaé nie bedziemy, zobaczymy bowiem za-
raz, ze wystarezy w przypadkach watpliwyeh wprowadzié pewng modyfika-
cya w obliczaniu wspélezynnikéw szeregu Biirmann a, aby warunki jego
stosowalnosei zawsze byly identyczne z warunkami stosowalnoei szeregil
Wrediskiego,

Istotnle dla kazdej wartodei ¢,, czyniacej zadodé warnnkom, przy kté-
rych wprowadziliSmy wzér Biirmann a, wspélezynniki wzorn tego sa iden-
tyczne ze wspilezynnikami wzorn Wronskie go. Stad wynika, Ze, jezeli
wykonamy rachunek wskazany we wzorze:

dr & a1 s—c 2 \
= = pemae - F' () . 14
(d‘,”).-:g- {d:"*‘ ([ f@—r (c‘)] ( ) }::r a8
gdzie ¢ ma wartosé zupelnie ogdlng, to otrzymamy te sama funkcya o0wego
. o N * D
ogolnego parametru ¢, ktora otrzymalibysmy, - obliczajge ((Zw) wedlug wzo-

16w (5), lub wedlng wzoru Wrodskiego (7) i kiadae z==¢c. Jezeli prze-

to w obliczonych ta metoda pochodnych (dw ;p) zalozymy e=c,, to otrzy-

s
mamy widocznie te same wartodei dla wspélezynnikéw szeregu, ktére otrzyma-
liby$my na podstawie wzoru Wronskie 2o, a wige I warunki stosowalno-
§ci obu tych wzoréw beds te same.

Tak obliczony szereg Biirmanna nazwiemy unormowanym
Szeregiem Biirmanna, a istote tego normowania wyrazimy wzorem:

@:F(cﬁ)-’rinﬁ—_’?}f&)ﬁ g dd*: ([7‘_(5):5%07 } P (:ﬂ‘))sl_.;:; a5

i

Szereg ten zawsze wtedy i tylko wtedy posiada pe-
wne kolo zbieznosci, gdy ¢, odpowiada takiej galezi wie-
lowartodciowej funkeyi &, dla ktérej f(c) =y, nie jest
Zadnym punktem osobliwym.

Obliczanie szeregn unermowanego jest, wogdle méwiae, wigeej skompli-
kowane od zwyklego obliczania wspllezynnikow w szeregn Biirmann a,
zwracamy przeto uwage, Ze ten wiecej skomplikowany rachunek trzeba wy-
konywaé tylko w tych przypadkach, w ktérych ¢, nie czyni zado$6 zaloze-
viom ustepn 3. We wszystkich innyeh przypadkach zwykly sposéb oblicza-
nia wspélezymnikdw szeregn Blirmanna, daje oczywiscie ten sam rezultat,
ktéry wynika ze wzoru Wronskie go.
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Sprawdzimy to nasze ogélne rozumowanie na dwu poprzednich przykia-

dach. )
W pierwszym z nich mamy:

_—j"- 4z% 423 e\
zZ—<C AL s 0 —
[rara] " o-wF—ar i+ F)
A Y z—e (kDT =7,
- (20)"( "——2—0- Y + L?..C‘}Q 2 T

(n4p—10  (z—e)
o e +)

skad na podstawie wzorn Leibniza otrzymujemy: ,
e 12 62(21z——3)(“”-)

. S22y :
(%??) =‘('91—.)7{("‘1)”‘14U"(*%®—H— + (1) T B
5" l=r «
11—T1Y(2 2 )3 - (,n_l)fa) (291__5)171—-4,1
oty B e 1(221-)")—3 P 2 g

DL gy B(2n— )= --6 (2t —4(2n—5) } :

= (2 ‘1?

&2 rdznyeh war-
Przy obliczaniu ze wzoru tego pochodayeh (-(l—,ﬁ),:,. dla 10@3:«: o
toSci n nalezy opuszezaé wszystkie wyrazy, z’awierajgc&-a fakto-ryaly laxcg t:-liy-
mnych, bo faktoryaty liczb ujemnych widocznie wehodzié tu nie moga.
mujemy wige:
ad 9 (115’_@) —32.
di‘ = - : d;—ﬁ =

Dla n =2 niema we wzorze naszym faktoryaldw liczh uj.emnycl};pigieé-'
to nalezy uwzglednié wszystkie wyrazy; W tym przypadku mozemy napisac:

"9 (1) Qb)Y go9, 3) —g(2n—3)+6(20—4)—4(2—3)},
(d:n )12 ey x

skad wynika:
(@) =0 dan>2.
d‘f” =
- . -
Widzimy zatem, ze rezultat ten najzupelniej zgadza sig z tem, co otrzy
muje sig wedtug wzorn Wronskiego.
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W drugim przykladzie mamy:

[f( ; f(o)] = 1+Vey A+Vzy e+ Vzy

=1+ e[V VIVt = (14+Ve) 3‘1(") (I+Vey 22 (Vs +z);

oznaczajge. funkeyg te przez u, mozemy na podstawie wzort Leibniza
napisaé:

dr1 g

dzn~1

=(1+l/?)"$‘t(n) A+V% )12 (n—l)(z (7) LI (n—L)o=1-0 (V5 4 gjprta .

kladae 78§ w wyrazeniu tem z=c, otrzymujemy:

x—1

ar Z n—itl—1 —T1Y4
(—(Z—F) _(1 +Ve)y S‘z y M‘(w( )(1_!_1&)1—,-1 (Vey—1,

o
skad na podstawie wlasnogei faktoryalu (m)n—++-1) wynika‘

a2 = ) i (_l)‘“
(E)mz () 3 O 1y s Z s

Pozostaje nam wyznaczenie wartosei sum:

) I\
i1 (5_)
Si=¥rg pES g

W tym celu zauwazymy, ze:

a1

(14Vay+t = Z TGEaT B G Y

(A-1—1)! “

Ze wiee:

di (1+1.’;);.-1-1 %‘1 (’Tl) (Z (4 oo
da? - Z'(,-H_I)v ) avTh,
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. {@i&ﬁ@i‘}
"= )

Stad na podstawie wzoru Cauchyego:

(=1 [ ¥ (a) da

e (1) = % ) a1y’
a '

Kktéry stosowaé moizna dla wszystkich calkowityeh 1> 0, otrzymujemy:

.

1 da 1 [ gie®> dw ;
Si=g7 2Va(Va—ly 27k J o 2Videe® (Vidoe™ — 1)
[¢)]

gdzie @ ma dowolna warto§é rzeczywista dodatnia, mniejsza od jednosel.
Wige, gdy =1, mamy:
S=gz / Ig (VTFas—1) = g | {lg iee) —Ig (ViFee™+1)} =15
aj
) ]
gdy za$ 2 > 1, ofrzymujemy:
o1 /2“ 1 _
*7 3l (1--0) | (VTFeee—1y
a

W pozostalym przypadkn =0, sumg S, obliczamy bezposrednio i otrzy-
mujemy:
S =2.
‘Wobec tych wartosel sum ' §;, mamy:
(%\) = nl (14-Ve) {2Ve (1+Ve) + (n—1) (1-+Ve )},
co znéw najzupelniej zgadza sie z odpowiednim rezultatem otrzymanym
w ustepie 4.

6. Przechodzac do ogolneg teoryi, wprowadzimy zamiast zmienuejZ
zmienng ¢, a zamiast funkeyi £ (2) fankeyg v (2) na podstawie réwnan:

Z2—Cy

16
L=f@=t 75" @ o

=y (2);


GUEST


158 K. ZORAWSKI

wowezas réwnania (1) przybiors ksztalt:

D= F(z), Z=ﬂo—f—tz;!(z), (17)

a szereg Blirmanna (13) moZna bedzie napisaé w postaci:

ﬁ

ey L N Pt
r=rw+ Y {g=herrel_ - s

I

Szereg t azywa si \ i
: glennazywasig szeregiem Lagrangea.
zereg ten daje rozwinieci j
8 nigcie tej g i :
mowige, Wielowartoéciowejgfunk yJi bf;lg“) TaEole
v ° c Zmien j
ktéra odpowiada temu rozwigzaniuw ned b

s=0 ()
réwnania: .
:=L'U+tify (:,)5

z ktorego dla t=0 otrz j i
] = ymujesie z=¢,. Rozwinieci
: ' ) o I . rini
;atlzlde Wogolﬂe mozliwe jest zawsze wtedy i t;lclii
NA v, gd;?r yunkt t.-—_() nie jest zadnym punkitem osxo-
o ;twy.m owej gatezi funkeyi & zmiennej & Gdy wszak
éds‘ étiiuienly algorytm L agrang e'a, wowezas ten warunek str;sowaluo:
,J st omeczny,’ ale 13)‘11&,}1111118,} nie wystarcza, bo algorytm Lagran
f : a jest bezposrednim wynikiem szeregu Biirmanna, Chodzi wiec
o ]g, gggereg};ul L ka grange'a nie moznaby tak unormowad abyJ Warﬁ
yzszy byl i koniecznym i dosts 'm waranki jee )
nek \g tatecznym warunkiem jego stosowal-
o a,W ty_m c(eilu nz;lezy tak wprowadzié we wspolezynniki szeregu I, a gran
g pewien dowolny parametr ¢, jak parametr t i ]
‘  ds : ¢, en wehodzi w unormowa-
by szereg Biirmanna, innemi stowy, trzeba zamiast fonkeyi: "

3 ( 2)== —,—i—L
Fe)— 7 (c)
wprowadzi¢ funkeyg:

Z—

V(zsc)zm.

To moina zawsze zrobié, b (
Lo 1 , bo funkeys u (z,¢) mozna bezpogredni
razié przez funkeys vy (z). Mamy miauowicie:’ pestetnlo -
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zZ—¢,

f(z)—‘/'(t'n)=—ma

g stad )
£—0Cq

f(”)'—}'(t’n)=m;

. otrzymujemy przeto:

) =1 _ e—t)y (@) — (=) y (2)
¢ (z—0)p (0) p (2) ’

skad wynika:
(z—¢) w (&) y (2)
p (2,6) = - . (19
P EI= T @ — @ v )

Wiee tRormowany szereg Lagrange’a ma postal:

s A du—i N ,
;15=Iv’(cu)—!—§_lnH {FF [y (z,c)* F ()] }::.r:cu ,

1

(20)

pochodnych

gdzie naprzdédnalezy obliczyé wartosci
Warunek

przy z=¢ a potem dopiero zalozy¢ c=ty.
wyzej podany okresla najzupelnie] stosowalnosé
tego algorytmu.

Poprzednie przyklady mozna tak przeobrazid,
normowanie szeregn Liagrange’ a; przeprowadzanie tu tego przeobraze-
nia uwazam za zbyteczae, bo nie przedstawia ono zgota zadnych traduoscl.

7e bedg one ilustrowaly

Lwow, styczei 1894
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