122 WE. NATANSON.

w tym wzgledzie do prac- Maxwella (Fhiosophical Transactions, 1866),

Watsona (A Treatise on the kinetic Theory of Gases; Oxford, 1876, 1893),
Lorentza (Wien. Sitz. Berichie, 1887) a zwlaszcza Boltzmann a (tam-
ze, 1872—1887, w wielu miejscach). ‘

Nie uwazamy bynajmniej powyzszego przedstawienia rzeczy za dowdd
prawa Maxwella; pragneliémy tylko wykazaé stopien pokrewienstwa,
ktdre je Yaczy z prawem G ibbsa, z prawem réwnowagi chemicznej w mig-
szaninach gazowych.

Krakow, w lutym 1894 r.
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ARTYRUEL DRUGL

1. Zastosowanie ,prawa najwyzszego“ do okreflania natury funkeyj
oplera W ronfiski na nastgpujacych rozwazaniach.

Okreglié nature funkeyj F, danej za pomocy réwnania zwyklego lub ré-
zniczkowego, lub za pomoca ukladu takich réwnan, jest to znalezé takie wy-
razenie F,, ktére zdolne jest przybieraé kolejne, wedlug pewnego prawa
wytworzyé sie dajgce postaci lub stopnie Fy, Fy, Fy ... F, ..., takie,
ze réznice F— F,, @ =1,2,...) 8 blizkiemi zera i to tem bardziej, imliczha @
jest wigksza. Dla w = oo powinno byé §cifle F = F,,, t.j. F— F,=0.
Oznaczenie funkeyi F, oraz réznicy odpowiedniej F — F, stanowi prze-
dmiot metody, nazwanej przez Wrotiskieg o ,metods najwyzsza“ (métho-
de supréme).

Pomyst Wroniskieg o nalezy uwazaé za unogdlnienie metody kolej-
nych przyblizeii, znanych w rozmaitych galeziach analizy, a mianowicie:
metody wyciggania pierwiastkéw, obliczania plerwiastkéw réwnad, teoryl
przyblizen utamkéw ciaghych i t. d. Lecz gdy metody te majg na celu gtéwnie

Y,  Patrz ,Prace mat.-fiz.", t. II, str. 145—168.
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obliczanie wartosci liczbowyeh, Wrornski metode swojg stosuje do otrzy-
mywania wyrazen ogéluych, przedstawiajaeych funkcye szukane. Sposéb

" przedstawiania funkeyj za pomocg szeregéw z wyrazami dopelniajacemi ma
pewng analogia z metoda Wroniskiego; zachodzi jednak, jak to zoba-
czymy, miedzy obu sposobami przedstawiania ta roznica,ze wyrazenia Wr o -
skiego nie sg szeregami zwyklemi, bo wspélezynniki ich s3 funkcyami
zmiennej niezaleznej.

Oczywideie, ze do metody ,najwyzszej“ nalezy zastosowaé zastrzezenia,
jakie poczyniliémy o ,prawie najwyzszem®; musimy wszakze przyznaé, ze me~-
toda ta uzupelnia pewne braki, jakie zaznaczyliémy w teoryi tego prawa.
Gdy bowiem w tem ostatniem szlo Wrolskiemu jedynie o samg forme
rozwinigeia bez wzgledu na jej stosowalnodé, tu o warunkach zbieznogei méwi
on juz wyraznie.

2. Zasada ,metody najwyzszej“, jak ja Wronski przedstawil jesz-
cze w r. 1815 w tomie I-ym swojej ,,Filozofli Technii® (str. 1681 t. d.), jest
nastepujaca:

Niechaj funkeya F (z), ktérej przedstawienia szukamy, wyraza sig za
pomocy prawa najwyzszego tak:

Fo)=Ay+ 4, Q 4,0 + 4, 0+ ...,

glzip ), Oy, 2y, . . . sy funkeye tworzace dowolne; Ag, Ay, A,, 4y . . -
wspélezynniki, ktére otrzymaé mozna za pomoca wzoréw (a), podanych w ar-
tykule I-ym.

Z powodu zupelnej dowolnosei funkeyj tworzacych, mozemy pewng licz-
bg tyeh funkeyj poddaé uméwionym warunkom. Niechaj niemi beds funkeye
O, 80,...,82, @=123...); pozostatym za§ funkcyom Qotay Qutey. s
nadajmy postaé

Qs = [ (@)= 15,
Coti=p@).0@+8...0 @+ (F1—1)8.
Tym sposcbem bedzie
Fo)=A4, Q4+ 4 O+ 4,0, ...+ 4, 0,
+ 9 @18 Lo+ dupo g @+ (0 +1) 9 ... ).

t.j.

)

Z teoryi wylozonej w artykule I-ym wiemy, zew wyrazeniach - wspdl-
czynnikéw doir, Aoye, . .. zachodzg réinice A @ (2% lub rézniczki
d» @ (zy%, przy pewnej szczegélne] wartosci zmiemnej . Jezeli za tg war-
tos$¢ szezegblng wybierzemy pierwiastek réwnania ¢ (x) = 0, to wszystkie
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réznice lub rézniczki, ktéryeh rzad m jest mniejszy od wykladnika n, beds ze-
rami, wspétczynniki przeto 4,41, dpte. . . sprowadza sig do postaci prost-
szyeh: E,p1, S0, . . . z ktérych kazda jest ilorazem dwdch wrofiskianow.
Bedzie tedy wedlug przyjetego przez nas znakowania:

i Er e W (D2, D, ..., DO, DF)
eH = SeH T T (DR, DR, . . DR, DQpr)
@
A (DO, DOy, ..., DOy, DQuys, DF)
e = et = D0, D, . . ., D2y, DR, Duis)

gdzie D jest znakiem pochodnej. Wspélezyuniki zas poprzedzajace 4, , 4, 45,
-+ -y 4o, wedlug wzoréw (a), wyrazajg sie w ten sposb:

A=E V() Es + V(0 Bept o+ Y (Woms Bor )
Uwzgledniajac (2) 1 (3) we wzorze (1), otrzymamy:
Fa) =&+ Y05+ Y0, 5+...+ P00
QU E YW E LT St P (Do B
TG FVYRLE T Y@sE A+ .+ ¥ (Qus Euy

+ o e )
+ Qs {Bot1 + ¥ (0—1) 5}
+ 0,5,

e B e tlE L E L gaettE L L
Nalezy pamietac; ze ilosei £1 ¥, zawarte wtych wzorach, sg wzigte dla
szezegolnej wartosel z, ktdra jest pierwiastkiem réwnania ¢ () == 0.

Wezmy na poezatek o = 1, wtedy z (4) otrzymujemy

Fz)=(5+ ¥(0u &)+ 5 &

®)
+Ep @+ S @t .
Funkeyg £, poddajmy warunkowi, aby sprawdzala réwnanie
E=10, (6

t. j. réwnanie
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W (D@, DF (z)) = 0,
b

DO, D°F (¢) — D'Q, DF (#) =0. )

Oczywideie réwnaniu temu czyni zadosé Q, = F (x); lecz funkeya F (z)
jest sznkang, zatozenie to zreszty, po podstawieniu w (5), doprowadzitoby tyl-
ko do nic nie méwigcej tozsamosei. Warunek (6) lub (6') nalezy przeto rozu-
mie¢ W ten sposéh, ze wyznaczamy funkcys £, ktéra mozliwie dokladnie
czyni zado§é temu réwnanin, Gdy taks funkeys znajdziemy, wtedy wspél-
czynnik &, bedzie mozna przyjaé za zero, wspélezynniki nastepne 5, &y,
bedg miaty mate wartosci liczebne, a gdy jeszeze funkeys ¢ (@) dobierzemy
W ten sposdh, aby szereg

o (@4, ..
byl zbiezny w granicach dobranych, to mozna bedzie wyrazenie
S+ ¥, &4 5 0

uwazaé za pierwszy stopiefi prayblizenia, t. j. napisaé

-F1=Eo+ T(O)lﬁ“{“gﬁ!)l’
szereg zas§ nieskonczony

B @+ Ee@n...
przedstawiaé bedzie wyraz dopehiajacy, t.j. F— F.
Weimy teraz = 2 t. j. napiszmy
Fr==(&+ Y00 5+ Y0, 5)+ (& +¥(1), 5)0 + 50
= o . (N
+5 ¢ @+ 5, p @y

Tu mamy dwie funkcye nieoznaczone ©, i 9, ; poddajemy je warun-
kowi

I

e

=0, ()
t. J. staramy sig oznaczyé je tak, aby czynity zadogé przyblizenie réwnaniu

W (D, DQ,, DF) = 0
Iub réwnaniu
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Do, DQ,, DF
D, D*Q,, D'F | = 0 (8)
DQ,, D'Q,, D*F

Temu réwnaniu czynig oczywiscie zado§é funkeye Q,, 2, takie, dla
ktorych MQ, }-NQ, = F (z), gdzie Mi N sy stale dowolne; lecz to zatoze-
nie nie prowadzi oczywidcie do zadnego rezultatn. Trzeba tedy znalezé dwie
funkeye &, 2, rézne od siebie i takie, aby mozliwie dokladnie réwnanie to
sprawdzaly: Gdy takie funkcye znajdziemy, wtedy bedzie mozna otrzymad
drugi stopien przyblizenia _ .

F=51T¥05+YE+E+F YO+ 52,

dla ktérego wyrazem dopelniajaeym bedzie szereg

o@f+Ee@*Et.. .
ten zas$ przez dobér funkeyj ¢ (z) mozna bedzie uczynié zbieznym w grani-
cach oznaczonych.

Fatwo juz rozumied, w jaki sposob wedlug tej metody otrzymuja sie
stopnie nastepujace: dla w =14, 0 =5, ...

8. W.teoryi metoda ta jest prosts, w zastosowaniu wszakze nastrgcza-
ja sig trudnosei, a najwazniejsza z nich jest calkowanie przyblizone réwnaf
(6), (8) i t.p. I dlatego sam Wronski do zastosowai zalecal nie metodg
najwyzsza w calej jej ogolnoscei, lecz jej szczegdlny przypadek lub raczej mo-
dyfikacya, ktérg nazwat ,metods pierwszorzedng® (méthode primordiale). Oto
na czem polega ta metoda.

Funkeye 2, 95, . . . 2., dane sg w postaci:

L—0 _ (z—a)? _ (z—a)?
G=aTe 2T mra Mt T it D

(x—a)®

%o = T tmFa) ta) - et e

gdzie %y, 7y, » . . , M 53 parametry, kiére przy pomocy warmnku analo-
gicznego do (6) lub (8) wyznaczyé mamy.

Przy takiem zalozenin kolejne stopnie otrzymujg sig w sposéb nastg-
pujacy:
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Przyblé‘éem‘e I-e. Mamy

T—a
VT o

Pochodne pierwsza i druga tej funkeyi ss:

_ mta 20 — 4a
Doy = (m—+z)? Dy =—2 ()%

Réwnanie rozniczkowe (6) zamienia sie na nastepujace:

1 axF ar
2 x? (m +2) + c_l,fzo’

stad

DF (z)

nl—]—x=—2m. [©)]

Funkeya 0, bedzie male wyrazenie
2 7 5
o =—LLDF)

‘Whspdlezynnik A4, (przy przyjecin Q, = 1) bedzie rowny F(a), wspllezyn-

nik 4, jako réwny ilorazowi przy wartosei = a, stanie sie réowny

DF
D&
(n+a) D, F,

gdzie D,F oznacza wartogé pochodnej DF (z) dla 2 = q. Przy uwzgle-
dnieniu réwnania (9), bedziemy mieli.

D*F (z) : .

DF @) (o,—a)},

4,=D,F { —2
stad wige na przybliz'eﬁie pierwsze otrzymuj emy:

F@)=F (@4 D, F{l + (r—a) —2-’%?%} @)  (10)

Szereg dopelniajacy bedzie:

Bp @B @, .,
gdzie
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W (DQ,, D ¢ (¢, DF)
W (D2 D g (%, D g (@) °

= (D2, Dy (xp%, D g ()%, DF)
W02, Dy @ Dy @PF, D g @) °

5]

o

(&)

PN

Prayllizenic 2-ie. Mamy

_ T—a _ (x—a)?
AT el e o

Réwnanie rézniczkowe (8, ktéremu te funkeye majs czynié zadosé, po
podstawieniu w niem wartosci pochodnych DQ,, D20, » D'y, DO, DQ,,
DR, i po uskutecznienin uproszezefl, sprowadzi sig do postaci nastepujacej:

1 @F , 1 &F
193 dz° (n, +x) (7?'2+w) —‘—ﬁ Wm—?{('n, +z) 4+ (77@-{-%)}
(11)
1 4rF
T =0
Rézniczkujae to réwnanie, otrzymujemy
1 atF 1 d&'F
e ( +) (n+a) + 193 I {(m+2) + (ny+)}
(12)
1 @F
trlz e =

Z dwoch tych réwnai mozemy oznaczy¢ n, im,. Przedewszystkiem
mozna z nich oznaczyé z latwoscis sume (g +x) - (n,+2) oraz iloczyn
() (ny+2); a mianowicie:

6 DF (z) D*F (x) — 2 D*F (z) D*F ()
3DF (z) D'F (@) — 4 (DF ()

(m+2) + (1 +2) = —

12 [2 DF () D'F (z) — 8 (D*F (2))*]
3D°F (2) D'F (2) — 4 (D°F (2))°

(y+z) (ng+2) = +
Tub:
(ru42) (+) = — L, (o) by = X g3

Prace matem.-fizyczne T. V. 9
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gdzie:
iF  d3F PP\
x=2-G g 3]
4 2 3
dF  d'F QdF d:F (14)

R - e =

BF  d:F d*F \?
7 =3~ 4l

Ozmaczywszy wten sposéb sume i iloezyn ilodei = +z it
znajdziemy je same, rozwigzujge réwnanie stopnia drugiego, a znalazlszy je,
podstawiamy W wyrazenia na 2,1 0;. Ale mozemy obyé sie bez rozwiaza-
nia tego réwnania, gdyz, jak to zaraz sig pokaze, wzér na rozwinigcie funkeyi
F () bedzie mial taks postat, iz zachodzit w pim beds tylko suma i iloezyn
logel ny 2 i my 2.

W samej rzeczy wspolezymniki 4,, 4, beds w tym przypadku:

PR R £ 0 2
YTNDO, foma® P W(DQy, DOy)e—a

-

t.j.
4=+ a)D.F,

ty = (ko) b0 25 4 oy ) 2

Bedzie tedy:

r—a

Fa@y=F@+m+a D F. 0

+{oto) (uta DTt e 258 o

- [mta (o) (z—0)
=FOFDF R T Tuto) (ute) fe=o

DL F (z—a)?
+ (m+a) (ta+a) —5— - a5y (abg+x)+"

Poniewaz jest tozsamo$ciowo:
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n+ta (ny-+-a) (x—a) -1 . 1
wte T () mra) T O ey

(0, + (2—a)? _ v
) 0t Gty ey =1~ @) e
SR S
T T T

po uwzglednieniu wige tych réwnosel, mozemy napisaé:

F@)=F@+D.7 {i ~ oap T ) 9

D% F
2T gy ST Mt a1
7 { Y A mra T G ey s

+

Inb, przy uwzglednieniu réwnan (13):

F@)=F@+ D, F {1 — (r—a)? - Z. } (#—a)

X
. (15)
553 { 1+ @—ay 21;72 T @—0)® 12ZX} (@—ay®
+

Szereg dopelniajacy jest
E, prtF + B a4, |,

Prayblizenie 3-cie. Aby otrz izeni
A ymaé przyblizenie trzecie, nalez
czyé parametry n,, n,, n, tak, aby funkeye BT o

0 = 2=t , 0= (x—a)? 0. — (z—a)?
me” T (g ta) (nata) ' 0 () (g 1) ()

czynily zado$é réwnanin rozmiczkowemn
W(D2,, D2,, DQ,, DF) = 0.

Wprowadziwszy tu wyrazenia j
) ) p pochodnych funkeyj Q,, 2,, 2, i uskn-
teczniwszy uproszezenie, dojdziemy do réwnania postaci na,sltgpu;@’cej? ’
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1 1 - i _}_
1.2.13.4 DUF@).ut gy D@ o+ DF@) ot DF(),
gdzie

w = (n,+x) (e +) (n3+2),
v = (+a) (mgtx) + (g +a) (i +2) + (ne+a) (1 +2)
w = (n+x) + (+@) -+ (B+2) .

Rézniczkujge powyisze réwnanie dwa razy, otrzymamy wrazz niem
uklad trzech réwnan, z ktérych mozemy oznaczye ilogei u, o, w, a Da-
stepnie napisa¢ réwnanie trzeciego stopnia, ktér_ego pie_rwiastkam? beda
gy -z, ny 1, my -tz Znalazlszy te pierwiastki, bedziemy mogli ozna-
czyé parametry 7y, Ng, 7. )

T.ecz tu, jak i w poprzednim przypadku, niema potrzeby rozyvigzyw_aqxa
réwnania stopnia trzeciego; mozna bowiem, po oznaczenin wspélczynnikéw
Ay, 45+ 45, przeksztalcié otrzymane rozwiniecie

z—a (z—un)? (z—a)?
bt G mrn T A Tt mte) (o)

w ten sposdb, Ze mnowe wspdtezynniki zawierac beds nie same ilofei
n, -+ z, 1y + x, ny - = lecz ich kombinaeye u, 7, w.
Przeprowadziwszy ten rachunek, dojdziemy do rozwiniecia postaci:

F(z)=F(a) + D. F{1 — (&—0)° ﬁ%} (z—a)

Lz T i
+—13_§ D F {1 — (a0 <o + 2 (e—a)? - ooy @7 (19)
1 , v Z . U,

133 0% Pl — (—0) 5 + (@0 5 — @0 x| @9

+ 8,
gdzie S oznaeza szereg dopelniajacy
Ey prf - By ()it

Tlosci X, ¥, Z, U majs tu znaczenia nastgpuj@.c.e:
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_ dF(z) d*F(z) d°F (z) dF(z) (d4F (z)\?
=12 dz _lﬁdw (dm*}

dz® dz®
BF(z) d*F(z) d* Fiz) PRz PPF(x azFy?
+ 60 dx(z) dx(3) pre “18(;;)) d.ns)_“(dma)’

Y—5¢ AdF(z) d*F{x) d°F(z) 451]«‘(9:) A¥F (x) dSF(x)
o de ~dxt @t | T dz dw® 4z’

P AP . BFE) $F(D) BF()
+°(dx‘-‘) 2o o am

d3F () dAF (z) 2F(x) dw’(m))?
+ 20 (GO S8 — s ST (Y

1y
4 5 A2) $F@) EFE) _  dR) df'F(ar))ﬂ
- dr  drt  dxf da ( di’

- BPF(z) d*F(x) &°F (z) A2 F(z) A°F () d°F(x)
+15 .  dpt der 10— b

BF@) $FE) P (@@
+20{ dx"‘) pr i = ( 7z )

$F(z) d*F () d°F ()

2
U= 36—+ @5)—120—@7 awt dw

dz?

d?F () (tZ-“F(:z:)

0 (d3F(3m))2 EF@) g PF() EF(@) dF ()

[B4F (.
dx

75 (LE @)
dac® de? drt  dxf + \ dxt ) :

Jest tedy:

W 120X 0¥ 127
- U = T ! -—'—'U—

Wzory te, weding wskazéwek Wrodskiego, obliczyt Durutie?). |

4. Poprzedni opis postepowania w trzech pierwszyeh przypadkach
wskazuje juz, w jaki sposéb przedstawia sig metoda pierwszorzedna, gdy
idzie o oznaczenie przyblizenia stopnia dowolnego w-go. Wtedy mamy fun-
keye tworzace

) Ho&néWroniski, Accomplissement de la réforme de la mécanique céleste.
Supplément, str. 63—66, (1851 r.)
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2—a (z—a)? . (z—a)® v Vv v

0 = 0y, = .. .Qa, = g = e = ——
T e T () (g 4) (0 +2) (nyt3) . . . Wb ) * Uy == £ I— AR W= (18)
w ktrych nalezy parametry m;, n,, ny . . . 2, 0znaczyé z warnnku Stad juz moglibysmy otrzymaé same ilosel n; 4, 75 42, . - - %+
- rozwigzujgc r6wnanie  stopnia w-go, kiérego wspélezynnikami  sg

W (D2, DQ,, DO, ... DQ,, DF) = 0. . : — ia te

‘ ) —[——:, ...1t d. Llecznie ma potrzeby rozwigzywania tego

To deprowadza do réwnania rézniczkowego réwnania. W samej rzeczy szukana czes$é rozwiniecia jest :

FotD) (2) - Fo) (2) s |- . . .+ FO () 4 - FO (z T—0 (z—a) . (x—a)®
e, Yt T4 Era mra T T e T am o). et D)

w ktérem -

. gdzie wspétezynnik

70 (g L @F
@)= or 7 b T (D2, D0, . D@y DuF)

, “= WD, O, D 0, De By D2 )

ilosel za§ s, o, . . . sg sumami iloczynéw czynnikéw =12
mfa, gz, ..., 0,4z, Ziwazywszy, ze

wzigtych odpowiednio po w, po w—1, it. d. q =0, jezeli s <<1;

Rézniczkujac to réwnanie w—1, razy otrzymujemy nastepuj 1 N
L L Ee : stepujacy ukiad _ —7-
réwnan rézniczkowych: Ay Do (T 1.2...2 (o +a) gt+a) ... (mta)’ jezell s =1;
Fetd @) o + FO (2) oy + . . . 4 FO (2) w4, 4 FO () = 0 ‘ | = s (s—1)... (s—i+1) OETYe _‘_1“) e jezelis >1,
Bt (2) u, - Pt (g) 0, 4 - . . ) A~ FO (2) uy, 4 FO (z) = 0 O ——
. S W(Dagl_Da‘qu-Dan.)
Feal () th -} PO (&) w g + . . .+ Fot (z) 1, - F (g) = 0 =12 y 1 1 L
- e =0 kRl vy i e o R O S 8 S RN )
Oznaczzsf]?gzgwgﬁzg?a:, rownai znajdziemy wartoSel ma w,, te_i, . . . . Rozkladajac licznik weding elementéw ostatniej kolumny i uwzgle-
dniajac dopieroco napisang wartosé mianownika, ofrzymamy nastepnjace
| Fetn (z), Fe @ ....F (z) wyrazenie wspotezynnika A4,:
Fot1) () Fath 3 DeF DR
(=), @) ...F3 () A= (1 -a)(ng-a)...(n,—0) {1.2_“#—{—1'2”_ =y (nt-atn-f.. 1)
. DeiF
| £ (@), Fo(@) L Pt gy () () (30) (70) .+ (i) (i)

przetz' Vi{ vlvroﬁskian zas, otrzymamy z poprzedniego przez zastapienie ele- +
mentow Kolumny 2-ej elementami: — Pz, — F" (z) . . . — 7, - D.F
otrzymamy G EE) - P, prrer T + 2% Gt ) (ta) - s}
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Pojedyficzy wyraz rozwiniqcia

(z—a)

) Fe) - ()

przy uwzglednieniu wartodei wspélezynnika, daje sig przedstawié pod postacia
wielomianu

Dy F
ﬂl Dokt (‘z—_a)ﬂ + M}"—3 1 (x_a’),w—l + + Ml * ($-—£¥) »

gdzie wspétezynniki M,, M, ., ..., M, majg nastepujgce wartosei:

M, = (n.ta) (m+a) (n-ta) .
Moy = (nta) { (m+a) . ..

1
L e e o
(nﬂ—'ﬁ_{_a) + (n2+a') . (nﬂ"1+a) + } A

(x—a)

" te) (g ta) . ()

(z—a)

Ml = (n#+a') (nl+$) (nz-]-.’li) e

(ttz) *

Po wprowa.dzemu tych wartosei i uporzgdkowanin sumy wedtug

D2 F, Do, » DaF', otrzymamy nastepujgce rozwiniecie funkeyi F (x):
P (@)= F(a)+ —-f—P, (@—a) 4 1‘;’132 . E—a)?
o Do (19)
Tiag B E—0 oy — R @
P=1— (z—a)

% —1 1
Py =1 — (g—a)>— —@——!—w T (z—a)~ w

(z—a)— 2 ul

B=1—(o—aps oy o

i _{o— 2) (w-—-—l) (@—a)e lm

Po=1— (o—a) Lo +(x-u)9-"$+ e (1 o
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gdzie o, to—1, ..., u, s3 fankeyami pochodnych funkeyi danej, okreglone-
mi za pomocy réwnan (18).

‘Wzory (19)1(20) sg ogélnemi wzorami metody ,,pierwszorzednej* i przed-
stawiajg przyblizenie stopnia w-go.

5. Szereg dopelniajacy, odpowiadajgey temu przyblizenin, pray uwzgle-
dnjeniu réwnania warnnkowego, bedzie nastepujscy:

Eots ¢ @PFF + Zoge g (@05 .
Dajmy, ze £ =0, t. j. ze funkeye tworzace szeregu dopelniajgcego sg
kolejnemi potegami ¢ (z)*+2, @ (2)=+5... funkeyi @ (x); niechaj jeszeze
z—a

ntx

gdzie n jest staly taks, ze warto$¢ funkeyi o (#) pozostaje mniejsza od je-
dnosci w granicach badania.

Na podstawie wzoréw (2) otrzymamy wyrazenie wspolezynnika tego
szeregn:

P () =

_W (D8, DY, ...
W (De, DO, ...

DQ, De ()=, ..
DR, D (z)=t1. ..

p=238...

Dy (x)>+e-* D F(z))
Do (z)=+e~* Do (z)>+9) *

[y

wtp =

gdzie wszystkie pochodne sg wzigte przy wartosci i« = a.
Funkcye 2, 9,, ..., Q, mozemy napisaé pod postacig

=P . (z—a) &=P@—a)...,2, =P,.(z—a)y;
w dalszym ciggn jest
Qo1 =@ (@1, Qope = g (2)*2,

WprowadZmy oznaczenie:

#u (@) = (z—a) VP, ;

wiedy oczywiscie bedzie

Q=p @), =0 @)?...0, =g, @°.
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. W (Dgy(#) Dpy()*. .. Dpo(@)® D)+ Dop(z)+e=1 DF(x))
ST =T (Dgy () Dps(@). .. Dpol@)® Dpi@)F ... Dyp@)ore—i Dg(ay=)

Do obliczenia tych wspélezynnikéw mozemy zastosowaé postepowanie
wskazane w M 3. 1)
Wrohs Ll podal w tym celn wzory nastgpuj@ce.

- Dote B -
Fosa= ke {ZCEE Al e, )
gdzie
Aue=D. F. Ty,
2 S
.7 (e=2) (1)
T\ B ot =1 Tes
A @2)
D4 P -3 —3) (p—2
1331 {Tsf“‘_91 TM‘H’L%Q_“) Tie=s
(0—3) (=) (o1
bl et g )

+123 w<Tw—1e~1~ omte—t F Tomsgms 4« - . (—1)° T}

1 Uu; >
b = fe—m)! Dee (u—m)’ @)
%, U, Waj3 znaczenie okreslone wzorami (18);
— 1321
Epp == l"{"%l_ Egt — ("’_‘r‘l’:n Epros
24)
13- —1)e-l-t
R A N I xS il

1.2.3...p—1

Wzoréw tych dowies¢ mozna najlatwiej za pomoeg sposobu, poda.nego
przez Hanegraeffa 2).

) Hoéne-Wrodski, Réforme des mathématiques pp- 31%, 315,
*) Hanegraeff Méthode générale d'intégration, Paryz, 1856.
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Oznaczmy we wzorze (19) sume wyrazéw, poczawszy od drngiego, przez
2o, szereg zas dopelniajacy przez 9,44 bedzie tedy

F(2) =F @)+ Zu+ Sups, @)
gdzie
Sorpr = Bats @ (2)°1 + Eppz @ (@)1 .., Euy, @ (2)ote

(26)
T Sotetr @ (z)etett L

Stad:
Eote T Zotot1 @ (2) + Sutote @ ()2 +

_F@) —~[Fa)+ Fu] — [Sors—
o (x)te

Sute@ (m)”ﬁ’—]—..] @n

Przy = = a pierwsza strona tej tozsamosci staje sie réwng Zotp, dru-
ga przybiera postaé nieoznaczong %; otrzymamy przeto warto$é szukana
wspétezynnika Z,.,, biorac stosunek pochodnej rzedu (w-}p)-go licznika do
pochodnej tegoz rzedn mianownika strony drngiej przy wartoscl z=a .

Z wzoru (19) otrzymujemy przy pomocy wzort Lieibmniza na pocho-
dna iloczynu:

dote w B —1) 1 pdote2 B
__(gfw%_z_] —(w-Fo)D. . dwg_; _!_(m—l—g)(w;!—e g el
+ ((D+Q) (CU'I"Q;‘:].) (0)—-}—0’2) D3 F. d;;i 1:3 + . " (28)
— de P,
+ (w-i-el) (a;—{-% 1).. (@+11 Do F ;m ,

gdzie pochodng po stronie pierwszej, jako tezpochodne funkeyj P, Py... P,
po drugiej stronie, nalezy rozumie¢ przy wartoSeli r=a.

Pochodne funkeyj P;, Py, ... P, przy wartofei z=—a znajdziemy
z wzordw (20), stosujgc réwniez wzér Leibniza. Przy uwzglednienin
zwiazku (23), dochodzimy tym sposobem bezposrednio do réwnai:

dote—1

dx‘”‘f-efl =—( { o—1)! %@—1 s

ote- —1
C}ixco-l-o—l: T Apete— (w+@‘2)' {1,1@—1 wl ) i 9_2} N
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dote—3 P, . . -
—Tpers = — (o-+¢—3)! {TM_;—— ‘il—% T,H_;-@ilz_)(‘g”_i) Tl,H} ,
de P,
— == o! {Tm-—],g—l — Tspt Tzps—.. A (—1)e-1 To,g—m} i

) Podstawiajge te wartosei w réwnaniu (28), otrzymujemy, przy uwzgle~
dnieniu wzoru (22):

dore[F(a) + 3,
2] (o) 4o 29)
Z kolei oznaczmy wartoéé pochodnej
dote = -
Toote ot — (Bt @ ()04 Euppp (mret 1) Y. (30)

Przy wartosci x=a jest:
Sot1 — (Fote ¢ () F2 + Fupe g ()otett 1)

—

=Zopa @ (@ + Fopa @ (@) L L Fppy s g ()ote
gdzie

X —a

w4z
Pochodna rzedu (w-4-p)-go fankeyi

=

przy o=a, sprowadza sie do jednego wyrazu

@ (z)=

(=1, %3...0=1)

(—ye-t, LoH ! (@dD) . (@d1+D) ... (obot)
(=) (nay=Fe :

} Kiadge tu kolejno 1==1,2,3... 0—1, otrzymujemy na warto$é pocho-
dnej (30), po awzglednieniu réwnania (24), wyrazenie

(w40)!

=

(nf-a)yate T2
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Poniewaz pochodna
dete g (z)ote
dzvte !

przy wartoei x=a, jest réwna

(w-0) !
(n-ta)y=+e *

wiee ostatecznie szukana warto§é nieoznaczona pochodnej rzedu (eo-}-g)-go
drugiej strony wyrazenia (27) sprowadza sig do

[Dge F (2) =
(77"{‘“)""*?1(—0)_‘_9’)1— + Ao | Boes
co stwierdza wzér (21), podany przez Wronskiego.

6. Zastosujemy ten wzor ogélny do przyblizen pierwszego, drugiego
i trzeciego, podanych w Xe 3.

Dla przyblizenia pierwszego w=1; wzdr (21) daje

1 F —
Eupg = (-0t j%}l)—, + i)+ Fie

z wzoréw (22) i (23) otrzymujemy:

1 (1
A19=D¢F-TO£—I=D¢F.(—E_:1‘)—!D9X(E).
Dla pierwszego przyblizenia mieliSmy
DF(z
“'1=nl+$=_2D_’F—(x%’ stad

1 D
hrg = g7y Do F- D2 (———Df).

7 wzort (24) otrzymujemy

— —1)(o—2) - -
9_9(5'21)59"1+0(91‘;7)(_93 )s‘-"fe—z——..-—[—(—l)i’ &,

o
St

Wspolezynnik Sy, szeregn dopelniajgcego w przyblizenin pierwszem
bedzie miat wyrazenie nastepujgce:
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- Dt 1 2
S = (n-fa)ett§ L _— 7. pet (2L
+e= (n+a) {(g—{—l)v > o1y D= ¥- D5 (ﬁ);

(1)
Fz—... (1p 5.

'W przyblizeniu drogiem jest o=

N I 2; przy tej wartosei 'y (22), (2¢
1(24) dajg nastepujace wyrazenie wsp y topetningaon 2

6lezynnika szeregn dopelniajacego:

_ Dot p
Loty =2 L S '_‘1—‘ d I
= o (T + oy D7 ()

Uy

trem el ol e

%y
- (o+1) o
et G —Ees L et s,

gdzie u,, u; majg wartosei, okreslon
Dla przyblizenia, trzeciego przy
gu dopelniajacego bedzie *):

€ Za pomocg réwnai (13).
w==3, Wyrazenie wspdlezynnika szere-

-~ Drts B
= = ( -8 { L “1.__ 5—1 1
e = Okt (o + L D P Dy (W)

DF D i D 1
T[Te—%!j“)'"zT—(é%‘) 3)
pp 0] e (X s (L

+e s, e

Bt (1P (oH) (042) 5, .

Y Wrotiski praypisywat wielka donioslosé i jwyzsze]
L s ZyDisy 3 metodzie ,najwyzszej®
; gfxlier?usnz]grzgdnej » UWazajac je w plerwszym rzedzie za ogélng I’netoflvgcalki-
: fink j, dafzycl'l zapomocy ich pochodnyeh lub rézniczek. Jezeli pocho-
na €yl wyraza sig jako wielomian calkowity

) HoBné-Wrosisk i, Accomplissement de la réforme ete. L c.
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F'@)=A-+ Bzt Cz? ...+ Mam,

tometoda , pierwszorzedna“ daje w samej rzeczy wyrazenie samej funkeyi F ()
jako wielomianu catkowitego, lecz stosowanie jej w przypadku tak prostym
jest oczywiscie zupelnie zbyteczne. Gdy zas pochodna wyraza sie za pomocs
funkeyi wymiernej lub algebrajcznej, ktérej zadna z pochodnych nie znika,
wiedy metoda ,,plerwszorzedna® daje wyrazenia tej funkeyi, t. j. prowadzi do
oznaczenia kolejnych jej postaci. Jako przyklad podaje Wronski fun-
keys, okreslona za pomoca rozniczki

dF(a:)=-£ii’

ktora to funkcya, jak wiadomo, jest logarytmem. Stosujac wzory, podamne
w poprzednich numerach, do tego przypadku (wykonanie rachunkéw pozosta-
wiamy czytelnikowi), otrzymujemy nastepujace trzy pierwsze przybliZenia
fonkeyi log x wraz z szeregami dopelniajacemi:

log @ = log o 19 C=0)
~ 3 G5 G G s G+ b
FE U B B B R
log 2 =loga +- %%?‘a) {(z—a)* +5 az [8 ax — (a*+2?)]}
B B R )

‘Wzory te wyprowadziliémy na innej drodze w tomie IV-ym ,Prac ma-
tematyczno-fizycznych® ).

Nastepne postaci otrzymaé mozna z latwoscia. W miare postepu,
szeregi dopelniajace zaczynad sie beda od coraz wyzszych poteg utamka

:::—Z: tak, ze gdy ten ulamek jest niewielki, mozna wtedy ograniczyé sig na

1) Str. 88—04
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samem przyblizeniu. Tak np. dla w=—6 plerwszy wyraz szeregu dopelniajg-
cego zawieraé bedzie potege trzynastg ntamka f-;;—_‘_—g . Jezeli za Podstawg

ukladnlogarytméw przyjmiemy, jakto czyni Wronski !) Liczbe 2, biorse za
kolejne wartosci funkeyi F (a) potegi liczby 2, wtedy oczywiscie w pierw-
szym wyrazie szeregu dopelniajacego powyzszy ulamek nie bedzie wigkszy od

58 wige dla széstego stopnia przyblizenia wyraz pierwszy szeregu do-
pelniajgcego musi byé mniejszy od

13
(%) = 0,0000000008192 .

Gdy wigc zadowolnimy sie siedmioma cyframi dziesietnemi, to bedziemy
mogli pomingé zupelnie szereg dopelniajacy i zachowaé samo tylko przyblize-
nie. Tym sposobem za pomocy bardzo latwego rachunkn mozna bedzie uto-
2y¢ tablice logarytméw w ukladzie dwdjkowym. Stad zas Znanym sposobem
Przejsé mozna do ukladu dziesietnego logarytméw 2).

Innego prazykiadu zastosowania swej metody Wrons ki, o ile wiem,
nie podal; Hanegraeff, ktory metode ALAJWyZsz8* réwniez za ogélng
metode catkowania uwaza, powtérzyt tylko przyktad podany przez W ron-
skiego¥.

Jako najblizsze, nastreeza sig tu zastosowanie do funkeyj, okreslonych
Za pomocy rozniczek

dz dz dx
a2 yT e V(I—2%) ey

ktére powinno da¢ kolejne przyblizenia funkeyj: arctg z, arc sinz oraz
calki eliptycznej.

Jeszeze w , Filozofii Technii wskazal Wronski zastosowanie me-
tody ,najwyzszej« do zagadnieni mechaniki niebieskiej. W ruchu tak Zwanym
perturbarcyjnym elementy cial niebieskich sg funkeyami ezasu; majge wyra-
Zenia pochodnych tych funkeyj orazich wartosci dla pewnej epoki, mozna za po-
mocg metody ,najwyzszej* otrzymackolejne przyblizenia wartodei samego ele-
mentn. W, Reformie wiedzy Indzkiej“ powraca Wroniski do tegos przedmio-
tu. Jezeli F(z) jest Jjednym 7 elementéw w fankeyi czasu, F(q) wartoscig tego
elementn w epoce, wiedy we wzorze (25) X, przedstawiaé bedzie w—e przy-

'} Réforme des mathématiques, p. 340,
*) Wrodiski oblicza, ze Dbrace tg moZe uskutecznié jeden cztowiek w ciagu szedein

miesigey. Oczywidcie dzié, skoro tabliee logarytméw s juz gotowe, praca ta bytaby zhy-~
teczng,

Y Hanegraeff Lec.

©
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blizenie, co stanowi srdwnanie peryodyczne, szereg za$ dopehniajacy »S’(,,..l.;
przedstawia rdwnanie wiekowe dla, tego ruchu. Z tego sposobu przedstawie-

- nia wynika, ze réwnanie wiekowe zalezy od stopnia w przyblizenia, i ze wraz

z wzrostem liezby o otrzymujemy coraz Scislejsze réwnania peryodyczne.
Dla malych wartodei w szereg dopelniajacy moze Dbyé malo zbieznym a na-
wet rozbieznym dla wartosei odleglych od epoki; dla wartosei o wiekszych
okoliczno$é ta nsunaé sig daje. Blizsze rozwinigele tej metody oraz specyalne
zastosowanie do mechaniki niebieskiej przekracza juz zakres niniejszego ar-
tykuin.

8. Metoda najwyzsza w postaci tm przedstawionej, jako ,metoda
plerwszorzedna® nie odstania nam istoty funkeyj badanych, ich wlasnoSci
zasadniczyeh i osobliwogci; jest ona w gruncie rzeczy metods rachunkows,
nie za§ metods badania natury funkeyj w znaczenin nowoczesnem. Juz w za-
stosowaniu do funkcyj, danych za pomoc rézniczek, wymaga dosé skompli-
kowanych rachunkéw, a w rozszerzenin do fankeyj, okveglonych przez rowna-
nia rozniczkowe, wymagalaby, oczywiscie, rachunkéw jeszeze bardziej zlo-
Zonych.

‘Warszawa, w stycznin 1804,

Prace matem-fizyczne, T. V, 10
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