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grywaja pod tym wzgledem pewne whasnosci iskry, od ktdrych zalezy i jej
postac zewnetrzna. Przy malej odlegtosei pomigdzy kulkami trudno otrzy-
ma¢ biala, wyraznie zarysowang iskre; nawet zaraz po wyezyszezeniu kulek
iskra jest stabo fioletowa, posiada rozgalezienia it. p. Tymezasem iskra
dluzsza przez czas duzszy zachowuje swéj ksztalt prostoliniowy, trzask i ja~
skrawosé. Jeszeze Hertz podal, jako niezbedny warunek udania sie jego
picknych doswiadezen, by iskra pierwotna byla wyrazpa i jaskrawa. Teraz,
sadzg, mozna fatwo zrozumied, dla czego to zachodzi. Otés iskra o takich
wlasnoseiach posiada, jak wykazuja nasze badania, opér muiejszy, niz iskra
fioletowa, ze stabym trzaskiem, jaka otrzymuje sig przy niedosé czystej po-
wierzchni kulek i niewielkiej odleglosci pomiedzy nimi; lepiej przeto czyni
zado$¢ warunkowi, od ktérego zalezy moino§é powstania wahai elektry-
cznych.

Mozna przeprowadzié szereg badafi nieco odmiennyeh.  Mianowi-
cle, pozostawiajac opir w wibratorze wtérnym bez zmiany, mozna zmieniac
dlugodé iskry w wibratorze pierwotnym. W takim razie przy pewnej diugo-
gei iskry, gdy opér jej réwna sig oporowi w wibratorze wtornym, otrzymamy
réwniez najmniejsze wychylenie w galwanometrze. Szereg podobnych do-
Swiadezen, wprawdzie niezupeiny, znajdujemy u Bjerknesa . Przy
swych badaniach Bjerknes zauwazyl, 7e przy stopniowem powiekszanin
dlugodei iskry Dpierwotnej, wychylenia elektrometru zwniejszaly sie. Warun-
ki jego doswiadczen byly odmienne od tych, dla jakich przeprowadzilem me
badania, wskutek tego i zaleznogé pomigdzy oporem iskry i oporem we wtir-
nym wibratorze przy najmniejszosei natezenia wahan bedzie inna, niz wmych
doswiadezeniach. Powazam sig jednak sadzié, ze tak ten objaw, ktérego
Bjerknes dokladnie objasni¢ nie jest w stanie, jak i zaobserwowane
przez niego -coraz zZoaczniejsze zmniejszanie sig amplitudy walian przy
powigkszaniu dlugosei iskry, ktére on sam objasnia powigkszaniem sig opo-
i iskry wraz z jej dlugoscia, mozna zadawalniajgeo wytlimaezy¢, przyjaw-
szy pod uwage zjawisko interferencyi dwéch wabhan w wibratorze wtérnym.
Aby jednak mozna bylo cog stanowezego w tej kwestyi powiedzieé, nalezato-
by rozwazyé ja dokladnie] teoretycznie i posiadac wyniki wigkszej ilosci do-
Swiadezen, niz ja tymezasowo podaé jestem w stanie,

‘Warszawa, w stycznin 1894 r.
Pracownia fizyczna Uniwersytetu ‘Warszawskiego.

_
5 1 e na str. 90.
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Zadaniem pracy niniejszej jest nzasadnienie metody najmniejszych kyva—
dratow, oparte na tem jedynie zatozenin, ze prawdopodnbieﬁs'two bledu Jegt
funkeyg tegoz bledu. Inne zalozenia Ganssa, a mianowicie: ze bt‘ad naj-
prawdopodobniejszy, albo raczej prawdopodobny blad _syster{:atyczn'y J est ze-
rem, oraz ze warto$é niewiadome;j najprawdopodohni_ejsza réwna sig Sredniej
arytmetyeznej jej miar dostrzegalnych, w dowodzeniu tem sg pominigte. Na-

-tomiast przyjmuje si¢ jako zasade oczywista, ze warto$é niewiadomej naj-

prawdopedobniejsza powinna odtwarzaé niewiadoma, o ile 1{10?71&, n.ajlepiej;
bez tego bowiem, warto§é niewiadomej najprawdopodobniejsza nieprzed-
stawiata by zadnego pozytku.

§ L

: y jen bledu A, 1 starajmy sie
Oznaczmy przez ¢ (4) pr awdopodoh}enstwo : , .
wyznaczyé nature funkeyi @ (A), nie czynige przy tem zadnych szezegélnych

zatozen. S IO
Niech @, @, . . . , Zu, ogllnie ;, wyobrazaja wartosci niewiado

mej z, dostrzezone w tych samych warunkach, i godne jednakowego zau-
fania. .
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Jak wiadomo, prawdopodobienistwo popelnienia bledéw ewentualnych:

A =a—z, \=g—a,, ..., Ay =2—2,,

jako zdarzen niezaleinych, réwna sig iloczynowi
P=g @A) g @)...q¢@M).

" Skoro jednak wartosci »; juz sg dostrzezone, P wyobraza prawdopodo-
biefistwo popelnienia tych samych bledéw 4,, przy powtdrnem dokonywaniu
szeregu 7 dostrzezen. Zdarzenia tego spodziewac sig wige nalezy tem sna-
dniej, im P wigksze, a najsnadnie) wtedy, gdy niewiadoma z przywodzi P
do najwiekszoSci. Bedzie to wartosé niewiadomej nagprawdopodobniejsza,
- Oznaczmy ja przez % i zalézmy odpowiednio i — 7 — z;. Wéwezas na wy-
znaczenie Z posiadamy réwnanie

>

i

dlgg (3) __ ~
_(ZT — 0 . (1)‘

Z réwnania (1) wypltywa, ze & jest funkeys argumentéw z;, zamie-
niajgeg to véwnanie na tozsamosé. Roézniezkujge tg tozsamosé wzgledem a;,

otrzymamy
Plgo(X) _ # ydlge(R) ;
d x7; — 2, Z d A% ’ {2)
F=12...,m
skad latwo takze wynika
oF
2 = 1 ®)

Jest to réwnanie zauwazone przez Bertranda.

Ale nie dogé réwnania (3) na wyznaczenie funkeyl Z; potrzeba na to
Jeszeze jednego warunkn, ktéremu by ta funkcya, jako catka réwnania (3),
zado$¢ czynita,

Zauwazmy, ze wartosci dostrzezone %; przyjmujemy, jako dane odpo-~
wiednie do wyznaczenia niewiadome] z, na tej jedynie zasadzie, ze w razie
ewentualnego powtérzenia szeregn 7z dostrzezen, nalezy sig spodziewaé poja-
wienia sig tych samych, a nie innych wartosei z; (wzglednie bledéw A.); aby
za$ warunkowi temu stato sie zadodé, o ile mozna najsnadniej, funkeya % po-
winna odtwarzac niewiadoms 2, o0 ile mozna najlepiej.

e ©
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Owoz, jedyng, wiadomg wiasnofeig niewiadomej = jest to, ze od argu-
mentéw x; weale nie zalezy, t. j. 7e ‘

oz
. dxv:. Z £ dr, = 0

przy wszelkich wartosciach da;, podezas gdy

oF
m:Z@me.

Aby wige funkeya Z odtwarzala niewiadoms =, jak mozna ua,jlepie'j,
powinna ona byé taks, iiby srednia arytmetyczna kwadratow  x6-
zniczki dZ, odpowiadajacych wszystkim uktadom wartodei przyrosté‘w_ fi:c.»
byla mozliwie najmniejsza; wtedy bowiem kazde wogéle dF bedzie najblizsze
zera, a tem samem i najblizsze dz. _

Przyjmujge #? za warto$é najwigksza sumy ? dx?, t. j. kladae

S dx? < 12,

znajdziemy latwo, ze

72 2%\?
$r. arytm. dF? = = 2 (5174) ; @)
ze zatem byé powinno
Z (8—5)2 = minimum . (5)
- 917}2'
Chege teraz sprawdzié réwnanie (8) i warunek (5), zalézmy
7= ?1{ Z m s (6)
Wtedy ¢ zado$d czyni réwnaniu -
S‘ 2 = Y, M
_»J o
a warunek (5) daje
®

2
L + Z (ﬁ) = minimum .
n 3;


GUEST


106 W. GOSIEWSKIL.

Mamy tedy jednoczesnie (7) i (8), skad oczywiscie wynika, ze & jest ilo-
Scig stala.

A zatem wyrazenie (6), w ktérem £ oznacza stala, wyobraza warto§¢
niewiadomej « najprawdopodobniejsza. Uwzgledniajge to wyrazenie w ré-
wnaniu (4), otrzymujemy

sr. arytm, di* =r*/n (n+2),

skad widoczna, ze % odtwarza niewiadoma z tem lepiej, im n wicksze, a od-
twarza ja w zupelnosci, gdy n —oo.

§ 2.

Zrownah (6) 1 (2) wynika, ze pochodna d21g ¢ () / dA? jest stalg,
a z warunku, ze Z przywodzi P do najwiekszosel, przekonywamy sie, Ze ta

stala jest ujemng. Zaldzmy tedy o2 lg ¢ (A)/dA? = — 22, a tem samem
dlgo @) _
—r = 202 A 0,

rozumiejac przez & nowsy stals.
sk Przy pomocy tego, z réwnai (1)i(6) oftrzymujemy & = 2h%, zatem
ke

1]
%‘Zﬂ = — 2h* (A—).

Stad okazuje sie, ze ¢ () jest najwiekszodeiy ¢ (A j. z j
"4 s ) 3 @ (A), t.j. 28 ¢ jest ble-
dem najprawdopodobniejszym, 1 ze , !

— B (A

p@)=9p()e.
Stals @ (s) wyznaczymy wreszcie z wiadomego warunku

(2) = Vo
P — B3 (A g __ e ¥a
dA / ¢ B=r—=

—

1,

i bedzie ostatecznie

h

L (A) = p—;_ e—MHA—e® gA | (9)

icm
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Widzimy zatem, Ze prawdopodobiefistwo ¢ (A) zalezy od dwéch sta-
Iych, z ktorych jedng — jest biad najprawdopodobuiejszy e, & drogs — jest
prawdopodobiefistwo tego bledn ¢ (e) =h d A/ Vz. Zamiast jednak tej
drugiej, mozemy uwazaé tylko staly %, albowiem czynnik dA[Vx  jest wia-
domy.

§ 3.

Zastosujmy teraz formule (9) do zadania nastgpujgcego.

Cheemy oznaczyé niewiadome z,, (p=1,2,...,m), gdy znane sa
z bezposrednich dostrzezen wartoSei ich funkeyj liniowych X @ %,
(=12 ...,2> m), ktére oznacza¢ bedziemy przez ;.

Na mocy tych danych, posiadamy » réwnah, postaci

(10)

S By — b= A,
H
(f=1,20..-,9%
w ktérych bledy A, sg rowniez niewiadomemi.

Na zasadzie formuty (9), prawdopodobiefistwo popelnienia ukiadu ble-
d6w A;, przy dostrzeganiu wartofel I, rowna sie
I = RIS

Qe=—— ¢

- Var

Oznaczajac przeto wartosci najprawdopodobniejsze niewiadomyeh z,
przez Z,, a odpowiednie wartoscl bledéw A;, (10), przez

by dAy . .. dA, . (11)

(12)

A== ay T — b,
.“

bedziemy mieli X (& — ¢)* = min. X (Ai— ¢)?, skad wynikajg réwnania

3 ap (@—e) =0, (13)

@=12...,m

w liczhie wystarczajacej do wyznaczenia m niewiadomych Z.
Zalézmy teraz

z, = &y + &
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gdzie £ wyobrazaja bledy popelnione wiwe i

: ] )3 blg wezas, gdy za niewi : i
mujemy ich wartoscl najprawdopodobniejsze . %Vtedye?:d;me aﬂ‘przyJ:
(10) i (12), otrzymujemy P oA xiwmat

A = % @iy & -'I— Ay (14)
a stgd, na mocy rownai (13):
Q= ; 3—z)?
: ) : (%7 @ £)7 + = (e (15)

‘W skutek tego zwigzkn, prawdopodobienstwo @ zawiera czynnik

RS (Sas £
I3 ZAE ey S
G

€

£

do kté ] y 'CY
torego ]est Propore; onalne prawdopodobieﬁstwo popehlienia b}deO’ W 5 .
3]

gdy za niewiadome z, przyjmiem, rtosel &
N et otz B v:tedy g@dZiey wartosei Z,. Oznaczmy to prawdopodo-

=T By, HP

BR=(Ce iuw

k]

gdzie stala ' zado$é czyni warunkowi

mq—_‘ Lo 3“——112.;§'(L‘aip_ EH)J
EaE . d ) ) ) T déy 45y .. dEw =1,

— — —e

Wyrazajgeemy, Ze jeden z mozliwych ukladéw blgdéw £, jest konieczny.

Poniewaz
©w @ ‘
DR EZay, g —
LR : N N
e a5 g, . . Ay e — 1T
— —tn —_— ) hm VW k]
gdzie .
%11y G1ga e e Oy |
D= %1:“22,-..,%,,‘;
.
Dnly Ym2s o o+ 3 Sopm

i, = X .a,;
Ly f" Qi g (16)
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przeto ostatecznie
'V,nm D. m - hﬂ?(}i Tin 5,)'
B= ——771—"?"—*‘ e f dg, gy .. . . an

7 formuty tej wynika, ze wartodel

Vor D .k . dg dE . - . QEn
Var

max. B =

odpowiadaja warnnki:

§”=0, =12 .nm]

7e zatem &, 53 najprawdopodobniej warto§ciami prawdziwemi niewiadomych
%,. Aze procz tego maz. R roénie wraz z liczbg n, a dla %= mozna
dobraé d&, takie, aby bylo lim. maw. BE=1, przeto %, 3 wartodciami pra-
wiziwemi niewiadomyeh 2. tem prawdopodobniej, im wigksze, 2 53 niemi
7 pewnoscia, gdy 1= %.

Aby jednak za posrednictwem danych ;, mozna bylo rzeczywiscie wy-
znaczyé wartofel &, oraz bledy prawdopodobne, popeinione na niewiadomych
2, gdy T, bierzemy za @u, niezbedns jest znajomosé stalych &, h, ktorych
oznaczeniem teraz si¢ wiasnie zajmiemy.

§ 4
7 formut (11) i (17} wynikaja tozsamosel nastepujace:
w 0 Fers-e :
Jf—_—{{fe FO Y A, a, .. dAn =1 (18)
Var Yt Lo .

Sl P mE(Z e, 5 .
[{fe FE W e dg, .. dEa=1 (19)

Y

Vo D . "
Vv J
em % i oznaczajgc nadzieje mate-

Rozniczkujac te tozsamosel wzgled:
przez poprzedzenie ich zna-

matyezne sum: 3 (A — &) 1 2 (3 ag £a)
i i op
kiem EM, otrzymamy odpowiednio:

" _EM 3 (h—e).

2h?

" EM. 3 (Z e &)
E.

2h?

skad, na zasadzie réwnania (15), wynika -
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n—ny

oE = EM.X (X — &) {20)

Rézniczkujac znowu réwnania (18) i (19) wzgledem e i opuszezajge
czynnik — /*, znajdziemy odpowiednio:

d ] 2
EM.EE(Ai_S)?=O’ EM;EE(E Gy 5”)‘::0’
i

& stad na mocy réwnania (15):

A

5 M @—egr=0.

P

i

(2D

Z réwnan (20) i (21) czytamy, ze jak gdyby bylo funkeys ¢, a zada-
nie oznaczenia wartosei &, & przywodzilo si¢ do oznaczenia maximum tej fun~
keyi.

§ 5.

Podzielmy réwnanie (20) przez n—m, a w réwnania

(21) wykonajmy
rézniczkowanie; otrzymamy

”Q%" = EM. 3 (L— e (n — m) (22)

AT,
de

EM,%‘(&—s)( - 1)=o. @3)

Z réwnan (13) widoezna, e I, zalezy od & liniowo; oznaczajae wiec
przez (1) cz¢sé A, niezalezng od &, bedzie

o a3,
=)+ dﬁ c.

(24)
Zalézmy nadto

2@ 1)
]/E»‘M' '2- (Sf)?-%‘(‘;%‘-? _ 1)2 H

wiedy, nwzgledniajac (24) 1 (25), znajdziemy odpowiednio:

cos O ==

(25)

icm°
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| Bu.s @&y ]
e=—co0s O . ——————d}' o (26)
2ta
B I/n—m . 1 . @n
2 sin0)EM.Z@E)

7 formut (25), (26) i (27) wynika, ze stale ¢, b wyrazajg sig W funkeyi
padziei matematycznych sum .

B2 —1) 1 zay. 28).
s@[G—-1) i @ (

Gdybysmy teraz szereg n dostrzezefx. powtérzyli bardzo Wf?lﬁiiil;ib%
razy, 1 dla kazdej proby oddzielnie obliczyli sumy (%8?, ?véwcza,s s1 e tem!z;—
tmetyezne tych sum wyobrazalyby oduosne wartos‘cl ich }ladZ}G:‘,l m:rtogci
tyeznyeh, tem doktadniejsze, im liczba préb byla wxe;l?sgza.. Owtoz, awtv e
stalych ¢, 2, odpowiadajace tak otrzymanym na.'dZ}ejom mal emoégObser_
sum (28), uwazaé bedziemy jako prawdz?we. Okr:eslan 018 SPraw
watora i doktadnosé narzedzia, ktérem sig postuguje.

§ 6.

. T S o
Przypusémy, ze state prawdziwe e, i 53 wiadome, i ze, J(a].x Zry;sfl,k ély .
wyznaczenie m niewiadomych , posiadamy n > m Yva.rttt)iil b fuken)
2 @i, %, dostrzezonych przez tego samego obserwatora i te
i

. oo - A

iem, ktérym odpowiadaja pomienione stale oh o
rzgdmgs’x}&,edy, n}:,nmoé réwnaf (12) i (18), wartosel najprawdopodobniejsze
#, otrzymujg sig z m réwnai postacl

29

= Gig (Zd.’,,,i?,,——l,-——s) = 0.
¢ u
(,u=1,2,...,m)
7 przyezyny jednak, Ze liczba o jest skoficzons, réznice 2, — & = &u

s3 zerami tylko prawdopodobnie, jakkolw%ek zreszty najp:;;w;cé?oiob%?].l
Wazng przeto jest rzeczg obliczy¢ wartoscl prawdopodobne ble 2
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warto$ci najprawdopodobniejsze, jak dopiero co prazytoczyli§my, s zerami),
ktére oznaczaé bedziemy przez £, i nazywaé bledams prawdopodobnems.
Uwzgledniajac zalozenie (16), otrzymujemy

()= ZTou&t,
“ 22

i

a w skutek tego tozsamosé (19) przyjmuje postaé nastepujges:

V m n S > — X Xy, £, &
e B 0 B A T Sy
nm

o ta
Stad, przez rézniczkowanie wagledem @, w zalozeniu o, == o, ,
znajdziemy tatwo .

1 2D

EM. (5, &) = 2R D Ba,

Ale wedlug dopiero co przyjetego oznaczenia bigdéw prawdopodobnych,
v & == EM . (£, &); zatem widocznie

- 1 2D o
= —— 0
S & 2nh?D da, (30)
(v =11, 22, ..., mm; 12,18, ..., m—1 )

Aby wreszeie spozytkowaé wszystkie réwnania (30), dla wyznaczenia
bledéw £, postapimy tak.
Z réwnan (30) otrzymujemy tatwo

o _ 1 2D
— b ~
%‘%‘fl‘g"_(‘,,gf”) ~ 2aRkD %? da,
Jak réwniez
- 1 - 8D
hEb=gump T,

Stad oczywiscie wynika

z 1 2D oD
° = —— 2 3
S T Eab o > ea,w/l/ﬂ T o,

gdzie dla wszystkich £, nalezy wzigé: albo tylko znak 4, albo tylko znak —.
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§ 7.

Najezesciej jednak zdarza sie, ze przed dokonaniem dostrzezeni, warto-
Sci stalych ¢, & nie mamy, tak, ze z jedynyeh tylko danych 1, nalezy wyzna-
czyé i niewiadome Z, i state ¢, &.

W tym celu rozpoczynamy od rozwiazania réwnaf (29), z ktarych wy-
2naczymy #, wfunkeyl e, a nastepnie ;=3 g, Z, — 1.

u

Przeto iloraz z @, (11), przez R, (17), w ktérym tez uwzgledniono ré-

wnanie (15), a mianowicie:

a—m — IR Z(R; — &)
Q_ 1 i dA, dA, . . . dA,
R ]/,nm i ) d§1 d§2 . d&m

zalezy tylko od wartoSei I; istalych e, k.

Toraz ten wyobraza prawdopodobienstwo zdarzenia, ze powtarzajgc
szereg n dostrzezen raz jeszoze, otrzymaliby§my na nowo ten sam ulklad
wartoei l;, w zalozeniu, ze przyezyna tego zdarzenia, sg tylko stale e, 7.
Wedhig zatem twierdzenia Bayes’a, stosunek ilorazu Q/E do sumy ich
wszystkich, odpowiadajaeych wszystkim mozliwym ukladom wart osci &h
Jest prawdopodobielistwem przyezyny e, . Mamy tedy, na prawdopodobiexi-
stwo statych e, i, wzér nastgpujacy: -

n—m =2 (§; — )
7 .

T=Ch ¢ ,

w ktérym € zadosé czyni warunkowi

c +]°:‘_m . +°=_ » ;s" (Bs — & i )
Thde [ G} f e e =1,
0

—o

albowiem stala & zawiera sig miedzy — oo i -0, a stala A — miedzy
014 oo,
Owoz kladge, obok (24),

=z @ [ —1)
l/_; (&)2.:_2(%23 —1 )2

znajdziemy bez wielkich trndnoei

cos @ =

(E2Y)

Prace matom.-fizyezne T. V. 8
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N—m
_ T ( )
+e A s i Va 2. "

e dhfe : 8= I dk L2 (sin? )T
Gf ) 2_1/2 (_c‘%_ﬁl) (sin? 6 X (£)%)

i nastepnie

aAs )2 . T -
—_ 1 . ) 2 e —m i — o
2Vr (sin & %‘(A)) o »IE )clhda- 32)

= Vo o ("_,m)

&

Takie jest prawdepodobienstwo statych e, &, jako przyczyny pojawie-
nia sig wartosel ;.

§ 8.

Skoro juz prawdopodobienstwo 7' wiadome, stale & h Wyznaczymy,
biorge za nie ich wartosci najprawdopodobniejsze: &, {z, t. j. wartodci zado$é
czyniace warunkowi T = mawimum, kiéremu odpowiada

n—m —MWI(F;~2*
i

3 = MATINUM .

W ten sposob znajdujemy :
= @y

F=— Cos O i (33)
‘,Z ( ds 1)
e Vn—m 1 . (34)
2 sn6.V/Zay
przy czem
oA -
—_ 1 framd
2 V‘f‘:( de ) (97,—%1) 2 de dh (35)
maz. T= — —m %e
V. T( ) . :
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Jest prawdopodobienstwem réwnan

§=z, h=h. (36)
Zatézmy teraz
oy
%‘( pale 1) = nk?,

gdzie k ma  wartodé skonczong, choéby » bylo nieskofczenie wielkiem
1 zauwazmy, ze, jak wiadomo:

r (n'—m) _ 2Va (n—m)f-;—’—” o
2 Vo—m 2e

’

gdzie

2 B, ___2°B, n (=1pi.9241 B,
1.2, (n—m) 3.4 (—m)s T + @p+1) (2p+2). (n—m)er i’

@D =

B oznaczajg liczhy Bernounllie 80, a 1 — ulamek wlasciwy, dodatni.
Na zasadzie tych oznaczet, zamiast (35), otrzymujemy

kVn (n—m) de dh

max. T = =
F A

skad wynika, ze réwnania (36) sa tem prawdopodobniejsze, im # wigksze,
i ze staj sie prawdziwemi dla 7 = oo, albowiem stale nieskoficzenic mate
de, dh mozna tak dobraé, aby wtedy bylo lim. maz. T=1,

Taki posiadaja charakter réwnania (36), rozwazane ze wzgledu na ich
prawdopodobieristwo.

Poréwnywajge - znown formuty (31), (38) i (84) z odpowiedniemi (25),
(20) i (27), spostrzegamy, ze aby z wartodci ¢, & najprawdopodobniejszych —
otrzymaé prawdziwe, nalezy sumy aktualne (28) zastapié odnosnemi nadzie-
jami matematycznemi. Ale ze dla obserwatora i narzedzia, ktérym odpowia-
dajy dane I;, sumy aktualne (28) sg najprawdopodobniejsze, przeto sumy
te, przy obliczaniu odnosnych nadziei matematycznych, powtdrzg sie najezg-
Sciej, 1 z tego wzgledu nalesy je nwazad jako wartosci przyblizone tychze na-
dziei matematycznyeh, a, co za tem idzie, réwnania (86) — jako przyblizo-
ne réwnan Seistych (26) i (27). :

Tak wige rownania (86) sz jednej strony najprawdopodobniejsze,
z drugiej — bliskie o ile mozna réwnan prawdziwych; budzg zatem podobne
zaufanie, jak réwnania @, = z, .
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§9.
Oznaczajac teraz przez (%) czesé I, niezalezng od ¢, bedzie

dz,

Bu=(%) + e g, (37

gdzie & ma wartosé (33). ‘
Co sig za$ tyczy bledéw prawdopodobnych &,, te, jako proporcyonalne
do 1/, (§ 6), stajg sie, na moey formuly (34), proporcyonalnemi do

1 2 o= e
LR A b ;
h V —m SO ?(Ai)a' 38)

‘W ten sposéb; na zasadzie jedynych danych I;, jestesmy w moznosci
obliczenia niewiadomych %, , z uwzglednieniem prawdopodobnego bledu. sy-
stematycznego &, oraz oznaczeniem popelnionych bledéw prawdopodo-
boych &,.

Tak by bylo istotnie, gdybysmy wartosei stalych e, b, w POWYZszZy Spo-
s0b obliezonych, byli pewni. Poniewaz jednak sg one tylko prawdopodobne,
nalezy je przeto uwzgledniaé z mozliwg ostroznoscis, szezegolniej zas wtedy,
gdy lezba » nie jest dostatecznie wielks.

Owoéz zauwazmy, Ze z formuly (38) wynika

L=k vEaEn

n—m

Ze zatem, zamiast (38), najbezpieczniej bedzie zatozyé -

| 2 e
TV —=m I%‘mi) % (39)

albowiem wéwezas hledy prawdopodobne &, stang sig bezwzglednie najwigk-
szem_i. Lecz ze zaloZenin temu odpowiada sin @ — 1, a tem samem
08 @ == 0; wiee, jak z formuly (33) widoczna powinno byé jednoczegnie

=0, 0
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Otrzymujemy tedy regute nastepujaca:

Jezeli dla otraymamia wartosei niewiodomych Ty @=12%..., m, po-
sindamy tylko wartodei dostrzegulne I, G=12....nx =), wiedy najbez-
piecanie] staly = ucaynic roumg zeru, o stalg 1 [h obliczyc z formudy (39).

Jest to znana reguta G-aussa.

Mozemy zatem obliczaé niewiadome z, dwojako: sposobem najprawdo-
podobniejszym i sposobem Gaussa; a jakkolwiek w sposobie pierwszym
obliczania bledy prawdopodobne sg 1/sin @ razy mmisjsze niz w drogim, za
to jednak I whagnie dla tego sposéh drugi jest bezpieczniejszy.

Twierdzenie § 1, zawarte w warunku (5):

9% \2 L

—| = ménimum

%‘ (axi) I

udowodni¢ mozna §cislej i progeiej, sposobem nastepujgeym.
Z uwagi na wyrazenie rézniczki

o 9%
dz = %‘ £ da;,
Jjest tozsamoseiowo:

2T \? % 2% 2
T2 = —_— % — — dr; — — dx;
iz :Z (axf) % i %‘ (9$z' 7 ox; ”

Stad oczywiscie wynika, ze

-
- = 2.
maz. di? = %‘ ( ax,-) Py clwf y
jakabykolwiek byla funkeya Z.
Dobierajac wigc funkcyg Z w ten sposdb, aby sie stalo zado$é warunko-
wi (5), nezynimy tem samem maw. dE? najblizszem zera. Tem wigcej bli-

zkiem zera bedzie wtedy d% << mawx. dz?, a przeto funkcya & odtworzy nie-
wiadomg 2 mozliwie najlepiej, c. b. d. o.

Warszawa, 1894,
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