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Przyjmijmy, ze liczba e czyni zado§é rownaniu stopnia. n-go:

otaetaetd.. . Fae"=0,

ktérego wspotezymniki a, a;, . . . , @ 53 liczbami catkowitemi wymierne-
mi. Mnozac strone lewa tego rdwnania przez catke

f = f o [(z—1) (z—2) . . - (z—m)Jrt e~ dz, \

[ [

w ktirej o oznacza liczbg catkowita dodatnig, otrzymujemy wyrazenie

afm—}-a.l e {F—{—@ eﬁ.f’—i— ] e"ff s

) ‘0 0 ]

ktére rozpada sie na sume dwdch nastepujacych wyrazei:

#1) Praca ta ogloszona zostala w Nr 2 wydawnictwa ,Gottinger Nachrichten“ z 1. 1893
Wiadomo, ze pierwszy Ch. Hermite w stawnej rozprawie: ,Sur la fometion expo-
nentielle dat dowdd przestepnoded Liezby e i zarazem stworzyt podstawe do tych rozwazai,
za pomocy ktorych Lindemann dowiédd przestepnosei liezby =. (Przyp. autora).

22 Prof. Hilbert z calp uprzejmoseis upowaznit nas do ogtoszenia przektadu
jego pracy, pomieszezonej takie w t. 43 dzienmika: »Mathematische Annalen® (str.
216—219). 8. D.

Prace matem.-fizyezne T. V. 1
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Wzor

wskazuje, ze catka f jest liczbg calkowits wymierng podzielng przez o!

a takze widzieé latwo, po zastosowanin odpowiednio podstawien z=2'-+1,
g=7-+2,...,2=2-n, 26

= o o

ef,e”l...e’lf
1 K

2 n”
sg liczbami catkowitemi wymiernemi, podzielnemi przez (¢4-1)! Jest prze-
to tez P, liczbg calkowity podzielna przez o!, izachodzi, jak widaé, kon-
gruencya
51 =+ a(nh)et, (mod. o4 1)
7 drugiej strony, jezeli oznaczymy przez K i odpowiednio przez k&
wartosci bezwzglednie najwieksze, jakie przyjmujg funkeye

z(z—1) (z—2) . .. (z—n),
(2—1)(z—2) . .. (z—n) e
w przedziale od 2 =0 do 2 =mn, bedzie:
; 2: n
!fl <kKe, U l <2kERe,... U‘{ <nkKe,
0 o 19

a stad, jezeli napiszemy dla skrécenia

w={la, ¢+ 2o, e + ..
wynika nieréwnosé

b on e ek,

Py] << » Ke.
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‘Wyznaczmy teraz liczbe calkowita o tak, aby popierwsze byla podzielna
przez liczbe catkowita a.n!, iaby po drugie bylo n% < 1. Wtedy, na za-
sadzie kongruencyi (1), jest —;i liczba calkowita niepodzielng przez o -1,

a wiqc koniecznie od zera rézna, & poniewaz, précz tego, skutkiem nieréwno-

bezwzglqdme biorac, od jednosci mniejsze, przeto réwnanie

I

LW
zT

|o

jest niemozliwe.
Przyjmijmy, ze liczba w jest algebraiczna i Ze mianowicie g, =i
czyni zado§é réwnaniu stopnia n-go ze wspélezynnikami calkowitemi.

Oznacamy przez as,...,a, pozostale pierwiastki réwnania; poniewasz
1 4 ¢ ma wartodé réwna zern, przeto I wyrazenie
(1des) A-Fev)...(1ten)=14eJefd ... efy

musi byé réwne zern; wykladniki 8, fs, . - - , fv 53, jak tatwo widzied, pier-
wiastkami réwnania stopnia N-go ze wspélezynnikami calkowitemi. Jezeli
M wykladuikow B, Bs, - - - , B ma wartosci rézne od zera a pozostale zni-
kaja, wtedy te wyldadniki B, fa, ..., fx sa pierwiastkami réwnania po-
staei

@) =0bz¥® b 25 ..

ktorego wspétezynniki sg réwniez liczbami catkowitemi, ostatni za$ wspdl-
czymik by jest od zera rézny. Powyzsze wyrazenie otrzymuje wtedy postaé:

a+gﬂ:+eﬂz_

gdzie o jest liczba catkowita dodatniz.
Pomnézmy to wyrazenie przez calke

[=[ ot e,
i} 0

gdzie o jest znéw liczba calkowity dodatnia i gdzie dla skrécenia napisano
g (2) zamiast b¥ f (2). Wtedy wyrazenie

jT

rozklada sie na sume dwéch nastqpu,]z;cych wyrazen

.+ bx=0,

1 M
+ o

eﬁ"x/—k...-}—eﬂﬂfz
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P,:a/ —|—eﬁxj -+ ¢bs / T eﬂM/ ,
0 B B Bar
fa f B
P2: cﬂx / —-{-— eﬁ: / + « e -—I—- (;‘ﬁM/ y
i K} %
gdzie ogélnie catka / rozcigga sie w plaszezyznie zmiennej zespolonej z od
B

punktu z = B; do 2z = w, wzdluz prostej réwnolegtej do osi liczb rzeczywi-

l?z
stych; catka za$ j rozcigga sig w tejze plaszczyznie od punktu z =0 do

0
2 = B, wzdluz prostej, oba te punkta laczgcej.
Calka j jest znowu rowng liczbg calkowitej wymiernej podzielnej
0
przez o! i zachodzi, jak latwo widzieé, kongruencya

1

ol
K}

== el ottt (mod, ¢ 1)

Za pomoca podstawienia z = 2/ - §; ize wzgledu na r6wnosé g () =0,
otrzymujemy :

'
13 @

i f = [ (&4 e [o &+ B0 o a7 =g+ 1t 6 (8)
[

[\

gdzie @ (6;) jest funkeyg calkowits zmiennej f; stopnia nizszego od liczby
o M+ M, o wspolezynnikach calkowitych, wszystkich podzielnych przez
belt3 . Poniewaz fi, B, . . ., far 53 pierwiastkami réwnania f(&)=0
0 wspblezynnikach calkowitych, wige przez pommozenic przes pierwszy
wspélezynnik b stajg sie liczbami catlowitems algebraicenemi; przeto '

G B+ G (B) + ...+ G (B

jest koniecanie liczby catkowily wiymierng. Wiynika stad, ze wyrazenie P,
jest liczbg catkowits wymierna podzielng przez o! 1 ze zachodzi kongruenuyd
P,

o= be M3t ekt (mod ¢ 1)
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7 drugiej strony, jezeli oznaczymy przez K i & wartosel bezwzglednie
najwigksze, jakie przyjmuja fankeye zg (2) i g (2) e~ na drogach prosto-
linijnych od 2 =0 do z = B;, to:

ufi’ <|pi| & Ke; (i=l,"z,...,M)

a stad, jezeli napiszemy dla skrécenia
"={|ﬁ1 e 4 | Byl + ...+ ﬂxeﬁ.u\}k,
wynika nieréwnodé
|Py] << % Ke.
‘Wyznaczny teraz liczbe catkowits ¢ tak, aby po pierwsze byta podziel-
. . Ke i, odnodel. Wiedy FL
ng przez a b by, 1 aby po drugie = o byto mniejsze od jednofei. Wtedy R
na zasadzie kongruencyi (3), bedzie liczba catkowits niepodzielng przez e+l
a wiec koniecznie od zera ro6zng, a poniewaz précz tego Q—!’, skutkiem nierd-
whnosci (4), jest bezwzglednie od 1 mniejsze, przeto réwnanie
" P Po_
d T’
jest niemozliwe. L . '
Fatwo spostrzedz, ze wskazang tu droga daje sig dowies¢ w sposéb ré-

wnie prosty najogélniejsze twierdzenie Lindemanna o funkeyi wykla-
dniczej.

Erolewiee, d. 5 stycznia 1893.



GUEST




