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cette détermination sera unique si Pon donne a priori la valeur limite
supérieure de la fonction I en un point de la droite OP. Connaissant les
valeurs limites supérieures de la fonction I sur la droite OP, on obtiendra
la fonction I dans le domaine 2’ d’aprés la premiére des équations (1):

U . oI
23) Rl=——5-—L5p

U'étant connue. Les fonctions obtenues U et I vérifient aussi la seconde
des équations (1) dans le domaine @'. En effet, les équations (12) et (23)
étant remplies, nous en déduisons

orl oU v 0 (ol ﬂ )_

d’olt
ol ou (81 | ~0U )
s T Cop HGU= (F?+ Coi +GU),;¢-L—C

Mais' les valeurs limites remplissent la seconde des équations (1)
pour t=1%, donc la seconde équation est vérifiée dans le domaine &'

Les valeurs limites supérieures de la fonction U sur la caractéristique
OP peuvent étre données arbitrairement, donc il existe une infinité des
solutions des équations (1) discontinues sur OP et remplissant les mémes
conditions limites (2) et (3) sur les droites Os et Of.

Dans le cas particulier od E(f)»0.si £-0 il existe une solution
(U,I) dans @ dont les valeurs limites supérieures sont nulles sur OP,
done il existe une solution (U,I) continue dans Q4 9’ satisfaisant aux
conditions limites {2) et (3) et il n’existe aucune autre solution continue.

Les dérivées de cette solution. peuvent &tre en général discontinues
sur OP. . .

Remarquons maintenant que le saut brusque de la solution (6) et (7)

pour fz-ns; tend vite vers zéro si s-co et que dans les applications le

potentiel E () atteint sa valeur U, d’'une fagon continue a partir de zéro;
nous en concluons que la solution (6) et (7) fournie par le calcul opéra-
tionnel est voisine de la solution continue, unique. pour s suffisamment
grand. Donc cette solution peut étre utilisée dans les applications pour
les points suffisamment. éloignés de l'origine d’'une ligne télégraphique,
ce qui est important puisque cette solution a la forme commode pour le
calcul effectif.
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Le probléeme aux limites de H. Poincarée
pour le systtme de fonctions

Zagadnienie brzegowe H. Poincarégo dla ukia&u funkcyij

Par

J. WOLSKA (Varsovie)

‘En 1910, dans le tome II de son ouvrage ,Mécanique Céleste’”,
H. Poincaré a proposé un probléme aux limites, consistant en la re-
cherche d’une fonction harmonique u dans le domaine D qui au bord C
de ce domaine remplit la relation linéaire suivante:

,g}‘f+a(3)u+b(s)%'§—=f<s)

entre la dérivée suivant la normale Eli et la dérivée tangentielle —@L—;

dn ds
a, b, f sont les fonctions données de 'arc s sur la courbe C, La résolution
fort intéressante de-ce probléme, ‘donnée par H. Poincar é, est basée
sur la théorie des résidus et la théorie de Fredholm, mais elle n’est
pas compléte.

Le probléme précédant était traité ensuite par E. Gevrey (Journal
de Mathématiques, 1930) et W. Pogorzelski (Comptes Rendus de
I'’Académie des Sciences Techniques & Varsovie, 1935; Mathematische
Zeitschrift, 1939). :

Récernment les mathématiciens géorgiens J. Vécoua et B. Chve-
delidze ont traité le probléme de H. Poincaré dun facon trés com-
pléte dans le -cas du contour non analytique (Comptes Rendus de I’Acad.
d. Sc. de I'Union Soviétique 1940, 1941, 1947); on trouve aussi la biblio-
graphie compléte du probléme dans 1’ouvrage récent de Mouschelichvili:
»Les équations intégrales singuliéres (Moscou, 1946)”.
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Dans ce travail nous mous proposons de trouver le systéme de fon-
ctions u; (x,Y), Uz (%,9), ... Un(x,y), qui dans l'intérieur .du dqmam.e D
limité par la courbe analytique C (ne possédant pas de points singuliers)
satisfont aux équations de Laplace, c’est-a-dire:

Aug=0 (oc::l,Z,...m)

(1)
et sur le contour C du domaine D satisfont aux conditions limites suivantes:

m)

- n d . -
@ Dy 2(aaB(s)uB+bag(s>3‘—‘§)+fa(s>=o (=12,
=] .

oll %ﬁ désignent les dérivées des fonctions ug suivant la normale au
n
du, .
point P sur la courbe C; ——-SE sont les dérivées des fonctions ug par rapport

a Tarc s de la courbe C au point P; ag(s), bag(s), fa(s) sont les fonctions
données de l'arc s entre le point P et le point initial P, de la courbe C.

Nous allons chercher les fonctions u«(M) du point M(x,y) du do-
maine D sous la forme du potentiel logarithmique de simple couche,
c’est-a-dire sous la forme des intégrales

®) ua(M)=f10g;bl[—U}La(0)d° (=12,

C

les fonctions pa(0) étant les densités de la couche; ry, désignant la di-
stance entre le point intérieur M (x,y) et le point Q du contour C.

_ Sile point M (x,y) tend vers le point du contour P (& qui correspond
Tarc s) les expressions désignant le potentiel et ses dérivées tendent vers
les valeurs limites:

(= 108 E v do
C G
(dlla)
dn /p

c .

@ =T e (s) + f AC(::P pa (o) do
ST
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ou 1y désigne la distance du point P(s) et Q(s) (sur la courbe Oy,
—-3

¢ Tangle entre le vecteur PQ et la direction positive de la tangente au

point P; e Pangle entre le vecteur normale intérieur au point P et le

vecteur PQ.

Pour assurer l'existence des valeurs limites (ua)p
d’admettre la continuité des fonctions p., (o)

(%%“)P il suffit

L'existence des valeurs limites des dérivées (%l?) résulte de la dé-
P

rivabilité des fonctions p, (a) et de I’existence de la courbure C au point P.
cos ¢
$g
méme si le point Q tend vers P c'est-a-dire 6 s.
cos ¢

La fonction

. A du,
dans Yexpression des dérivées (————“ reste bornée
P

dn

La fonction

ds

. o |du
dans Vexpression des dérivées (—-—“ augmente
Bl

1
comme - et n’est pas bornée si c-s.
L'intégrale dans le troisitme des expressions (4) a la valeur princi-
pale de Cauchy.

Si nous substituons les expressions (4) aux conditions limites (2),
nous concluons que les potentiels logarithmiques de simple couche (3)
vérifieront les conditions (2) si les fonctions p«(s) satisfont aux équations
suivantes: '

Tt (8) + fu(8) +

5 -+ 2 f[cos ?. 8ag + 8ag (9) ]og?i— + bag (s) %] vg(0)ds

=1 Tso

S
[
(a=1,2,...m)

. olt 3,g est le symbole de Kronecker.

Nous. sommes donc amenés a trouver la solution

Py (8)y 12 (8) +or o (8)

du systéme d'équations de Fredholm de seconde espéce avec les noyaux
singuliers (la singularité polaire et logarithmique). ' ‘
Nous savons que la courbe C' est analytique sans points singuliers.
Les fonctions données - a,8(s), bug(s), fo(s) sont également analytiques et
possédent la période a égale & la longueur de la courbe C. En outre les
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fonctions citées sont réelles pour les valeurs réelles s et ne possédent de
singularités dans la bande infinie contenant Taxe réel.

D'aprés ces suppositions le systéme d’équations (5) se transforme en
le systéme suivant:

a

f ag (s,0) + Log(s,9) pg (o) do

(¢=1,2,..m)

6 e <s)—- fals) + — Z

cos 4)

Nog (8,0) == E——~ Bug + bog (8 s) (la singularité polaire pour s==a)

Lig(s,0) =aqg(s) long— (la singularité logarithmique pour s==oa).
so
Les fonctions Nyg et L, ont les propriétés suivantes:
a) Nag (s, o) sont les fonctions analytiques de deux variables s et o
avec la singularité polaire pour s =oc cest a dire une singu-

larité telle que la fonction ;_—}fa;

b)  Lgg(s, o) sont les parties réelles des fonctions Leg(s, 0) de la forme:

Lag (5,9) =245 (s) -log Rg (s, 9)

oll a,g(s) et Rog (s, 0) sont des fonctions holomorphes si les po-
ints s et ¢ sont situés dans une bande du plan de la variable
complexe, contenant l'axe réel a son intérieur, en outre les
fonctions Rag (s,0) s'annulent pour $=0 et si s—o tend vers
zéro, elles ent la valeur principale (s— a).

¢)  Les fonctions Nyg(s,9), aqg(s) Ryp(s, o) sont réelles pour les
valeurs réelles des variables s et o.

d) Les fonctions Nug(s,0); @ (s); Rag(s,0) ont une période réelle a
par rapport aux variables s et o. '

e)  Nyg(s;0) et Log(s,0) n'ont d'autres singularités que la singula-
rité s=g0, en neghgeant les multiples de la période a (s et o
sont situés dans la bande, contenant l'axe réel). ‘
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D’apres la méthode d’itération nous pouvons transformer le systéme
d’équations intégrales (6) avec la singularité polaire et logarithmique en
systéeme avec les noyaux bornés. Nous remarquons, que les fonctions

P (), qui satisferont au systéme (6) satisferont aussi au systéme suivant
(dans l'intervalle 0, a):

a

M =t fe+4 f [Nyg (5,9) + Lig (5,9)] fa () d o | +
. B=1 0 ¢
1 m .
-+ = [Naﬁ (S) o) + La?\ (s, 5)] f[NS'{ CA 7+ LrB*{ (CA T)] ey (1) de ]dc
By
0 0

(a=1,2,...m).

Nous désignons par 7, (s) la fonction connue:

Fald=21ule) + 2

T

f [Nag (s, 0) + Lig (5,9 fa () d o
1)

et nous obtenons, d’aprés la transformation évidente, le systéme d’'équations:

(8)  pa(8)="F.(5)+ x—lz Zm' fNa?, (s, o)
B
0

2 ifNaB(S:
i
0

Ng, (s, %)y () de|d s+

do+ .

|
fyﬁ,w s
/
Ik

Ng, (5,90 (B)de|do+
Br i
0.
+1§1f1r (8, o) Lg (0, 7) by d'l:—‘dc
P Ly " 1% B
Br -
0
(=1,2,..m)
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Nous pouvons maintenant transformer les intégrales itérées dans le
systéme (8) d’aprés les formules données par H. Poincaré (loc. cit) et
par W. Pogorzelski (loc. cit.). La. transformation de H. Poincaré
d'une intégrale itérée est exprimée par 1a relation suivante:

© [ M09 [Nor 29 4 o= [[Fsn, @B OB 910
0 0 } 0 '

ol Rygl(s) et +Rgy () désignent les résidus des fonctions Nog (5,0) et Ng, (s,9)
considerées comme fonctions de la variable ¢ pour le pble s==o. La fonc-
tion F(s,t) est holomorphe au voisinage du segment (0, a) et égale a la
valeur principale de Cauchy ' .

F (s, = f Nyg (5,9) Ng, (0,9 d o
0 .

aux points d’intervalle réel (0, a).
 Les transformations des intégrales itérées données par W. Pogo-
rzelski concernent la singularité polaire et logarithmique.
La premidre transformation est la suivante:

(10) [N [Lrytear @ o|ae=
0 0

= [ Fy(s;7) (r)de g f Raﬁ (s)ag, () vy (r)d=
H h

ol R,g(s) désigne le résidu de fonction N,g(s,0). La fonction F,(s,©) est
holomorphe au voisinage du segment (0,a) et égale a la valeur principale
de Cauchy

Fl (si T) =fNaﬁ (s, U)LTB-{ (01 T) ds
0

aux points d’intervalle réel (0, a).
La seconde transformation est donnée par la relation:

(11) IL;B (s, 9) [INST (7w (0 d c] do=
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a

= f Fu(s, 9y (0 [ () Ry @) ()
0 "

s

ot Ry, (o) désigne le résidu de fonction Ng, (s,9) et la fonction F,(s,7) est
holomorphe au voisinage du segment (0, &) est égale & la valeur princi-
pale de Cauchy

Pyt 9= [ Lig9) Ny (09
0

aux points d'intervalle réel (0, a)-
Enfin la troisidéme transformation est la ‘suivante:

fL;g(s,o)UL’gT(a,«)u.,(ﬂdr]dm
0 0

LGS Pf(f)d‘—ﬂﬂf[fﬂag(é)ﬁg7 (s)da]hmdr
s 3

s

12)

ot la fonction Fy(s, ) est holomorphe au voisinage du segment (0,a) et
égale 4 la valeur principale de Cauchy

Fyls,) = J I(s9li,9ds
(1]

aux points dintervalle réel (0,a). .
Nous constatons, que si les fonctions g (s) satisfont au systéme d'é-
quations (8), elles satisferont aussi au systéme transformé:

G RO DR OR O O= L0+
’ Br

a.
m

+ -1;2 f [Fug 5,9+ FE 69+ Fiy 59+ FE ) | 0 d—

T
.[0
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T

~_ZT\/‘.%T(S) R (s)+‘Rag (c)—l—faaﬁ (@ds|p, (@de
Br :

S
(@=1,2..m)
Nous avons 2 résoudre le systéme d’équations

(14) e (5) + Z Ea.r (& py (9=C,
T

ol par g,z nous avons désigné les expressions 4 droite du systéme (13)
et par Rw{ (s) Pexpression suivante: ‘

Ry (9= " Rog (s) ey (9
= :

Du systéme (14) on tire les relations:
D,
P (5) - Ba

ou D désigne le déterminant connu du systéme (14) gt
ue 5
différent de zéro: v (14) due mous supposons

1+ Ri(s) ool .. Ro(s) ... R. 1 (8)
D=|TR,(® ....... 1+ Ryu(s) i.... B ls) |5 0
Rin(s) ....... Rug(s) ....... 1+ Ram(s)
(\et D, désigne. la valeur du -déterminant, qu'on obtient en substituant
a la place de la colonne o du déterminant D la colonne Cy, Cy, e Cn

c’est a dire:
m
Darzf;: Dg_i C; ) \

ou Dt:i Cc;{esignent les sous-déterminants relatives correspondant aux é&lé-
men i .
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et nous transformons le systéme (13) en systéme d’équations équivalents:

(15) bald) = :;/(s) 4 ;:2 Zf(bw{ (s, %) py (5)de+ Zf\l!'wr {s,7) vy (®) de
i T
. 0 5

(@2=1,2..m)
oll nous avons posé
— Z Doci fl(s)
o) =
3 Dy (B (5,9 + F(8,0) + F (5,9 + F(5,9)
(l)m7 (Si ’\:) = : D

~ D000 [Rato)+ Ree+ [ ag 1)
l]ra.'( (s,7) = D z

Les fonctions Fyy (s, 7), Fg; (s,%), Ff){ (s,%); FS’% (s,7) sont holomorphes
au voisinage d’axe réel et les fonctions R,g(s) ont les valeurs réelles sur
T'axe réel. I1 en résulte, que les noyaux (I’w; et ¥, du systéme d’équa-
tions intégrales transformées (15) sont bornés et holomorphes, si les points
s et © sont situés au voisinage de Vintervalle (0, a). Les fonctions Fu (8)
ont la méme propriété. Les équations (15) sont linéaires, mais du type
mixte, puisqu’elles contiennent les intégrales aux limites variables et les
intégrales aux limites fixes.

On pourra amener le systéme (15) au systéme d’équations de Fred-
holm, en résolvant le systéme d’équations de Volterra

(6) , e (8) = 0 (8) + 27,‘ f ¥, (5,7 py (9
' (e=1,2..m)

@, () étant les fonctions données. , .
Nous pouvons résoudre le systéme (16) par la méthode des approxi-
mations successives comme dans le cas d'une seule équation de Volterra.

Nous posons (LE;’) (v) =29, (v) et obtenons le systeme des approximations:
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2 (5) = g, (s) + > f T, (5,90, () ds
1

(2)(g)__m +2

Vo (5,7) (r)dc
amn

a

B (9= <s)+§ v, (s 9p V@ de

Si la suite des fonctions (17) est convergente, les limites

tim p? (5) =

n—you

(a=1,2..m)

présenteront la solution du systéme (16).
Par induction nous arrivons aux relations:

19)p™ (59 =94(s) + 2

p=1
s

[lplap S, t) + qu; ( ) + .+ w»(n) (s, t)] ‘Pp (':) de

(a=1,2..m)
Les noyaux itérés \F(" (s,7) sont donnés par les expressions:

3

mb

(20) Vi (s,1) = Z (o (5,0) W00, 0 de

(¢,p=1,2...m)

Nous pouvons prouver que les noyaux ‘Ifg;) (8,%) vérifient pour toute
la valeur n vérifient les inégalités suivantes:

i

(21) : W (s, 7)| << kemn L
P n!
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olt k désigne la plus grande des bornes supérieures des modules des
noyaux | ¥, |.

Les noyaux diminuent comme les termes d’une série exponentielle;
nous en concluons que la série

oo

Z v ‘;g (s, %)

n==1

(22) l‘ap (sl ’C), =

est uniformément convergente.

La solution unique du systéme (18) aura donc la forme:
a

P (8) = P (3) + y

p=1

s

0 (8,70 (0)d

(a=1,2..m)
En substituant dans les formules (23) les expressions

a

WO =T+ 3 | @ (5,90, @
P
0

nous sommes donc amenés & résoudre le systéme d'équations de Fred—

holm suivant:
a

(24) buls) =1 D

T=1
0

Koy (8,90 (9 d 5 + F, (3)
1
=)

ot par K, (s,7) et F,(s) nous avons désigné:
p i

A= o=1,2..m

N6

Kw{ (8,%) ==

-
i
n

f Ty (5,0) @ (5,9 d 0 + By (5,9)
]

F,(s) = Z

p=1
0

Le systéme (24) peut étre amené 4 une équation de Fredholm
avec une: fonction inconnue.

Ty (5,9) T () + Fols)
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Soit I'ensemble @ des m intervalles I, I,, ... In n’ayant ancuns
points communs et obtenus par déplacement d'intervalle (0, a) le long de
Paxe réel.

Considérons les fonctions suivantes determmees dans l'ensemble €:
M(s,) =F,(s) . (si s, est situé dans lintervalle I, et correspond au

poin s d'intervalle 0, a)
X(sq, 7)) =Ky (5,%)  (si s, est dans Vintervalle I, et v, dans 1,).

Soit P(s) la fonction inconnue sur Q liée avec p, par les relations

P (S“) ==, (8)

Nous en obtenons une seule équation de Fredholm

(si s est dans lintervalle 1).

(25) P(s)=M<s>+fo<s,«>P<c>d«
Q

D’aprés la formuie connue de Fredholm la solution de I'equation
(25) aura la forme suivante:

(26) P(s)*M(s)—l—)\fD 5’(;’)1 M@ de

" 1 P
sous la condition que la valeur k=-—2 n’est pas la valeur caractéristique
T

du noyau X (s, ).

Les valeurs de la fonction P aux points s, situés dans les intervalles
particuliers I, (#=1, 2...m) nous donnent les valeurs des fonctions e (8)
(a=1,2..m).

Les fonctions l‘ap (s,7) comme les sommes des séries uniformément
convergentes (22) sont holomorphes dans le voisinage du segment (0, a).
II en résulte que les fonctions K. (s,%) et I, (s) sont aussi holomorphes
au voisinage du segment (0, a).

Nous en concluons done, que les fonctions obtenues

Py (8); 2o (8) e o (5)
sont également holomorphes au voisinage du segment (0, a).

D’aprés les transformations (9), (10), (11), (12), vraies pour toutes les
fonctions holomorphes ., (s), la solution de 1'équatton (24) vérifie le syste-
me (15), done aussi le systéme (13) (7) et le systeme donné (5).

En substituant les fonctions i (s), g (s) ... thm (5) dans les intégrales (3),
nous obtenons la solution u,, us, ... um du probl(,me aux limites proposé.

Panstwowy Instytut Matematyczny
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Quelques applications des équations intégrales dans
la théorie d'électricite

O pewnych zastosowaniach réwnah catkowych
w teorii elektrycznosci

Par

"R. HAMPEL (Varsovie)

Considérations préliminaires:

Dans ce tfravail j'étudie deux problémes aux limites concernant les
équations aux dérivées partielles du type elliptique.

Jobtiens les solutions des problémes en m’appuyant sur la théorie
des équations intégrales de Fredholm.

I. Le probléme de la perturbation du champ électrique
produite par Pintroduction d’un diélectrique.
A. Mise en équation.
Con81der0ns un champ électrostatique
Ko (361, %5, %y) == — grad V (xy, %3, %)

défini dans un domaine spatial A; le potentiel ¥, (x,, x,, x;) est donc une

fonction harmonique de coordonnées xy,x,,x; définie dans le domaine A.

Nous introduisons 4 l'intérieur du champ un diélectrique non homogéne

mais isotrope qui remplit un domaine borné Q limité par une surface S.
Je suppose donnée la perméabilité électrique

E(x17x21x3)»/>/1
en fonction du point M (x;, x,,x;) du domaine Q. Il faut déterminer la
perturbation du champ causée par la polarisation du diélectrique introduit:
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