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La solution (8) est évidemment unique, puisque s'il existait l'autre’

" solution H,' remplissant les équations (6) et la condition limite a la sur-
face S, on aurait pour la différence:

N
R= H(, Hn
les équations
N
rot R=10
-
div R=

a 1’mter1eur du domame 52 et R,=0 2 la surface S, d’ott résulte immé-

diatement que R H H = dans le domaine £.
En substituant le champ magnétique initial obtenu Hj(x,y,2) dans
I'expression (3), on aura la solution unigque du probiéme proposé.

Panstwowy Instytut Matematyczny.
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Remarques sur un probléme mixte concernant
I'équation des télegraphistes

Uwagi o zagadnieniu mieszanym dotyczacym
réwnania telegrafiinego

Par

W. POGORZELSKI (Varsovie)

D’aprés les simples hypothéses physiques, l'intensité du courant 1
et le potentiel U satisfont & tout le moment ¢ et en tout -point d'une

ligne télégraphique a labscisse s au systéme d’équations aux détivées_
partielles

oU
0s ——LW

90U

RI=—Y2
o
GU=—

R, G, L, C étant les constantes positives.
Le probléme mixte que nous voulons discuter consiste en la recherche
d'une solution du systéme (1) qui vérifie la condition initiale
lim I(s,{)=0
10

(2)
’ lim U(s,t) =0
10 ;

pour tout s> 0 et la condition au bord:

®) lim U (s, ) = E (f)
-0
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pour tout £>0, E(f) étant une fonction donnée, définie, continue et bornée
pour tout £ > 0.
En outre on admet la condition & I'infini

4) h_{n U, t)=0
pour £2>>0.

Nous voulons discuter la solution du probléme cité que fournit le
calcul operationnel moderne. )

On sait que dans ce calcul on utilise la transformation de Laplace ?)
et ’on pose - : R ' ' '

af—}-ioo -
1 zt
Uls, t) =5m u(s, z)e” dz

®

x+ico

I(s,t)= Z—i;f] (s, z) " dz

x~—ioa

u(s,z) et jis,z) étant les fonctions de la variable complexe z==x-- iy,
holomorphes pour x> x,. ‘

Les fonctions (5) satisferont au systéme (1) si les fonctions u/(s,z),
j(s,z) remplissent le systéme d’équations différentielles ordinaires

& (Rt L2)j
® o
Z=—(C+Cau

z=x+iy étant un ‘paramétre complexe.
Remarque faite de la condition (3) on admet pour la fonction u(s, 2)
la condition

limu (s, z) =fE(t) € dt =, (z)
530 /o
(7 8
' lmu(s,z)=0
§—yoo
" ') G. Doetsch. Laplace' — Transformation (1943).
W. Wagner. Operatorenrechnung (Leipzig, 1940).
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et Uon arrive 4 la solution

u(s,z)=uy(z)e L (G+C
® j (s,2) =1, (2) mfGﬁ—Fb} o VEFLIGHCa). 5
FACH - %o R + LZ -
du systéme (6). i .
En substituant les expressions (8) dans les formules (5), on aura la
solution du systéme (1), qui vérifie les conditions (2), (3) et (4).
La solution obtenue ‘est en général discontinue suivant la ligne
t=3s I/If—', ce qu'on voit nettement dans le cas particulier

E (t) = const. = U,.

On obtient dans ce cas

xtico )
\ — VEFTGEC
9) 1(3, t)y= Uo- (C _Q) ¢ _.;:*_~ eﬂ dz =
2wl Z | IRtLz) (G+C2)
- ey S—
_0y/C e (/e E) 4 & f v g (i)

5
n

. s
sit>"> et I=0, si t<<—: en outre
0 w

Uy p-si

—1s
a0 Ubh=Ue " —=

s ,
si t>— et U=0, si t<<—; on a posé
w w'
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L
VLC
_1[R G
an _*ﬁ(‘f*?‘)
_L(E,_Q) '
=\l

On voit donec quau point s d’une ligne le potentiel U est égal & zéro

pour t<?f)— et atteint brusquement la valeur

T

—_—s

Uy=Uje ™
s
au moment f=-—.
7]

Dans cette note nous voulons montrer que la solution discontinue
fournie par le calcul opérationnel n’est pas unique et nous allons indiquer
les autres solutions qui remplissent les mémes conditions limites.

A cet effet nous utiliserons les méthodes générales d’Analyse mathé-
matique connues dans la théorie des équations aux dérivées partielles du
type hyperbolique 4 deux variables indépendantes ).

En éliminant la fonction I entre les équations (1) on arrive i 'équa-
tion des télégraphistes pour la fonction U: ‘

02U

(12) Ez'—LC 0

PU_ g+ GL)ﬂ.-GRU——o

D’aprés les conditions (2) et (3), on cherche la solution U de P'équa=
tion (12) qui remplit la condition

oU
13) . =0: ==
(13) - U=0; 57 =0
si t>0 (s=>0) et la condit{onA
(14) h%U@ﬂ:Em;@>m
>

sur Paxe Of.

) Voir par exemple: E. Goursat, Cours d’Analyse (tome III).
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Q)

u-e@

Alst)

<9

Pour trouver la solution U, considérons le plan des coordonnées
rectangulaires (s, f).
Soit OP la caractéristique

=syLC

de Péquation (13) qui passe par l'origine O.

La valeur de la fonction U au point M(s,f) du domaine £ située
entre la caractéristique OP et I'axe Os dépend des valeurs de cette fonc-
tion U et de %—? sur le segment pq de axe Os embrassé par les carac-
téristiques Mp et Mg passant par le point M. D’aprés la théorie bien
connue de Riemann il est facile d’en conclure qu on aura U=0 en
tout le point M du domaine L. :

Cherchons maintenant la valeur de la fonction Uf(s,t) aux points
A (s, f) du domaine @ situés entre OP et Of. Nous montrons que cette
fonction sera déterminée dans € si l'on donne a priori arbitrairement les
valeurs limites supérieures de cette fonction sur la droite OP qui peuvent
étre différentes de valeur limite inférieure U=0.

En posant

’ —1E+8) _
(15) p—pe i el =ve "

et en introduisant les nouvelles variables:
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PR
VLC

(16)
y=s+
VLC

on aura I’équation plus simple

V1
an ox 0y 4

ol la constante o a la valeur

Soit maintenant le quadrilatére 4BCD dont les cbtés sont paralléles
aux caractéristiques, le point B étant sur Taxe Of et le segment CD sur
la caractéristique OP.

Considérons d’abord I’équation

oV

(18) 0% « dy

F(x,y)
F (x,y) étant une fonction déterminée dans le domaine €.

En intégrant les deux membres de l'équation (18) sur le domaine
du quadrilatére ABCD, on a

19) ff 3or dcdc:f P& ) do d
' © 4BCD

(s,7) étant les coordonnées du point d’intégration liées avec les coordon-
nées (§,7) par les relations

=g
TVIc

T

"=ct T
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En effectuant le calcul, on trouve
@ W=+ O-r+ [ [ renadan
—x 0

La fonction V' qui satlsfalt 4 Iéquation (18) prend dans le domaine
Q" les valeurs (20) et inversement l'expression (20) présente la solution
unique de I'équation (18) qui prend les valeurs limites données a priori
sur les droites OP et Ot:
T (i—sVLC)

V(B)=E{t—syYL(O)e

17 (t+sVIT)

(21) V(D)=U(D)e

¥ (C)=1(c) T

supposition faite que U(B) et U(C) tendent vers la méme limite E (O)
si A tend vers D et en outre que les fonctions limites E(#), U(D), U(C)
soint dérivables. )

Il en résulte que la fonction V(x,y) qui satisfait
satisfait aussi & I’équation intégrale:

4 Véquation (17),

. y x
(22) V(x,y)=V(B)+V(D)—V(C)+~i~af[fV(E,n)dE]dﬂ
. —x 0 .

et inversement la solution de cette équation intégrale satisfait a I'équa-
tion (17) dans le domaine €’ et prend les valeurs limites données sur les
droites Ot et OP.

Or, 'équation (22) est du type bien connu de Volterra et admet
la solution unique dans le domaine Q.

L'existence de la fonction U(s,f) dans le domaine prenant les valeurs
limites données sur Ot et OP est donc démontrée.

Connaissant la fonction Uf(s,f), on peut déterminer la fonction I (s, ¢)
dans le domaine Q et Q' d’aprés les équations (1).

Dans le domaine € on a évidemment I=0.

Pour déterminer I dans le domaine . ', remarquons -d’abord qu’on
peut déterminer les valeurs limites supérieures de la fonction I au point

. de la caractéristique OP de telle fagon que les valeurs limites supérieures
~des dérivées des fonctions U et I au point OP satisfassent aux équations (1);
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cette détermination sera unique si Pon donne a priori la valeur limite
supérieure de la fonction I en un point de la droite OP. Connaissant les
valeurs limites supérieures de la fonction I sur la droite OP, on obtiendra
la fonction I dans le domaine 2’ d’aprés la premiére des équations (1):

U . oI
23) Rl=——5-—L5p

U'étant connue. Les fonctions obtenues U et I vérifient aussi la seconde
des équations (1) dans le domaine @'. En effet, les équations (12) et (23)
étant remplies, nous en déduisons

orl oU v 0 (ol ﬂ )_

d’olt
ol ou (81 | ~0U )
s T Cop HGU= (F?+ Coi +GU),;¢-L—C

Mais' les valeurs limites remplissent la seconde des équations (1)
pour t=1%, donc la seconde équation est vérifiée dans le domaine &'

Les valeurs limites supérieures de la fonction U sur la caractéristique
OP peuvent étre données arbitrairement, donc il existe une infinité des
solutions des équations (1) discontinues sur OP et remplissant les mémes
conditions limites (2) et (3) sur les droites Os et Of.

Dans le cas particulier od E(f)»0.si £-0 il existe une solution
(U,I) dans @ dont les valeurs limites supérieures sont nulles sur OP,
done il existe une solution (U,I) continue dans Q4 9’ satisfaisant aux
conditions limites {2) et (3) et il n’existe aucune autre solution continue.

Les dérivées de cette solution. peuvent &tre en général discontinues
sur OP. . .

Remarquons maintenant que le saut brusque de la solution (6) et (7)

pour fz-ns; tend vite vers zéro si s-co et que dans les applications le

potentiel E () atteint sa valeur U, d’'une fagon continue a partir de zéro;
nous en concluons que la solution (6) et (7) fournie par le calcul opéra-
tionnel est voisine de la solution continue, unique. pour s suffisamment
grand. Donc cette solution peut étre utilisée dans les applications pour
les points suffisamment. éloignés de l'origine d’'une ligne télégraphique,
ce qui est important puisque cette solution a la forme commode pour le
calcul effectif.
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Le probléeme aux limites de H. Poincarée
pour le systtme de fonctions

Zagadnienie brzegowe H. Poincarégo dla ukia&u funkcyij

Par

J. WOLSKA (Varsovie)

‘En 1910, dans le tome II de son ouvrage ,Mécanique Céleste’”,
H. Poincaré a proposé un probléme aux limites, consistant en la re-
cherche d’une fonction harmonique u dans le domaine D qui au bord C
de ce domaine remplit la relation linéaire suivante:

,g}‘f+a(3)u+b(s)%'§—=f<s)

entre la dérivée suivant la normale Eli et la dérivée tangentielle —@L—;

dn ds
a, b, f sont les fonctions données de 'arc s sur la courbe C, La résolution
fort intéressante de-ce probléme, ‘donnée par H. Poincar é, est basée
sur la théorie des résidus et la théorie de Fredholm, mais elle n’est
pas compléte.

Le probléme précédant était traité ensuite par E. Gevrey (Journal
de Mathématiques, 1930) et W. Pogorzelski (Comptes Rendus de
I'’Académie des Sciences Techniques & Varsovie, 1935; Mathematische
Zeitschrift, 1939). :

Récernment les mathématiciens géorgiens J. Vécoua et B. Chve-
delidze ont traité le probléme de H. Poincaré dun facon trés com-
pléte dans le -cas du contour non analytique (Comptes Rendus de I’Acad.
d. Sc. de I'Union Soviétique 1940, 1941, 1947); on trouve aussi la biblio-
graphie compléte du probléme dans 1’ouvrage récent de Mouschelichvili:
»Les équations intégrales singuliéres (Moscou, 1946)”.
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