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Appliquons maintenant 1'inégalité de Lipschitz aux fonctions
® [x,y,6, - &n] et nous obtenons:

a

g (2)— ol ()| <kk'n >, f 50— (y) — 9§~ (y) | dy

g=1 3

(39)

ou k’ désigne la borne supérieﬁre des modules des dérivées partielles

'aq»vi

06

dans Q et Q,.

Par I'induction nous arrivons aux inégalités;
192 (2) — ¢ (2) | <Kk an® | ¢ff) — @ ;

140 (2)— 9 ()| < (kK an®2 ot — 90|
98 (2) — e (2)| < (KK an®)0—)] g —0

vraies pour toute valeur A.
Si maintenant la condition -

kk'an® <1

est verifiée, les suites infinies des approximations (36) sont uniformément
convergentes et ses limites sont les fonctions holomorphes dans la bande ©:
(40) lim o =g, (c=1,2,..n).

hree

Ces fonctions présentent la solution du systéme (31) et ont la période
réelle a. ‘

Les fonctions (40) satisfont aussi au systéme (29), donc aussi au
systéme proposé (28), le noyau auxiliaire M (z,x) étant fermé.

La preuve que la solution précedente est unique sera la méme que
dans la méthode des approximations succéssives en général.

Conduction de la chaleur dans une barre tormée
de plusieurs parties en matériaux différents

Przewodzenie ciepla w precie zlozonym z kilku réznych czesci
Par

V. VODICKA (Plzen, Tchécoslovaquie)

La propagation de la chaleur dans les corps stratifiés et, plus géné-
ralement, dans les objets. composés de plusieurs parties en matériaux
différents forme, au point de vue de la théorie analytique da la chaleur,
un vaste groupe de problémes trés importants parmi lesquels on trouve
encore beaucoup de quéstions irrésolues. Les caleuls qui vont suivre se
Ijattachent au cas de la conduction, présentent une contribution 4 la thé-
orie mentionnée et sont, en outre, d’'une signification considérable pour
la pratique industrielle.

Une barre trés mince par rapport A sa longueur (pour pouvoir envisa-
ger tout ce qui suit comme un probléme a une dimension) et d’'une section

‘transversale constante, consiste de n parties en matériaux différents: la

i-tidme entre elles se trouve entre les deux points xi—1, xi =1,2,..,7;
x,=0) de l'axe des x, sa longueur étant li=x;— i et son matérial
ayanf les constantes X;, ¢i, i (le coefficient de la conductibilité intérieure,
le calorique spécifique par unité de volume et la masse par unité de volume).

En supposant la distribution initiale de la température, dans chaque
portion du corps, déterminée par une “fonction intégrable fi(x); i=1,2,..,n
(lindice i se rapporte a la i-tiéme partie) de la variable indépendante x,
bornons nos considérations au cas d’un changement continu de la tempé-
rature et méme du courant de la chaleur (celui ci est ‘dirigé naturellement
suivant I'axe de la barre) dans les sections transversales communes de
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chaques deux parties consécutives de la barre. Sous ces conditions soit
A trouver les n distributions u:(x,t); i=1,2,..,n de température dans
les parties du corps, 4 savoir pour le cas particulier ot la chaleur passe
A travers les deux sections finales x=0, x=ux, de la barre dans le
milieu avec la température zéro, les coefficients de ce rayonnement (ce
sont, comme il est connu, les rapports de la conductibilité -superficielle
et intérieure pour ces deux parties du corps) étant h, 2 l'extrémité x==0
et h, pour la section x=x,; t signifie, dans w;i(x,f) et de méme dans
“tout le caleul qui va suivre, naturellement le temps. '

1. La mise en équations. Les équations de notre probléme sont,

comme on le sait d’aprés les éléments de la théorie analytique de la
chaleur, de la forme suivante:

0w 2 u; o i P .
W=ai20—xé’ at=", xig<LaeLla, t220; 1=1,2,..,n. 1)
ou; ou,
ax'—hqulzo, x==0; W:——}—h,.u,.:O, x%xn. 2)
ui(xi,t)=u,~+1(x,-,t); i=1,2,...,n——1. (3)
Ou-l ouy )
his—=N s =X, 1= oy =
MNEx g, X=X 1 1,2,.,n—1. (4)
i (x, 0)=fi(x), xa<<x<x; i=12,.,n. . 5)

2. Solution. En supposant, d’aprés la méthode bien connu de
Bernoulli, la solution particuliére v;(x,f) de la i-tiéme des équa-
tions (1) sous la forme

vi(x, ) =Xi(x). T:(f), i <L, 1220; 1=12,..,n, (6)°

on obtient d’une maniére habituelle
Xi(x)=oa1coskix+masinkix, Ti(f)= e ekl , (6,1)

ki, 041, wo, désignant des constantes arbitraires préalablement.
Pour que les intégrales (6) satisfassent, comme on le désire ordina-

irement, en dehors des équations (1), aussi aux conditions (2) — (4) aux
limites, il faut et il suffit que V'on ait

X (0)—he X, (0)=0, X' (xa)+hoXa(oc2)=0 (1)
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Xi (xl) Ti (i) = Xi+1 (x.) Ti+1 (t); i= 1, 2, ey —1 (8)
)\i Xil (xl-) Ti (t) = )~i+1 X{.H (x,) T,'+1 (t); i= 1, 2, ey T ——-1, (9)

les virgules (') désignant les dérivées par rapport 4 x.
Des équations (8) et (9) on déduit d*une maniére connue

i kpi=ak; i=1,2,.,n—1 (10)

et on peut exprimer des constantes k,, ks, ..,k par k;. Les conditions
(7)—(9) se transforment alors en systéme

X O —ho Xy (0)=0; X' (3)+hn Xo () = 0; an
Xi (1) = Xip1 (), 1=1,2,....,n—1; LX) (3)) =231 X{p1 (1), i=1,2,...,n—1

contenant 2n équations algébriques linéaires avec 2n nombres . inconnus
a1, %2; 1=1,2,...,n. L’existence d’une solution qui n’est pas identique-
ment nulle éxige que le déterminant du systéme (11) s’annule, ce qui
s'exprime par une équation tiranscendente et trés compliquée, d’oti 'on
peut tirer la valeur du dernier paramétre encore inconnu k;.

L’équation caractéristique mentionnée admet une infinité de racines

LOTRC TR A PRI (12)

et chacune d’elles représente une valeur possible du parameétre ky. En se
servant de la relation (10) et en posant k;=1=,, on aura pour les autres
ki (au lieu de k; nous écrivons plus exactement kiy pour exprimer le
rdle fondamental de la valeur k;==,) les formules

ko= din,, A=Y i=12..n. BGE)

Si, dans les relations (11), nous remplacons les constantes k: par kiy,
nous obtiendrons un systtme de 2n équations, dont la solution a1, &2
(déterminée, comme on sait, 4 un facteur commun a tous les o1, ac,-g'prés)
soit désignée par off, ay; i=1,2,.,n. A chaque terme ky=u, de la
suite (12) correspond ainsi — envisageant les formules (6) et (6,1) — un
groupe de n intégrales particuliéres

g2 X —aly? t
viy (e, ) =Xiy () e ™ * — ol cos Ainyx+ o) sin iy x] e "
xia <o <a, £20; 1=12,..,1n (14)
du systétme des équations différentielles 1).

47


GUEST


4 V. Voditka

En posant, dans les formules (14), successivement v=1,2, .., Vindice i
restant fixe, on est conduit 4 une infinité de solutions particuliéres de la
i-tidme équation (1). Naturellement le systéme (14) vérifie pour chaque
valeur de v non seulement les équations (1), mais en méme temps aussi
les conditions aux limites (2)— (4).

Cela étant, il est possible de s’adresser maintenant vers la solution
définitive u;i(x,f) du probléme donné; mnous la supposons sous:la forme
habituelle

ui(x,t)=chviy(x,t), xig Lo xiy 1=1,2,.,n. (15)

Les coefficients indéterminés ¢, doivent satisfaire, d’aprés (14) et envisa-
geant aussi (5), aux conditions

xia Lo <an i=1,2, .0 (16)

D) e Xoy (),

y=1

filx)=

Le caleul se réduit domc 2 exprimer les fonctions fi(x), données
d’avance, sous la forme de séries infinies des fonctions caractéristiques
de notre probléme. Pour la solution il faut établir les relations d’ortho-
gonalité parmi ces fonctions caractéristiques — tdche un peu difficile
dans notre cas compliqué.

Des équations

qu.n _ Xy | 2y o
—}-—kp.Xgp.—-O, “‘dx_z‘l‘kiinv’*‘O)-

vérifiées par chaques deux fonctions caractéristiques Xip, Xiy, on déduit
par combinaison la relation

(kfp — k) Xip X, =

d -Xip Xiy—Xip Xov); i=1,2,..,1,

d’olt on obtlent en intégrant entre les limites Xy < ax < x;, aisément

( l); iv (x, va(xl"——l), Xiu (xl——i)
(k}’-_kxv) f sz.deJC“ J— ;
#q Xip (%), Xip () Xipwimt), Xip(xiza) |
i=1,2,.,n an

48

icm°®

Conductmn de la chﬂcur d“Ps une barre formée de plusieurs parties 5

‘Mais, en tenant compte des équations (11), on a

P N
Xi(oeis) = Xiy (x,) G (it) = 5 X (1) = A Xia ()
i=23..,n (17,1
et nos formules prennent — si Ton pose encore hy==0 et, par suite,
A= =0 — la forme nouvelle
= | X,y (i), X 1) |
s —k2 i—1, v \Xi-1}, 1-1.1;(.7&‘1—1
(kip =%} | XipXndx=A, —
xi_q Xt plxit), Xia p (0i1)
Xz /(xl Xxv x:);
Xip (), ;p-(x.){, 1=2,3,...,n.
Appliquant la notation
Xy (1), Xiy (32)
Di}&v—— (18)
Xip(or), Xip(x}|; i=1,2,.,n
et envisageant (13) on peut encore écrire
Al i f Xip Xy dx=ADit, jy— D3 i =1,2,. (17,3)
21 f
P . P )*1 )\2 )‘n—l )\u PR .
Si 'on fait, avec les coefficients TN T T la combinaison li-
n " n n

néaire des relations (17,3), on obtient — tenant compte de I'égalité

N A Ay o

-)\_n Aiy

et de (13) — immédiatement

’K!L—"Ky 2

i=1

f;x . Xy, d% = —u Dug-

"A~1

4. Prace Matematyczne t. 48, 49
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w

Mais en vertu 'de la deuxiéme des conditions (11) on zt Pour deux
nombres naturels ., v quelconques — & comp. aussi la définition (18) —

| Xnv, (xn), X;LV (xn) ! i Xnv(xn), Xnv (xn>

Dn}l«v: ___h"}

an- (xn): X;d"(xn)‘ i n}L(xn)y Xﬂ}"(xn)

=0

et Véquation établie plus haut nous conduit pour BV (c’es‘t-ril—dire pour
%aaé'/-ﬁ) tout de suite aux relations cherchées d’orthogonalité parmi les

fonctions caractéristiques Xip (x), Xiv () du probléme donné, 2 savoir aux
relations

(19)

Pour déterminer des coefficients inconnus ¢, dans les développements
(15), conformément aux conditions (16), Tartifice suivant .-s’oﬁ':re tout {aatu—
rellement: aprés avoir multiplié les deux membres de la i-tiéme des équa-

tions (16) par EILZ.X[;L (x), on I'intégre entre les limites x;— X <« x; et on

fait la somme par rapport a lindice i. On obtient, en tenant compte des
relations (19) exprimant T'orthogonalité des fonctions caractéristiques

n

AR = [
; f (%}écvxmxw)dx.:chZﬁx;[lxipxivdx:

e v=1 i=1
Fi—1
N [ “on [
=="Cp. 2 —15 f X?p, dx = 2 ‘él-lé f fi(x) X.p, () dx,
o wi = oma

alors, sous la forme d’une formule générale (on écrit v au lieu de p)

jz—:z fff(x)Xw(x)dx

i=1

*i—1

Cy = V=1,2,....

n

A : 4 . '
2 Ef—z f X2 (x) dx

i=1
X
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En employant ce résultat et envisageant les équations (14) et (15) on
obtient la solution définitive du probléme donné sous la forme suivante

X (x)gg 2—:3 f fi(o) Xy (%) de

f— —aly?
u; (2, f) = x,x: P | <x
n <
=1 A
“ 2 [Hewas
=1 4
Fi—1
t>0; i=1,2,..,n 20)

D’aprés (1) on peut encore écrire c:v; au lieu de —Al—l Les fonctions Xy (x)
sont définies, en vertu de (14), par les relations '

Xo ()= cos dimyx+asin dimx; i=12,.,n,  (20,1)

%, étant donnés par (12) et 4; par (13). Quant aux coefficients aff), al);
i=1,2,..,mn, on les obtient, & un facteur commun prés, en résolvant le
systéme des équations (11), ot I'on a posé ki=k:. Le facteur commun
indéterminé des constantes «fy), of), dont nous venons de parler, n’a aucune -
signification pour la fraction de la formule (20), car il se trouve non seu-
lement dans son dénominateur, mais aussi dans le numérateur.

Pour la commodité du lecteur nous écrivons encore l'expression de
T'intégrale dans le dénominateur de la fraction (20):

f X, (x)dx = 3 j - [y [(e)2 + (ag;))ﬂl Al 4+ sinv A {[(mg))z — .

Fi—1

— (@)?] cos %y A; (L4 2e1) + 208 oy sin wy Ay (I + 2x:4)}],

i=1,2,..,n. (20,2)

li=x;—xiy;
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Le cas particulier n=1.

Si Yon fait n=1, les formules générales obtenues prennent la forme
trés simple, comme suit:

1
- L) f () Ko (x) de

(e, ) = Y TN, 0sa<l, 10
v=t fX?;(x)dx
[ (21)
Xv(x)=cosivx+—’xlisin7.vx, tgw, = 72(@%?1)

Posant, en outre, hy=h; =h, f(x)=1u, (une constante quelconque),
on déduit de (21) aisément

— 1 —a®y? h
u(x,t)=4hu0 Eime th(COSXyJC‘F;;‘Sl“"-y.X'),
==
__2hx .
tg%vl—m, (21,1)

un résultat bien connu et souvent cité dans la littérature sur la conduction
de la chaleur.

Remarque: L’auteur de l'article précédent va bientét donner des
informations au sujet d'un travail qui se rattache aux problémes des sphe-~
res et cylindres stratifiés. Les conditions seront beaucoup plus générales
que celles dont on s'est servi plus haut.
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Contribution & la théorie du champ électromagnétique

Przyczynek do teorii pola elekiromagnetycznego
Par

W. POGORZELSKI (Varsovie)

Conformement a la théorie de Maxwell, le vecteur-intensité du
champ électrique K(x Y, z,1) et le vecteur-intensité du champ magnétique

H (*,Y,2,t) remplissent en tout point (x,y,z) du domaine vide et pour
tout le temps t les équations:

—i—%lg—:rotﬁ, d1vE=0
(1) .
——% g§=rotK, divH=0.

i : = =
11 en résulte, d’aprés le calcul bien conmu, que ces fonctions K et H
satisfont & I'équation des ondes?):

> 100K
AR—GgE =0

@ . = 1 0°H
[ ME—a5e =0

) A désigne l'opérateur de Laplace.
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