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we get . -
(™ v —yFy) e 0t = aim glk (M{ Ry — Ms Aik)

and substituting the last magnitude into the right side of the eq. (VI.2)
with regards to eq. (VL3), we get on the right side of eq. (V1.2) the
expression identical with the right side of eq. (VL1).

As results from the eq. (IL5) the operation (vev¥) v 0" on the left
side of eq. (VI.1) may be replaced by the equivalent operation (v* vr) Y™ O™
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Sur les équations intégrales et intégro-différentielles
a singularité polaire

O réwnaniach catkowych i catkowo-rézniczkowych
z osobliwoéciq biegunowg

Par

J. WOLSKA (Varsovie)

1. Introduction

Dans ce travail nous nous proposons d’étudier les équations intégrales
et intégro-différentielles avec la singularité polaire. Les équations de cette
espéce étaient étudiées pour la premiére fois par O. Kellog (Gotting.
Nachr. 1902) dans le cas particulier du noyau singulier ctg(x—y), et par
D. Hilbert (Grundzige einer allgemeinen Theorie der Integralgleichungen
1910). Ensuite H. Poincaré a donné une méthode générale pour 'étude
des équations intégrales de seconde espéce avec le noyau singulier ana-
lytique (Théorie des marées, 1910). L’équation intégrale-avec le noyau
4 singularité polaire a été étudiée aussi par H. Villat (Acta Mathema-
tica, 1916). G. Bertrand (Comptes Rendus de ’Académie des Sciences,
Paris, 1921) a généralisé la transformation de H. Poincaré pour les
intégrales le long des courbes fermées dans le plan de la variable complexe.
W. Pogorzelski dans le travail ,Sur les équations intégrales singu-
lidres de premiére espéce” (Comptes Rendus de la Societé Polytechnique
de Varsovie, 1924) et dans d’aufres travaux (Journal des Mathématiques
1939, et Mathematische Zeitschrift 1938) a étudié les équations de pre-
miére espéce linéaires et non ‘linéaires avec -les noyaux a singularité
polaire et logarithmique. G. Giraud (Annales de 1'Ecole Normale Supé-
rieure 1934) a étudié le cas général d'une intégrale de Cauchy dans
Pespace & n dimensions.
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2 J. Wolska

Récemment E. Vécoua a publié une série des travaux important
consacrés aux équations intégrales singuliéres ?).
En 1946 N. I. Mouschelichvili a publié un ouvrage trés complet

consacré a ces équations.

2. Transformation de Poincaré

Pour la résolution de 1'équation mtegrale proposée nous clterons la
transformation des intégrales itérées du type suivant:

Q| : f N, y)‘[ f N2 0@ dz] dy.

On suppose que les fonctions N et N; sont analytiques par rapport
a chaque variable et ne posseédent d’autres singularités que les pdles du
premier ordre x=y dans une bande infinie @ qui comprend l'axe réel;

¢ (z) est une fonction holomorphe dans un démaine qui comprend le
segment réel (0,4). Les intégrales impropres ont la valeur principale de
Cauchy, c’est-a-dire:

fN(x,yw ) dy=1im UN 9l dy+fN<x Voly dy]

x+e

x étant un point 4 l'intérieur du segment (O,a).

L'’intégrale de la forme (1) a été étudiée par H. Poincaré & propos
d'un probléme aux limites concegna.nt Téquation du type elliptique (loc.
cit.). D’aprés ces recherches, nous écrivons la transformation suivante de
Pintégrale (1):

le(x,w[fN(y,z)?(z)dz]dy'z_.sz( 2 () +fr %2

x étant un point intérieur’ d'intervalle (0,a), R(x) et R, (x) désignant les
résidus au pdle y==x des fonctions N(x,y) et N,(x,y), traitées comme
les fonctions d'une variable y; F(x,2z) est une fonction exprimée par la
somme suivante des intégrales le long des ares AMB et AM'B (fig. 1) du
plan de variable complexe, embrassant le segment d'axe réel AB (0, a).

) Thilissi, Comptes Rendus de I'Académie (1940—50).
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Fig. 1.

@  Fea— —{zvxy <y,z>dy+—fN1x,y>N<yz

AM'B

Nous voyons, d’aprés lexpression (2), que la fonction F(x,z) est
holomorphe si le point x et Z sont situés a l'intérieur du domaine limité
par les arcs AMB et AM'B; en outre si les points x et z sont compris
dans Yintervalle (0,a) la fonetion (2) prend des valeurs égales aux valeurs
principales de Cauchy de lintégrale:

®) F(x,2) = f N, (x,4) N(y,2) dy. o
[i]

La fonction F (x,z), d’aprés Pexpression (2), reste bornée méme si la
différence (x—z) tend vers zéro, ce qui est une propriété essentielle dans
nos études.

En outre, d’aprés la remarque de H. Poincaré, la fonction F(x,2)
reste aussi bornée lorsque x et z tendent vers la méme extrémité d'in-
tervalle d’intégration AB, supposition faite, que les fonctions ¢, Ny (y,2)
et N(x,y) sont périodiques de période a.  En effet dans ce cas la valeur
de lintégrale (3) ne change pas, lorsque L'on déplace le segment d’inté-
gration AB sur I'axe réel, en conservant sa longueur.

La transformation de H. Poincaré était généralisée par G. Ber-
trand (loc. cit.) pour les intégrales le long des courbes fermées dans le
plan de la variable complexe.

Nous allons donner ici, d'une fagon un peu modifiée, la démonstration
de la propriété de lintégrale singuliére doublement appliquée.

Soient deux fonctions F(x, y) et F;(x,y) holomorphes si les points x et y
sont 4 Vintérieur d’un anneau @ contenant une courbe fermée C' (fig. 2).
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4 J. Wolska

Considérons deux fonctions a singularité polaire:

F(z, x)

zZ—X

Fl(x:y)
x—Y

et nous allons démontrer I’égalité suivante:

f———F (2, %) [f___ﬂ (x,9) dy ]-dx =—al(z,2) I'y (z,2) +

zZ—x x—y

I ey s

x Y, 2z, étant les points sur la courbe (), les mtegrales impropres ayant
les valeurs principales de Cauchy

Fig. 2.

Considérons donc dans le plan de la variable complexe deux courbes
C’ et C" embrassant la courbe C et situées dans le domaine .
L’expression:

@ q;(x):;f x("y)d +lf“ ). gy
(SI) (y)

est une fonction holomorphe de la variable x dans le domaine embrassé
par C” &t C”, qui prend les valeurs égales & Iintégrale impropre
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fF1x3y)d

Considérons l'intégrale impropre suivante:
D:

.(5) j‘b F(zx)d sz){f‘F(xydy]d‘x

zZ—Xx

aux points x sur C.

z étant un point sur la courbe C située dans le domaine 2.

Draprés la propriété de la fonction ¢ (x), I'intégrale (5) a le sens et
sa valeur coincide avec la moyenne arithmétique de deux intégrales le
long des chemins K’ et K" situées dans le domaine d’holomorphie entre
(" et C'" de 1a fonction @ (x) et embrassant C (situées dans le domaine 2):

) f¢(x)l;;(iﬁfx?dx f@ ”d + 1 Jm F(Z"’
C L e
(x)
D’aprés (5) nous aurons:
@ f]f‘(zx)lf (xy) y]dxﬂj F(zx)Fl(xy)d dy—+
zZ—x x—y J z—x x—
€ ¢ foi

b

(x) )
+ff1*(zx) F{ xy)dd +ffl(zx)F1(xy)dxdy+

zZ—Xx
B g &
(x) 7] (x} (¥)

4 ff(zx)F(x,y)dxdy'

An &
(x) @)

.Changeons maintenant l'ordre d’intégration dans le premler terme.
L’intégration par rapport a x fournit la fonction

ap(z,y):fl}j’_zl%_(f_gldx
C,

de deuxx variables z et y situées sur C' qui est bornée méme quand
(z—1y) tend vers zéro.
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La seconde intégration ordinaire de la fonction Y(z,y) par rapport
a y nous donne la valeur:

_1 F(z,x) F,(xy)
® [remay=7 [| [5E2 220 as|dv+
¢ ¢ K
(x)
1 Fz,x) Fi(x,y)
+‘z‘f”z_x ~—y dx]dy
c K
(=)
x est le péle des fonctions
l"(zy x) et Fl(x: y)
zZ—x x-—Yy

situé sur K’ et K compris entre C’ et C” et embrassant C dans Q.
Nous construisons le lacet issue du pomt arbitraire de la courbe C,
entourant le pdle x et nous aurons:

flj;(—-x,y) fl 1 (%, ) dy—2riF,(x,x) = (x sur K')
&
Fy(x,y) d :f—lgc’—y)dl/ (% sur K")
x—y p x—y -

De méme nous aurons les relations:

flzé(ju)d fle y dy‘l‘leF (x’ ) (x sur K”)
i

fll_l_(.".cLy) dy;—__—fﬁ,(fl_y_) (% sur K’)
2 x—y g x—y

Appliquons maintenant les relations obtenues a la formule (7) —
nous aurons )

Fz,x)[ (Fy(xy) y (z, %) F,(x, y)
(9 4 Z——x[ poaianey ] ff P ; -dx dy +
+2ff7—z—;) Fxx, )d dy+2mf[l’ (z, x) Fy x,x)dx
ke Fs
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En comparant les expressions (9) et (8) nous arrivons a la relation
fondamentale:

F(z,x)
=l
C
" Fz,x) Fi(x,y)
+J UT—7 = dx]dy.
C C

Nous remarquons, que la fransformation de H. Poincaré a été
géneralisée pour les fonctions non analytiques par W. Pogorzelski
(1925) et N. I. Mouschelichvili (I ¢).

(=Y 4 ]d — 2F(2,2)F, (2,7 +

x-—y

5. Le noyau singulier fermé

Soit N(x,y) une fonction analytique 4 singularité polaire pour x =y

1

telle que la fonction .
y—x

Nous appellerons, d’aprés W. Pogorzelski (loc. cit.), la fonction

N(x,y) le noyau singulier fermé, si I'équation intégrale:

(10) (0 <x<<a)

a
[Nwphe)dy=0
]
n’admet d’autre solution énalytique que la solution banale h=0.

Cherchons la“ condition pour que le noyau singulier N(x,y) soit
fermé. Remarquons donc que si la fonction analytique h(y) satisfait a
I’équation citée dans lintervalle (0, a) elle satisfera a l'équation

en fN(z,x)[ f Ne, y)h(y)dy] dx =
] (1]

et par conséquent, d’aprésbla transfermation de H. Poincaré, elle satis-
fera a I'équation intégrale homogéne de seconde espéce

1y  —= R’~’(z)h(z)—_i—f[fN(z,x)N(x,y)dx]h(y)dy=0
! 0 [ ‘

3. Prace Matematyczne i. 48. ‘ 33
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R (z) désignant le résidu de la fonction N (z,x) par rapport a la variable x

au point x=2, que nous supposons différent de zéro dans Vintervalle

d’intégration (0,a):
[R(z)|#0.

Le noyau de I’équation intégrale transformée est borné dans Vinter-
valle d’intégration et prend les mémes valeurs qu'une fonction holomorphe
dans un domaine contenant le segment (0, a).

Pour que le noyau singulier N(x,y) soit fermé, il suffit donc que
le noyau

(13) R"‘ @ fN(z x)N(x,y) dx

de I'équation intégrale homogéne n'admette pas pour valeur caractéristique

la valeur )\‘—“;]—:2 puisqu’ alors Téquation (12) et I'équation (10) n’admettent

que la solution banale h=0.

Cette condition est aussi nécessaire. En effet toute solution h(y) de
I'équation (12) est une fonction holomorphe au voisinage du segment
{0,a) qui satisfait & équation (11) et 4 I'équation (10), le noyau étant
fermé; done, si Péquation n’admet aucune autre solution analytique que la
solution h==0, Iéquation (12) n’admet également aucune autre solution.

On peut montrer que le noyau singulier

cotg % (x—1y) +p

est fermé Siv la constante p est différente de zéro.
W. Pogorzelski (I ¢.) a montré que le noyau de la forme
N(x, y) = 4; (y) cotg— (x —y) + 4s (x) 44 )

est fermé si les fonctmns holomorphes A1, Ag, A3 remplissent la condition

suivante: -
fAz(x ) dix - fA ) g 2,

cette condition est nécessaire et suffisante.
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4. Une équation intégro-différentielle linéaire

Nous exposons maintenant I'étude de 'équation intégro-différentielie
singuliére linéaire de la forme

a

(14) f 2N, () ) dy =1 ()

- =0
0

a) N, étant les fonctions analytiques avec la singularité polaire pour
x=y (le cas analogue au noyau ctg%(x—y) périodiques de période a,

on admet, que ces fonctions dans la bande @ qui comprend l’axe réel
n’ont d’autres singularités, en négligeant les multiples de a.

b) f(x) étant la fonction donnée holomorphe dans la bande € et
ayant la période a.

¢) ¢(y) — la fonction inconnue [¢°(y)=1(y)].

d) L'intégrale impropre a la valeur principale de C auchy, c’est-a-dire

a

(15) , 2 Ny, y) et (y) dy =

v=0
0

f Z N, (x, 1) 9% (y) dy + va (x, )™ (y)dy| .
v=0
0

x+E

=lim

50

Nous admettons en outre pour la fonction inconnue ¢ la condition
initiale suivante: .
¢ (0)= Co ’

¢ (0)=Cy; .. ™ (0)=C,

C,, Cy, ... C, étant les constantes données.

Pour résoudre le probléme proposé, considérons le noyau auxiliaire
fermé M (z,x) avec la singularité polaire pour z=x.

Si la fonction o remplit I’équation (14), elle satisfait aussi a I'équa-
tion transformée i ‘

(16) fM(z,x) 2 N, ()8 () dy —F (%) | dx =10;
=0 .
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donc, d’aprés la transformation de H. Poincaré elle satisfait aussi
a l'équation

—2R(@) ) R@M @)+

y=0

+I[S’ fM(z x) N, (x, y)dx:ICP(“)(y)dy fM(Z x)f(x)dx—o
FA G

R(z) et R,(z) réprésentent les résidus des noyaux M(z,x) et N,(z,x)
pour les pbles que nous supposont différents de zéro.
D'aprés la substitution:

J‘ M (z,x) N, (x,y) dx =, (2,) (La fonction holomorphe

R(2) dans la bande &)

0

f M(z,x)f(x)dx

(La fonction connue et

=11(2) holomorphe dans la bande )

R(2)
0
1
P

A==

nous obtenons donc 'équation intégro-différentielle réguliére:

@ Srowme=] Yo 6nswd—1o.
y=0 § v=0 :

Pour réscudre I'équation obtenue, posons maintenant:
¢ (2) = (2)

et exprimons tous les dérivées par la fonction inconnue ¢ (z)

o1 (z) = f $(s)ds+ Cot
0

gl (2) = f f $()ds® + Cot = + Coy
' 0

1 Zn—2

w‘”’(Z)—f f‘l’ (s) ds® +C"—1( 1)'+C"—2 n—2)!

4+ Cy
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Nous transformons les intégrales multiples d’apreés la formule connue:

z

J f ds”_f(‘?_‘s))

et nous exprimons l'équation (17) sous la forme suivante:

¢ (s)ds

Rad(2) + f [RH (@) + Rne (2)(z—3) +---+ Ro(z)(z—_s)"_1
0

(n—1)! ]qJ (s)ds=

a y
(18) =1 f {an .y dy) + f [*I’:m @,Y) + P2 (z,Y) (y—s) +- -
0

L0, y)‘y—l—),—]¢(s)ds}dy+uz)

ot par L(z) nous avons de51gne Ia fonction connue étant une combinaison
de la fonction f,(z) et des C
En posant (R, (z)+0)

' Rn~1(z)+Rn_z(z)(z—s)+'“+R°<Z)%i)1nT!i

51 donnés par la condition initiale.

R.(2) =K(z3)
D,(z,y) =
o, BR@ . 2,3)
b, 1(z,y) + Prs(z,y) (y—s)+---+ P, (Z,y) (y__)l)'_
- = H(Z’ y!s)

Ra.(2)

nous obtenons I'équation suivante:

z z Yy
19) 40+ [ Kimspids=2 [[Fevew+ | H(z,y,s)qa(s)ds] dy +L2)
L o H

et ensuite

0) 9()+ f K(z 99 (s) ds =
0

%lquﬂ’n(Z,y)‘l’(y)dy—i' Af [fH(z,y,s)¢(sids]dy +L@).
0 - 0 0
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D'aprés la formule de Dirichlet nous transformons l'intégrale

a _ y . a a
fUH(z,y,s)a.ws‘)ds]dy:fUH(z,y,sms]wy)dy.
0 0 '0 ¥

Nous appliquons I’expression obtenue & l'équation (20) et obtenons

1) L!*(Z)=7~fP(z,S)!!’(S)ds—fK('z,S)tll(S)olH-L(Z)
0 0

oll nous avons posé

P(Z;y) =6ﬂ (Z>y) + fH(Z:y: S)dS.
y

Nous sommes donc amenés 4 la recherche de la solution de 1'équa-~
tion (21), qui est du type mixte, puisqu’elle contient une intégrale 2 limites
variables. et une intégrale a limites fixes.

On pourra amener l'équation (21) & l'équation de Fredholm, en
remarquant que I'équation de Volterra:

(22) ¢(2) =-—fK(Z, )b (s)ds+7(2)
0

a une solution et une seule de la forme

(23) $(2)= f I'(z,5)f(s)ds +F(2)

. ]

ou le noyau résolvant [ est la somme d’une série absolument convergente:

24) I(z,5)= Ku(zs)
n=1

dont les termes sont les fonctions holomorphes au voisinage du segment
(0, a) données par une relation de récurrence:

(25) Ka(z, s)=le(z, 6) Kn—i(s, s)ds.
b

38
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Nous en conclucns que toute solution de Péquation (21) satisfera
4 léquation de Fredholm

(26) b(z)="1 f Xz )dE)ds+F:(2)
0

oit X(z,s) et f;(z) sont les fonctions holomorphes au voisinage du segment
(0, a), données par les expressions:

X(z,5)= fI‘(z, 6) P(s,8)ds + P(z, s)
)

fi(@= fI‘(z,s)L(s)ds—{—L(z).
0

Si la constante )_=—}—__, n’est pas une valeur propre du noyau X (z,9)

il existe une solution et une seule de I'équation (26) sous la forme

a
2n $(z2) =1 rN (z,9) f,(s)ds + f1(2)
5 )
N(z,s) étant le noyau résolvant du noyau X(z, s).

Le noyau X(z,s) étant holomorphe au voisinage du segment (0,a)
son noyau résolvant est aussi holomorphe dans ce domaine, donc la solu-
tion (27) est holomorphe, -et, par conséquent, elle est la solution unique
(remplissant les conditions initiales), des équations (21) et de T’équation
proposée (14), le noyau auxiliaire M(z,x) étant fermé.

5. Le systtme d’équations intégrales mon linéaires
avec la singularité polaire

Nous allons résoudre maintenant le systéme d’équation intégrales

F

non linéaires de la forme

(28) va (x, ) Fv [x:ya ¢ () - n (y)] dy: fy (x)
3 .

(v==1,2...n).
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a) N,(x, y) étant les fonctions analytiques & singularité polaire pour
x=y de la période réelle a ne possédant d’autres singularités dans la
bande infinie @ contenant l'axe réel, en négligeant les multiples de a.

b) Les fonctions F,[x,y,& ...E.]; fu(x) sont holomorphes si les
points X,y sont situés dans la bande @ et les points £,,&,...& dans un
domaine .

En outre nous supposons la périodicité de période a par rapport
4 variables x et y.

9 ey
d) Les intégrales impropres ont la valeur principale de Cauchy.

9. (y) désignant les fonctions inconnues.

Pour résoudre le systéme proposé (28) considérons le noyau auxi-
liaire fermé M (z,s) avec la singularité polaire pour z = x.

Si les fonctions ¢y,..¢, remplissent le systéme (28), elle satisfont
aussi au systéme transformé

(29) fM(z X){va(x VE [xy,: @
(v=1,2..n)

~on{y]dy—F, (x)}

done, d’aprés la transformation de H. Poincaré, elles satisferont aussi
aux équations

(30) —mR@)R,(2) I, [Z Z 9 (2), ... 9u (2)] +

+f{fN () M(z,x) F, [x,y,%(y) %(y)]dx}dy—fM (z, %) fv () d
(v=1,2..n)

oit R(z) et R,(z) désignent les résidus des fonctions M(z,x) et N, (x, )
que nous supposons . différentes de zéro.

Désignons : ‘
[Ny M0 B [5,9,8 - 2] dx
Dy [2, 4,6, . bn] = sy
f M) f, () dx
fo (@)= tm
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ol les fonctions ®, et )TV sont holomorphes et périodiques de période a
si les points z,y sont situés dans la bande infinie @ qui comprend ’axe

réel et les points &,& .5, dans le domaine ©,; nous aurons le systéme
suivant:

(31‘) *FV [Z7 Z,% (Z) .- ] fv (Z) + fq) [Z Y% (y

(v=1,2..n).

o (y)] dy

Nous sommes done amenés i résoudre le systéme (31) de n équations
intégrales réguliéres avec n fonctions inconnues

®1 (1), - Pn (Y)-

Considérons le systéme d’équations

(32) F 22,8 ..&]=q
v=1,2..n)

ol g, sont les variables complexes.

Les fonctions F, étant holomorphes dans le domaine étudié, nous
pouvons appliquer le théoréme - d’existence des fonctions implicites au
systéme (49).

Supposons donc que les fonctions Fy prennent pour les valeurs
24, 80 .80 les valeurs g:

(33) . Fv [ZOy Zy, &gﬂ)_“’ i(,?)] = qgo)
(v=1,2...n)

z, étant 2 lintérieur du segment (0,a) et &%,..E0 a lintérieur du
domaine £,.
Si le determmant fonctionnel des fonctions F., pour ces valeurs est

différent de zéro:

D (F,...Fn)
('DTQTJ)Z.,, .0 70

alors il existe pour les valeurs >0 et 8> 0 suffisamment petite§ la
valeur ¢ telle qu'au systéme des valewrs z, gy, ... = veérifiant les inégalités:

(34) lg—q0 <8 |z—5| ¥
a
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repond un seul systéme des valeurs du domaine £y

& =4:(2,q1, - Gn)
(35) e e e
En = L!Jn (Z7 q13 (Ri¢) qn)

B

satisfaisant aux équations proposés (32) et vérifiant les conditions:
|5, — 0] << v=12..n).

On suppose que & >a et |f, (Z)%q§°)|\<51<5 dans . .
Les fonctions (35) sont holomorphes au' voisinage (34) du poin
(z0, ¢ ... ¢19). . .
" Nous resolvons le systéme transformé (31) par la méthode des appro-
ximations successives.
Formons donc la suite infinie des systémes de fonctions:

R
1 1 1
.g): (.Dé): .. ‘Pg,)

(36) - , ‘ i ........

définies par les relations de récurrence

G0 Rl ) @) =T+ [ 2,120, 9D @), 50 )] dy
(v=1,2..n) ’

les fonctions initiales of?) .99 étant les fonctions holomorphes arbitraires
dans la bande infinie 2, qui sont périodiques de période a et dont les
valeurs restent dans la bande Q. :
Cherchons la condition pour que le systdme (36) soit défini pour
toutes les: valeurs A.
Supposons donc que les fonctions

oY, .. g, . o)

sont holomorphes et périodiques dans la bande € et que ses valeurs sont
comprises dans le domaine £,.
5i M désigne la borne supérieure du module des fonctions ®, [z, 1, & ... &)
dans le domaine (34):
19,[z,y,8 &l | <M

42

Sur les équations intégrales et intégro-différentielles 5 singularité polaire 17

on a alors
a
va(z)+f®~,[z, Y, o . g] — qO| < | F(2) — q® |+ M- a.
0

1l en résulte que, si a est suffisamment petit, on a l'inégalité:

[F(2) +- f D[z, y, 50 ... ¢W] dy — ¢! <&
o
si
|z—z,| 7.

Nous en concluons, que le systéme des fonctions successives’

,:?(17\‘!‘1)’ ;g"'rl)’ _ qﬁd‘l)
est défini, holomorphe et périodique de période a dans la bande Q. Il en
résulte par induction que la suite des systémes de fonctions (36) est dé-
finie pour toute la valeur ), sous les conditions précisées.

Maintenant nous allons démontrer que la suite (36) est convergente
et que les fonctions limites donnent la solution du probléme.

Remarquons done que les fonctions holomorphes
90 (2) = o (2, Gy - Gn) (= =.1’ 2,...1)

vérifient 1'inégalité de Lipschitz, c'est-a-dire:

[0 (2, @ o @) — 0 (2G5 - @) | <<k D | 05 — g5

ot k désigne la borne supérieure des modules des dérivées partielles:

0 s
dqg

dans le domaine étudié (34).
Nous obtenons donc
(38) |ol) (2)—od N (z) | <k > J @ [x,y ¢ (), . 20V )] dy —

B=1'§

+ j g [,y 5 @), - 24 )] dy‘ . (@=1..n).
0

43
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Appliquons maintenant 1'inégalité de Lipschitz aux fonctions
® [x,y,6, - &n] et nous obtenons:

a

g (2)— ol ()| <kk'n >, f 50— (y) — 9§~ (y) | dy

g=1 3

(39)

ou k’ désigne la borne supérieﬁre des modules des dérivées partielles

'aq»vi

06

dans Q et Q,.

Par I'induction nous arrivons aux inégalités;
192 (2) — ¢ (2) | <Kk an® | ¢ff) — @ ;

140 (2)— 9 ()| < (kK an®2 ot — 90|
98 (2) — e (2)| < (KK an®)0—)] g —0

vraies pour toute valeur A.
Si maintenant la condition -

kk'an® <1

est verifiée, les suites infinies des approximations (36) sont uniformément
convergentes et ses limites sont les fonctions holomorphes dans la bande ©:
(40) lim o =g, (c=1,2,..n).

hree

Ces fonctions présentent la solution du systéme (31) et ont la période
réelle a. ‘

Les fonctions (40) satisfont aussi au systéme (29), donc aussi au
systéme proposé (28), le noyau auxiliaire M (z,x) étant fermé.

La preuve que la solution précedente est unique sera la méme que
dans la méthode des approximations succéssives en général.

Conduction de la chaleur dans une barre tormée
de plusieurs parties en matériaux différents

Przewodzenie ciepla w precie zlozonym z kilku réznych czesci
Par

V. VODICKA (Plzen, Tchécoslovaquie)

La propagation de la chaleur dans les corps stratifiés et, plus géné-
ralement, dans les objets. composés de plusieurs parties en matériaux
différents forme, au point de vue de la théorie analytique da la chaleur,
un vaste groupe de problémes trés importants parmi lesquels on trouve
encore beaucoup de quéstions irrésolues. Les caleuls qui vont suivre se
Ijattachent au cas de la conduction, présentent une contribution 4 la thé-
orie mentionnée et sont, en outre, d’'une signification considérable pour
la pratique industrielle.

Une barre trés mince par rapport A sa longueur (pour pouvoir envisa-
ger tout ce qui suit comme un probléme a une dimension) et d’'une section

‘transversale constante, consiste de n parties en matériaux différents: la

i-tidme entre elles se trouve entre les deux points xi—1, xi =1,2,..,7;
x,=0) de l'axe des x, sa longueur étant li=x;— i et son matérial
ayanf les constantes X;, ¢i, i (le coefficient de la conductibilité intérieure,
le calorique spécifique par unité de volume et la masse par unité de volume).

En supposant la distribution initiale de la température, dans chaque
portion du corps, déterminée par une “fonction intégrable fi(x); i=1,2,..,n
(lindice i se rapporte a la i-tiéme partie) de la variable indépendante x,
bornons nos considérations au cas d’un changement continu de la tempé-
rature et méme du courant de la chaleur (celui ci est ‘dirigé naturellement
suivant I'axe de la barre) dans les sections transversales communes de
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